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{IT C7. MEHRDIMENSIONALE RÄUME Mir 


Von 
0. SEGRE 


IN TURIN. 


Inhaltsübersicht. 
Geschichtliche Einleitung. 


I. Allgemeines. 
Unterräume eines Raumes. 
Grundgebilde. Parallelismus. Vielecke usw. 
Geometrische Größen. Bewegungen. 
Verschiedenes über Polytope, Sphären usw. 
Grundbegriffe der algebraischen Mannigfaltigkeiten, 
Abzählendes über Unterräume. 


il. Projektivität. 
Projektivitäten. 
Durch projektive Gebilde erzeugte Mannigfaltigkeiten, 
Eine besondere, Klasse solcher Mannigfaltigkeiten. 
Involutorische Projektivitäten. 
Einige Konfigurationen. Assoziierte Punktgruppen. 
Das Problem der Projektivität. 
Klassifikation der Kollineationen. 
Weiteres über Kollineationen. 


I. Mannigfaltigkeiten 2. Grades. 


Die Mannigfaltigkeiten 2. Grades, 
Abzählendes über V?. 


Kollineationen, die eine Mannigtaltigkeit 2. Grades in sich überführen. 


Allgemeine (nicht-euklidische) Metrik. 


Büschel und Systeme von zwei bzw. mehre;en Mannigfaltigkeiten 2. Grades. 
Scharen, insbesondere konfokale, von Mannigfaltigkeiten 2. Grades. 


IV. Nullsysteme. 


Nullsysteme und lineare Strahlenkomplexe. 
Weiteres über Reziprozitäten. 


V, Kurven. 


24. Kurven; ihre Charaktere. 
25. Weitere Charaktere. Schneidende und berührende Käume. 
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26. Spezialkurven, Normalkurven, Postulation usw. 
27. Rationale Kurven. 
28. Elliptische Kurven. 


YI. Flächen. 
29. Flächen; ihre- Tangentialräume usw. 
30. Rationale Regelflächen. 
31. Regelflächen im allgemeinen. 
82. Rationale Flächen. 
833. Veroneses F'*. 
34. Die F* des $,. 
35. Die F” des Sn+1 0:3: 
36. Flächen von gegebenem Schnittgeschlecht. 


VII. Höhere Mannigfaltigkeiten. 


37. Höhere Mannigfaltigkeiten; ihre Tangentialräume und Charaktere. 

38. Einige Erzeugungen der Mannigfaltigkeiten. Durch Matrizes darstellbare 
Gebilde. 

39. Hyperflächen. 

40. Systeme von Hyperflächen. Moduln. Postulation. 

41. Durchschnitte von Mannigfaltigkeiten. 

42. Kubische Hyperflächen. 

483. Die Örter von ©! R. 

44. Andere besondere Mannigfaltigkeiten. 


YIoII S,-Geometrie. 
45. Über Linien- und S,- Geometrie im BE 


IX. Korrespondenzprinzipien. 
46. Korrespondenzprinzipien im $,. 


i X. Hyperalgebraische &eometrie, 
47. Hyperalgebraische Geometrie. 
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P. H. Schoute, Mehrdimensionale Geometrie. 1. Teil: Die linearen Räume. 
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C. Segre, Studio sulle quadriche in uno spazio lineare ad un numero qualungue 
di dimensioni. Mem. Acc. Torino (2) 36 (1884), p. 3 („Quadriche‘‘). 

— Introduzione alla geometria sopra un ente algebrico semplicemente infinito. 
Ann. di mat. (2) 22 (1894), p. 41 („Introduz.“). 

D. M. Y. Sommerville, Bibliography of non-Euclidean Geometry, including the 
Theory of Parallels, the Foundations of Geometry, and Space of n Dimensions. 
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@. Veronese, Behandlung der projektivischen Verhältnisse der Räume von ver- 
schiedenen Dimensionen durch das Prinzip des Projizierens und Schneidens. 
Mathem. Ann. 19 (1882), S. 161 („Behandl.‘). 

— Fondamenti di geometria a piü dimensioni e a piü specie di unitä rettilinee, 
esposti in forma elementare. Padova 1891. Deutsch (übersetzt von A. Schepp) 
Grundzüge der Geometrie usw. Leipzig 1894 („Fondam.“). [Die im folgen- 
den zitierten Nummern dieses Buches beziehen sich auf den Text, nicht auf 
die Einleitung desselben, die eine «besondere Numerierung hat.] 


Einige Abkürzungen. 


©, 0% = Kurve, der Ordnung m vom Geschlecht p. 
F, Fr — Fläche, der Ordnung m. 


M — Mannigfaltigkeit (von irgendwelchen Elementen), 

Q — Mannigfaltigkeit 2. Grades (V?_ı des S;). 

R — Raum. 

8; == Raum der Dimension Ä. 

V, V# = Mannigfaltigkeit von Punkten, der Dimension k und der 
Ordnung m. 


a a! 
)—(, re 
Wie im folgenden auch gesagt worden ist, bezeichnet in den 


Nummern 1 bis 23 und dann wieder in den Nr. 45 und 46 n die 
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Dimension des Operationsraumes, wenn nichts anderes ausdrücklich ge- 
sagt ist. 

Wo die Ordnung (und analoge Charaktere) von Örtern gegeben 
wird, ist stillschweigend zu verstehen, daß sie im allgemeinen gilt, 
d.h. wenn diese Örter die angegebene Dimension (nicht eine höhere) 
haben. 


1. Geschichtliche Einleitung. Will man die erste Begründung 
der Theorie der n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten mit einem 
Namen verknüpfen, so wird es derjenige von H. Graßmann sein, der 
in seiner Ausdehnungslehre von, 1844 (wie nachher in derjenigen von 
1862) gerade diese Theorie entwickelt hat. Er nimmt (nicht weiter 
definierte) Elemente, und mit diesen erzeugt er solche Mannigfaltig- 
keiten.) Die Behandlung dieser erscheint als ein Zweig der reinen 
Mathematik, welche die gewöhnliche Geometrie umfaßt (die man er- 
hält, wenn man als erzeugendes Element den Punkt annimmt). Die 
Entwicklung kommt, von wenigen Ausnahmen abgesehen, nicht über 
die elementaren grundlegenden Teile hinaus (Nr. 2 bis 5). 


1) In A, ($ 13) definiert Graßmann als Ausdehnungsgebilde (oder System) 
erster Stufe die Gesamtheit (M,) der Elemente, in die ein erzeugendes Element 
bei stetiger Änderung (analog der Änderung der Lage eines Punktes auf einer Linie) 
übergeht. Wenn dann ($ 16) das so geünderte Element in einer zweiten Ände- 
rungsweise (und der entgegengesetzten) gleichfalls beliebig fortschreitet, ohne 
von jenem Anfangselemente aus wieder zu einem Elöment der M, zurückzukehren, 
so hat man die Elemente eines Systems zweiter Stufe (M,). Und so fortschrei- 
tend erzeugt man aus M, das System oder Gebiet (n-+ 1). Stufe (M,,,). Ve]. 
hierzu Anm. °). 

In A, hat Graßmann die übermäßige Unbestimmtheit des Elements durch 
Substitution von (komplexen) Größen beseitigt. Dort in $ 14 nennt Graßmann 
die Gesamtheit der Größen, die aus n Einheiten a,, a,,...,a, numerisch 
ableitbar sind (d.h. S'x,a,, wo die x, n Zahlen sind), das aus jenen Größen 
ableitbare Gebiet, und zwar Gebiet n. Stufe, wenn sich das Gebiet nicht aus 
weniger als n Einheiten ableiten läßt (d. h. wenn die a, linear unabhängig sind). 

‘ Im Arch. f. Math. 6 (1845), p. 337 (= Werke 1, p. 297) hat Graßmann 
das Wesen der Ausdehnungslehre so charakterisiert: sie „bildet die abstrakte 
Grundlage der Raumlehre (Geometrie), d.h. sie ist die von allen räumlichen 
Anschauungen gelöste, rein mathematische Wissenschaft, deren spezielle Anwen- 
dung auf den’ Raum die Raumlehre ist“. Ihre Sätze „sind nicht etwa bloße 
Übertragungen geometrischer Sätze in die abstrakte Sprache, sondern haben eine 
viel allgemeinere Bedeutung; denn, während die Raumlehre gebunden bleibt an 
die drei Dimensionen des Raumes, so bleibt die abstrakte Wissenschaft von diesen 
Schranken frei“ 
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Das Werk Graßmanns blieb viele Jahre hindurch unbeachtet 
und hat daher die Fortschritte der n-dimensionalen Geometrie nicht 
beeinflußt. Zu dieser kamen vielmehr verschiedene Autoren selbstän- 
dig. Da man bei der Behandlung der Funktionen und Gleichungen 
mit »n Variablen x,,...,%, für die ersten Werte von % eine geome- 
trische Darstellung hat (indem man die x als Punktkoordinaten nimmt), 
die für n>3 fehlt, so müssen schon lange vor Graßmann meh- 
rere Mathematiker an die Zweckmäßigkeit gedacht haben, für belie- 
biges n die Begriffe und Methoden der analytischen Geometrie zu ver- 
wenden?); und damit auch die Ausdrucksweise dieser: Punkt statt 
Wertsystem (&,,..., 2,) zu sagen und Linie (insbesondere gerade Linie), 
Fläche usw. die Gesamtheit von oo1, 00%,... Wertsystemen zu nennen 
usw. Einen Hinweis auf die Nützlichkeit einer solehen Nomenklatur 


2) Schon M. Stifel, „die Coss Chr. Rudolffis“, hat im Jahre 1553 darauf 
hingewiesen, daß man von den Flächen und den Körpern durch Betrachtung von 
Größen mit mehr als drei Dimensionen weitergehen kann (in einem von K. Fink, 
Geschichte der Elementarmathematik, Tübingen 1890, p. 173 erwähnten Satze). 
Und dieser Begriff findet sich sicher in anderen alten Werken. Vgl. auch 
die Bemerkungen von $. Lie, Geometrie der Berührungsformationen, Leipzig 
1896, p. 274; und von P. Stäckel, Math. Ann. 54 (1901), p. 56, nach dem 
die Geschichte des Begriffs mehrdimensionaler Räume mindestens bis ins 
17. Jahrh. zurückreicht. 

Wir beschränken uns hier darauf, einige Autoren des 19. Jahrh. vor Graßmann 
zu zitieren. J. R. Argand schreibt in seiner bekannten Schrift „Essai sur une maniödre 
de repr&senter les quantites imaginaires dans les constructions geometriques“, 
Ann. de m. de Gergonne, 4 (1813), p. 133 in der letzten Nummer (Nr. 13): „Nous 
ne pousserons pas plus loin ces apergus, et nous observerons, en terminant, que 
les expressions a, q,, 9, qui designent des lignes considerdes par rapport & 
une, ä deux, & trois dimensions, ne sont que les premiers termes d’une suite qui 
peut &tre prolongee indefiniment“. CO. G. J. Jacobi hat sich bei verschiedenen 
Gelegenheiten Betrachtungen bedient, die man als aus dem Begriff der mehr- 
dimensionalen Räume eingegeben halten kann. So in den Untersuchungen über 
die Reduktion von zwei Formen 2. Grades auf die Summe von Quadraten, wie 
auch über die Transformation und Berechnung der mehrfachen Integrale, Journ. 
f. Math. 12 (1834), p. 1 (= Werke 3, p. 191); bei der Ausdehnung der elliptischen 
Koordinaten auf n Variable und der mechanischen Interpretation des Abelschen 
Tbeorems in S,, angedeutet im Jahre 1839 (Journ. f. Math. 19, p. 309 — Werke 2, 
p- 59: siehe speziell p. 62 und p. 63) und dann ausgeführt in den Vorlesungen 
über Dynamik, gehalten 1842—43. G@. Green hat 1833, um die Attraktion des 
Ellipsoids von veränderlicher Dichte zu bestimmen (Trans. Cambr. Phil. Soc. 5 
(1835) (dat. 1833), p. 395 = Math. Papers, p. 185), nach Ansatz des Problems in 
analytischer Form, dasselbe für » Dimensionen behandelt, indem er z. B. die 


Potentialfunktion eines Agens in einem solchen Raume nach dem Gesetze 4 
bestimmt hat. 


J 
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für die Funktionentheorie gab A. Cauchy im Jahre 1847°) ohne irgend- 
welche Entwicklung. Indessen führten Untersuchungen über die alge- 
braischen Gleichungen und Formen (Quantics) und ein Aufschwung 
in der Art, die Geometrie aufzufassen, ähnlich dem von Graßmann 
gewonnenen, A. Cayley (1844 und in den folgenden Jahren) und dann 
J J. Sylvester (im Jahre 1850 und den folgenden) naturgemäß zur 
Geometrie der höheren Räume. Unter den ersten Arbeiten von Cayley 
in dieser Richtung) finden wir Untersuchungen über Räume und V? 
des S,, über Konfigurationen usw., so wie auch die einfache, aber wich- 
tige Bemerkung?), daß es zweckmäßig ist, die Koeffizienten der For- 
men als Koordinaten eines Punktes in einem Hyperraum zu nehmen. 
Sylvester legt zwecks Begründung seiner Untersuchungen über die In- 
variantentheorie (insbesondere über Paare quadratischer Formen) ex- 
plizit oder implizit die Betrachtung des Hyperraumes zugrunde). 


8) Paris. C. R. 24 (1847),, p. 885. — J. A. Serret, J. de math. 13 (1848), 
p. 353 hat, nach Integration der Gleichung dx? + dy? + dz? = ds? auf Grund 
seiner geometrischen Bedeutung, dieselbe Methode (mit impliziter Anwendung 
des Hyperraums) auf die analoge Gleichung in n Variablen angewandt, wodurch 
er die Kurve im S, als Rückkehrkante einer 00'-Schar von Hyperebenen erhält. 

4) Cambr. math. J. 4 (1845: das Heft ist von 1844), p. 119 = Coll. Pap. 1, 
p. 55. Hier treten (obschon ohne die hyperräumliche Sprache) die Polarität in 
bezug auf eine V* und die Büschel von V? auf. — Journ. f. Math. 31 (1846), 
p. 213 = Coll. Pap. 1, p. 317. Hier sagt er, nachdem er die ebene Schnittkonfi- 
guration eines vollständigen m-Ecks des 8, erhalten und studiert hat, daß man 
ohne methaphysische Betrachtungen über die Existenz eines S,, durch rein ana- 
lytische Betrachtung der Dinge, als durch $, bewirkten Schnitt der durch m 
Punkte des $S, oder auch des $, bestimmten Konfiguration eine Konfiguration 
des S, erhalten kann, von der er sogleich einige Eigenschaften angibt. — Journ. 
f. Math. 32 (1846), p. 119 = Coll. Pap. 1, p. 332, wo eine orthogonale Substi- 
tution auf n. Variable als Transformation rechtwinkliger Koordinaten interpre- 
tiert wird. — Cambr. and Dubl. Math. J. 2 (1847), p. 52 = Coll. Pap. 1, p. 259, 
wo man die ersten Untersuchungen über die Moduln von Formen und die Postu- 
lation findet. — Phil. Trans. 142 (1852), p. 253 = Coll. Pap. 2, p. 57. Hier, am 
Ende, ist die Bedingung gegeben für die Berührung der Schnitte zweier gegebener 
Hyperebenen von $,, in einer gegebenen V,?_, (hypersurface). 

5) Phil. Trans. 144 (1854), p. 244 = Coll. Pap. 2, p. 221. Mit dieser Be- 
merkung sind Sätze verknüpft, die wir noch erwähnen werden. 

6) Phil. Mag. (3) 37 (1850), p. 368 = Math. Pap. 1, p. 145. — Cambr. and 
Dubl. Math. J. 6 (1851), p. 1 = Math. Pap. 1, p. 165. Hier schlägt er vor, eine 
Linie, Fläche usw. als „a monothem, ditheme, tritheme, ...“ zu bezeichnen; jeden 
linearen Raum „a Homaloid“. Er beweist, daß durch jeden Punkt einer V7 
eines 5, ,, n! in ihr liegende gerade Linien hindurchgeben. Und er weist auf 
die Nützlichkeit hin, spezielle F’® von S, als Schnitte von V,° des 8, mit Tan- 
gentialräumen zu betrachten. — Phil. Mag. (4) 1 (1851), p. 119 — Math. Pap. 1, 
p. 219. Hier findet man die Bemerkung, daß auch die Geometrie von drei Di- 
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Auch ZL. Schläfli bedient sich gegen das Jahr 1850 hyperräumlicher 
Betrachtungen in analytischen Untersuchungen.) Ja, er hat damals 
(1850—1852) sogar eine umfangreiche Abhandlung über die Theorie 
der vielfachen Kontinuität (so nannte er, was jetzt »-dimensionale 
Geometrie heißt) geschrieben, die den fundamentalen metrischen Teil 
einschließlich der Mannigfaltigkeiten 2. Grades, konfokalen Systeme, 
usw. enthielt: allein diese Abhandlung konnte damals wegen ihrer 
großen Länge nicht publiziert werden.®) 

Das Problem der Hypothesen, die der Geometrie zugrunde 
liegen, führte auch B. Riemann in seiner Habilitationsschrift vom 
Jahre 1854 auf die Mannigfaltigkeiten von » Dimensionen, auf die 
Krümmungen und die geodätischen Linien einer solchen Mannigfaltigkeit 
usw. Diese Schrift wurde erst im Jahre 1867 publiziert”), und so- 


mensionen (wie diejenige von n) als transzendent bezeichnet werden würde, wenn 
die äußeren Objekte nur durch den Blick, ohne das Gefühl und die anderen 
Sinne, wahrgenommen würden. „... But in very truth the distinction (zwischen 
sinnbaren und höheren Räumen) is vain and futile. Geometry, to be properly 
understood, must be studied under a universal point of view ... In this way 
only (der n-dimensionalen Geometrie) .... we may hope to see accomplished an 
organic and vital development of the science.‘ — Phil. Mag. (4) 3 (1852), p. 460; 
4 (1852), p. 335; 6 (1853), p. 214; 7 (1854), p. 331 = Math. Pap. 1, p. 370; p. 382; 
p. 634; 2, p. 30. 

7) So im Journ. f. Math. 43 (1852) (dat. 1849), wo das dem Problem der 
geodätischen Linien einer quadratischen Mannigfaltigkeit äquivalente analytische 
Problem behandelt wird und die konfokalen Mannigfaltigkeiten angewandt werden. 
Und in der Denkschrift d. Wien. Akad. der Wiss. 4 (1852) (dat. 1851) gelangt er bei 
Behandlung von Systemen algebraischer Gleichungen dazu, für eine V," , eines 
8, die Klasse m (m — 1)" =! und den Grad n (m— pri zu beatimmen, den 
die Koeffizienten der Enveloppengleichung hinsichtlich der Koeffizienten der Orts- 
gleichung haben. Vgl. andere spätere Arbeiten von Schläfli, zitiert in 9). 

8) Sie ist später publiziert (von J. H. Graf) in der Neuen Denkschrift der 
allgemeinen Schweizerischen Gesellschaft, Zürich, 38 (1901). — Es wird darüber auch 
gesprochen in: Der Briefwechsel zwischen J. Steiner und L. Schläfi (herausge- 
geben von J. H. Graf), Mitt. d. Naturf. Ges. Bern 1896. Vgl. p. 76 und 83. 

9) Abh. der Ges. der Wiss. Göttingen 13, p. 132 = Ges. Werke 1. Aufl. 
p. 254. — Die Definition der Mannigfaltigkeiten von n Dimensionen von Riemann 
deckt sich mit der Definition von Graßmann 1844, die in !) zitiert wurde. Über 
die Postulate für die (Einführung der Koordinaten d.h.) Zurückführung jeder 
solchen Mannigfaltigkeit auf eine Zahlenmannigfaltigkeit vgl. F. Enriques, Rend. 
Circ. m. Palermo 12 (1898), p. 222, und IT A Bi (Enriques) Nr. 15. Hier sei 
noch ausdrücklich bemerkt, daß eine Mannigfaltigkeit nicht n-fach ausgedehnt 
oder von » Dimensionen heißen muß, weil ihre Elemente ein-eindeutig auf die Werte- 
gruppen von n Zahlen (Koordinaten) abgebildet werden können: denn man könnte 
dann für jede solche Mannigfaltigkeit die Zahl n ganz beliebig ändern (G@. Can- 
tor, Journ. f. Math. 84 (1877), p. 242). Die genannte Abbildung muß auch stetig 
sein; dann ist n bestimmt: Z. E. J. Brouwer, Math. Ann. 70 (1911), p. 161. 
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gleich folgten ihr zahlreiche Arbeiten über diese Dinge, über die all- 
gemeine Theorie der quadratischen Differentialformen usw.!%) Von 
diesen soll nicht die Rede sein, da wir uns hier auf die algebraische 
Geometrie beschränken müssen. 

Neben Cayley und Sylvester sind zu nennen: @. Salmon, der sich 
im Jahre 1857 und ausführlicher 1866 bei der Bestimmung der Ord- 
nung besonderer Systeme von algebraischen Gleichungen hyperräum- 
licher Betrachtungen bediente!!); und weiter noch A. Olebsch, der 
187212) die höheren Räume für die Invariantentheorie der algebra- 
ischen Formen einführte.'?) 


10) Wir erwähnen nur einige derselben (denen verschiedene andere der- 
selben und anderer Autoren gefolgt sind): E. Beltrami. Ann. di m. (2) 2 (1868), 
p. 232 = Opere mat. 1, p. 406; E. B. Christoffel, Journ. f. Math. 70 (1869), 
p. 46 = Ges. Math. Abh. 1, p. 352; R. Lipschitz, Journ. f. Math. 70 (1869) p. 71; 
L. Kronecker, Monatshefte d. Akad. Berlin 1869, p. 159, 688 —= Werke 1, p. 175, 
218; $. Lie, Götting. Nachr. 1871, p. 191 und 535. Ein wenig später die Ar- 
beiten der Mechanik (Potentialfunktion usw.) von E. Schering, Gött. Nachr. 1873, 
p- 149 (= Ges. Werke 1, p. 177); O. A. Bjerknes, ebendort, p. 829; W. K. Clifford, - 
Proc. Lond. Math. Soc. 7 (1876), p. 67 = Math. Pap., p. 236. 

11) Quart. Journ. 1 (1857), p. 246; 7 (1866), p.3827; Lessons Higher Algebra, 
2. Aufl. 1866. In der ersten Schrift sind die Mannigfaltigkeiten durch Nullsetzen 
von Matrizen dargestellt; in den anderen werden z. B. Residualdurchschnitte . 
mehrerer Mannigfaltigkeiten behandelt, die eine gegebene Mannigfaltigkeit mit- 
einander gemein haben (vgl. eine spezielle algebraische Anwendung für den Fall 
von vier 7? eines $, mit zwei gemeinsamen Geraden in Cayley, Messeng. of. M. 4 
(1875), p. 75 = Coll. Pap. 9, p. 246). P 

12) Abh. der Ges. der Wiss. Göttingen 17 (1872), p. 8. 

13) Aus jenen Jahren zitieren wir noch drei Arbeiten von L. Schläfli: Journ. 
f. Math. 65 (1866), p. 185 (oder Quart. Journ. 8 (1867), p. 167); 65, p. 189; 67 
(1867), p. 183: die erste mit einem Resultat über die Bewegungen im $,, die 
zweite mit einem Theorem, das im $, die Lagebesonderheit zweier Sim- 
plexe (d. h. (n-+ 1)-eckiger Pyramiden) behandelt, die zueinander polar in bezug 
auf eine V* sind (vgl. Nr. 11), die dritte mit einer Bestimmung eines hyper- 
räumlichen Inhalts. Wir fügen noch hinzu, daß W. K. Clifford im Jahre 1866, 
um eine Wahrscheinlichkeitsfrage vom Ed. Times zu lösen, elementare metrische 
Geometrie von n Dimensionen, wie Inhalte des regulären Simplex und der ihm 
eingeschriebenen Sphäre verwandt hat: vgl. Math. Questions from Ed. Times, 6, 
p. 83 = Clifford, Math. Pap., p. 601. CO. F.Geiser, Rend. Ist. Lomb. (2) 1 (1868), 
p. 778 behandelt die größten Simplexe, die einer ellipsoidischen Mannigfal- 
tigkeit 2. Grades von $,, eingeschrieben sind. F. J. Richelot, Journ. f. Math. 70 
(1869), p. 187 weist auf die Möglichkeit hin, eine seiner Untersuchungen über 
die Kollineationen im 8, auf den $,„ auszudehnen; und @. Darboux, Paris, 
C. R. 69 (1869), p. 392 macht von mehrdimensionalen Räumen Gebrauch, um 
eine neue Reihe algebraischer orthogonaler Systeme mit n Variablen zu er- 
halten. L. Kronecker, Journ. f. Math. 72 (1870), p. 152 = Werke 1, p. 235 dehnt 
durch Anwendung der Determinantentheorie die Sätze über Produkte von Drei- 
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Hier sind auch die Lehren von J. Plücker") zu erwähnen. „Gegen- 
über der direkten Einführung eines Raumes von mehr als drei Dimen- 
sionen pflegte er zu erörtern, wie schon die einfachste räumliche Kon- 
zeption, etwa die Ebene, hinreiche, um in ihr die Theorie einer 
Mannigfaltigkeit von beliebig vielen Dimensionen zu studieren. Denn 
man brauche nur ein Grundgebilde einzuführen, welches von einer 
hinlänglich großen Anzahl von Parametern abhängig sei, und könne 
dann diese ähnlich wie die Koordinaten eines Punktes in einem höhe- 
ren Raume behandeln, ohne auf einen solchen zurückgehen zu müssen. 
Die Anzahl der Dimensionen eines Raumes erscheint auf diese Weise 
als eine Eigenschaft, die demselben nicht sowohl an und für sich zu- 
kommt, als insofern man in demselben ein bestimmtes Gebilde zur 
Basis der Untersuchung nimmt. So bildet in der Tat die Linien- 
geometrie, deren Grundgebilde von vier Parametern abhängt, eine 
Theorie räumlicher Gebilde von vier Dimensionen, welche in dem ge- 
wöhnlichen Raume ausgeführt ist, der, wenn man den Punkt als Grund- 
gebilde festhält, nur drei Dimensionen hat.“ 

Diese Betrachtungsweise wurde, wie oben gesagt, auch von Cay- 
. ley schon 1854°) wenigstens für den Fall von Gebilden, die durch eine 
Gleichung darstellbar sind (Kurven, Flächen), zum Ausdruck gebracht; 
und auch Graßmann setzte sie im Jahre 1862 auseinander und wandte 
sie in demselben Falle an.?) Mit größerer Ausführlichkeit und All- 
gemeinheit kommt dann Cayley gegen 1868 darauf zurück, indem er 
zeigt, daß sie das Studium der n-dimensionalen Geometrie für die 
gewöhnliche zwei- oder dreidimensionale Geometrie als notwendig er- 
weist; während von einem andern Gesichtspunkte aus (vgl. den An- 
fang dieser Einleitung) dieses Studium für die Analysis notwendig ist.!°) 





ecksflächen und Tetraedervolumen, sowie andere polygonometrische Rela- 
tionen, auf den S, aus. E. Beltrami, Giorn. di mat. 11 (1873) p. 98 —= ÜOpere 
mat. 2, p. 437 weist die Existenz von zwei homologen orthogonalen »-tupeln in 
zwei kollinearen oder reziproken Bündeln des S, nach (vgl. das oben über Richelot 
Gesagte). 

14) Das Folgende ist genommen aus A. Clebsch, „Zum Gedächtnis an J. Plücker“; 
Abh. der Ges. der Wiss. Göttingen 16 (1871), p. 31 = Plücker, Math. Abh., 
p- XXXIN. 

15) A,, Nr. 392—393. 

16) Phil. Trans. 158 (1868), p. 76 und 160 (1870), p.51 = Coll. Pap. 6, 
p. 191 und 456. In der ersten dieser Schriften ist die Betrachtung der Kegel- 
schnitte einer Ebene als Punkte eines $8, angegeben, wodurch in diesem eine 
V,® und eine F'* auftritt (vgl. hierzu Nr. 33). In beiden Abhandlungen nennt 
er locus eine Mannigfaltigkeit-von Punkten des S,. In der zweiten definiert er 
die Ordnung der loci, ..., und nennt einen locus von der ersten Ordnung und 
der Dimension k (d.h. S,) k-dimensional homaloid. 
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Und inzwischen verwandte Salmon diesen Gedanken, um die Zahlen 
der Flächen 2. Grades, die durch gegebene Punkte, Tangenten und Be- 
rührungsebenen bestimmt sind, zu erhalten. *”) 

Gegen Anfang der siebziger Jahre finden wir in Ba verschie- 
dene Geometer, die vielleicht unter dem (direkten oder indirekten) 
Einfluß der Plückerschen Ideen die Hyperräume geometrisch einführen. 
S. Lie verwandte in seinen bereits zitierten Arbeiten und in vielen 
anderen späteren mit größter Freigebigkeit den Gedanken, nach Belieben 
das erzeugende Element des Raumes auszuwählen: so sind für ihn die 
Kugeln des S, die Punkte eines S,,,'°); die aus einem Punkte und 
einem durch diesen hindurchgehenden Raum zusammengesetzten Ele- 
mente geben ihm ein Mittel, die Theorie der gewöhnlichen und par- 
tiellen Differentialgleichungen geometrisch zu vertiefen"), diejenige der 
Berührungstransformationen aufzustellen usw. .M. Noether studiert die 
birationalen Transformationen der V, und ihre gegenüber diesen Trans- 
formationen invarianten Charaktere.) A. Brill bemerkt, daß jeder Be- 
rührungsaufgabe hinsichtlich einer gegebenen ebenen Kurve ein ana- 
loges Problem für eine hyperräumliche Kurve entspricht, die sich 
aus jener durch eine eindeutige Transformation ergibt, und macht 
Anwendung davon.*!) Er bestimmt auch die Zahl der $8„_,, die 
eine gegebene rationale Kurve des S,,, in m -+ 1 Punkten treffen.?*) 
F. Klein verwendet die Hyperräume, sowohl um die verschiedenen 
Forschungsrichtungen geometrischer Untersuchungen zu charakteri- 
sieren?°); als auch in der Liniengeometrie, um (mit Plücker) die Ge- 
raden des Raumes als Punkte einer V,? des S, zu betrachten®); und 


17) Quart. Journ. 8 (1867), p.1. Die Lösung dieses Problems stützt sich 
auf die Resultate der zweiten in '!) zitierten Arbeit. Sind z. B. fünf Punkte 
gegeben, so betrachtet man die Flächen 2. Grades durch diese als die Punkte 
eines $,: dann handelt es sich um die Bestimmung der Durchschnitte, die vier 
Hyperflächen von S, außer einer gewissen Geraden mit einander gemein haben; usw. 

18) Gött. Nachr. 1871, p. 535. 

19) Z. B. in Gött. Nachr. 1872, p. 321. 

20) Gött. Nachr. 1869, p. 298; Math. Ann. 2 (1870), p. 293; Math. Ann. 8 
(1875), p. 495. 

21) Gött. Nachr. 1870, p. 525; Math. Ann. 3 (1871), p. 459; Math. Ann, 4 
(1871), p. 527. 

22) Math. Ann. 5 (1872), p. 378. 

23) „Vergleichende Betrachtungen über neuere geometrische Forschungen“, 
Erlanger Programm (1872) — Math. Ann. 43 (1893), p. 63. 

24) Vgl. insb. Math. Ann. 5 (1872), p. 257, wo diese Tatsache in volles 
Licht gerückt ist. Hier kann man auch noch die Verwendung der V,* von 5, 
zum Beweise einer wichtigen Tatsache über die algebraischen Linienkomplexe 
erwähnen: Klein in Gött. Nachr. 1872, p. 164 —= Math. Ann. 22 (1883), p. 234. 
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auch zur Gegenüberstellung der Liniengeometrie mit der Kugelgeo- 
metrie (Zies) und mit der nicht-euklidischen Geometrie®); und endlich 
bei der Behandlung der letzteren.?) 2”) Mit diesen Arbeiten Kleins 
kann man einige von W. Frahm®) und A. Voss”) verknüpfen. — 
Auch zitieren wir noch 7%. Reye mit einigen Untersuchungen aus 
dem Jahre 1876, in denen, wenn auch nicht explizite von höheren 
Räumen gesprochen wird, diese doch implizite enthalten sind.®°) 
Auch ein wenig nach dem Jahre 1870 finden wir in Frankreich 
Beiträge zur mehr-dimensionalen Geometrie von ©. Jordan und G. Hal- 
phen. Halphen®‘) behandelt die Ordnung und die Schnitte der alge- 
braischen Mannigfaltigkeiten des $, (Nr. 6) und rückt aufs neue an 
der Hand von Beispielen den Gedanken ans Licht, daß man in der 
Abbildung der Kurven eines Systems durch die Punkte eines Hyper- 
raumes eine „interpretation trös nette“ der n-dimensionalen Geometrie 
hat. Es ist wahrscheinlich, daß gerade die Probleme über Systeme von 


Vgl. auch F. Aschieri, Giorn. di mat. 12 (1874), p. 368, wo die Geraden und 
Ebenen des $, eine Darstellung in der gewöhnlichen Liniengeometrie finden. 

* Man kann sagen, daß nach den zitierten Arbeiten Kleins die Betrachtung der 
Liniengeometrie in dem im Texte angegebenen Sinne, explizit oder implizit, auf 
einen großen Teil der späteren Untersuchungen eingewirkt hat. 

25) Vgl. ?2®) und Math. Ann. 5, zitiert in *), 

26) Math. Ann. 6 (1873), p. 112. 

27) Auch ist zu erwähnen eine Arbeit von Klein über eine geometrische 
Repräsentation im $, der Resolventen algebraischer Gleichungen: Math. Ann. 4 
(1871), p. 346. 

28) „Über eine Klasse von linearen Transformationen“, Tübingen 1873 
Hier sind die Kollineationen des S, behandelt, die eine V? in sich über- 
führen (orthogonale Substitutionen von n-+1 Variablen), die auch als nicht- 
euklidische Bewegungen im $,, interpretiert werden (vgl. Nr. 18, 19). 

29) Siehe zuerst die Arbeiten, in denen Voss die Liniengeometrie in der 
Richtung von (Plücker und) Klein behandelt hat; besonders für den Gebrauch hyper- 
räumlicher Betrachtungen, Math. Ann. 10 (1876), p. 143, wo er die Liniengeome- 
trie in ihrer Anwendung auf die F'? studiert. 

Wir fügen hier noch hinzu: Cayley, Quart. Journ. 12 (1873), p. 176 = 
Coll. Pap. 9, p. 79, wo aus der Liniengeometrie die Existenz von zwei o0°- 
Systemen von Ebenen auf der allgemeinen V,? gefolgert ist, und ihre Be- 
ziehungen. 

Vgl. ferner noch Voss, Math. Ann. 13 (1878), p. 320, wo die orthogonalen 
Substitutionen von n + 1 Variablen im Sinne von Frahm °?) weiter vertieft 
worden sind, d. h. als spezielle Kollineationen des 8,. 

30) Journ. f. Math. 82 (1877), p. 1; und ebendas. p. 54, 173. Dort ist der 
Raum behandelt, der als Punkte die F’* eines $, hat; und insbesondere der S$, 
der F’® eines 8,; und in diesem S$, sind einige neue Bemerkungen, z. B. über 
Polarsysteme und Nullsysteme, gemacht worden. 

31) Bull. Soc. Math. de F. 2 (1873), p. 34. 


780 IIC?. O. Segre. Mehrdimensionale Räume. 


ebenen Kurven Halphen auf diese Untersuchungen geführt haben.??) 
C. Jordan”) behandelt die Prinzipien der n-dimensionalen Geometrie, 
insbesondere der metrischen Geometrie, systematisch: Unterräume, Ent- 
fernungen, Winkel, Bewegungen usw.; und dann auch) Schmiegungs- 
räume und die verschiedenen Krümmungen einer Kurve usw. 

Das Studium der Linearsysteme linearer Linienkomplexe, sowie 
der nicht-euklidischen Geometrie, führt ein wenig später .E. D’Ovidio®) 
auf eine andere systematische Behandlung der Prinzipien der metri- 
schen Geometrie von n Dimensionen: aber im Gegensatz zu Jordan 
verwendet er die projektiv (mit Cayley und Klein) definierte allgemeine 
Maßbestimmung: demgemäß wird er dazu geführt, auch analytische 
Fragen über eine (absolute) V? zu lösen, und die Entfernungen von 
Räumen, die er definiert, haben größere Allgemeinheit. 

Im Jahre 1878 legt W. K. Clifford eine Abhandlung °®) vor, die 
einen wesentlich neuen Beitrag zur Klassifikation und Theorie der 
hyperräumlichen Mannigfaltigkeiten gibt. Die (irreduziblen) Kurven 
der Ordnung % beispielsweise werden nach dem Raum klassifiziert, 
dem sie angehören, der höchstens ein 8, ist. Und für die C” des S$, 
findet man die projektive Erzeugung, so wie das Polar- oder Nullsystem, 
zu dem sie Veranlassung geben. Man findet neue Eigenschaften 
anderer rationaler Kurven, der elliptischen Kurven und der Kurven 
von beliebigem Geschlechte. Alle diese Kurven werden durch Projek- 
tionen auf ebene Kurven von kleinerer Ordnung bezogen.?”) 38) 

In diesen Jahren, gegen Anfang der achtziger Jahre, beginnt man eine 
sehr lange Reihe von Arbeiten zu publizieren über reguläre Polytope 


32) Später bestimmte Halphen die Punkte einer gegebenen Hyperfläche 
von S,, die gewissen algebraischen Bedingungen genügen: Journ. de math. (3) 
2 (1876), p. 871 (vgl. p. 404, 405). 

33) Paris. C. R. 756 (1872),, p. 1614, und ausführlicher in Bull. Soc. Math. 
de F. 8 (1875), p. 103. 

34) Paris. ©. R. 79 (1874),, p. 79. ’ 

35) Ann. di mat. (2) 6 (1873), p. 72; (2) 7 (1875), p. 25; und speziell, Funz. 
metr.“. 

36) „Loci“ (vgl. Literatur). 

87) Clifford bemerkt, daß seine Art, die Hyperräume zu betrachten, 
dieselbe ist wie diejenige von Cayley, erste in 1°) zitierte Abhandlung. Für 
Clifford ist z. B. die Kurve eine oo!-Schar beliebiger geometrischer Elemente. 
So wendet er seine Theoreme über die Kurven auf die Regelflächen als oo!- 
Scharen von Geraden an. 

38) Ein wenig später hat F. Klein mittels der elliptischen Normalkurven 
Cr des $,_, eine Reihe von Normalformen des elliptischen Integrals erster 
Gattung gegeben: Sitzungsberichte der Münch. Akad. 1880, p. 533 — Math. 
Ann. 17, p. 133. Vgl. für n=4 L. Bianchi, Math. Ann. 17, p. 234. 
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und über verschiedene andere metrische Spezialfragen, welche die Ele- 
mentargeometrie des $, bilden; vgl. Nr.2 bis 5. Über .diese brau- 
chen wir nicht hier zu sprechen, und wir übergehen auch einige andere 
Spezialfragen.®”) Wir kommen zu der Abhandlung von @. Veronese*) 
aus dem Jahre 1881. In dieser wird zum ersten Male die Geometrie 
des S, als geometrische Wissenschaft systematisch organisiert; und 
speziell die projektive Geometrie, die analog der im S, üblichen Art 
behandelt wird. Es werden die Projektivitäten studiert, die dann 
zur Erzeugung verschiedener Kurven und Mannigfaltigkeiten verwandt 
werden; und diese werden nicht nur an und für sich untersucht, son- 
dern sie werden auch angewandt, um mit Hilfe von Projektionen 
neue Kurven und Flächen des $, hervorzubringen. Von den algebra- 
ischen Kurven des S, werden die Charaktere angegeben und die Re- 
lationen zwischen ihnen gefunden.*') Endlich können wir, während 
wir eine eingehendere Angabe des Inhalts der Abhandlung Veroneses 
für das Folgende dieses Artikels zurückstellen, um den Einfluß zu 
charakterisieren, den diese auf die weitere Entwicklung der n-dimen- 
sionalen algebraischen Geometrie gehabt hat, hinzufügen, daß gerade 
durch diese Schrift jene Geometrie ein Organismus zu werden be- 
' gonnen hat, dessen einzelne Glieder sich dann weiter entwickeln; mit 
dieser sind oder können die Aufgaben gegeben werden, die dann später 
gelöst werden (während man zuvor lieber Einzelaufgaben behandelte, 
ohne Zusammenhang und ohne sich aufeinander zu stützen). Ander- 
seits fangen mit dieser die geometrischen, synthetischen Methoden an, 
in der projektiven Geometrie des S, vorzuherrschen, wie schon in der- 
jenigen des S,; man hört auf, von den Hyperräumen nur verstohlen und 
gleichsam furchtsam, aus Anlaß von algebraischen Fragen, zu sprechen. 
Man kommt in echte Geometrie: man bedient sich der Projektionen, 
der Schnitte, der gleichen Hilfsmittel und der gleichen Weisen zu 
denken und zu verfahren wie in der gewöhnlichen Geometrie, mit 
ihren Vorteilen für die Anschauung usw. 

Nach dieser Arbeit wurden, besonders in Italien, zahlreiche Ar 
beiten über die n-dimensionale algebraische Geometrie publiziert. Wir 
wollen hier keinen Überblick davon geben, der indessen aus dem Folgen- 
den hervorgehen wird. Wir unterbrechen an diesem Punkte den histori- 


89) So hat 9. Kantor, Paris. C. R. 90 (1880),, p. 1156 die Anzahl der zykli- 
. schen Gruppen einer besonderen Transformation von 8, angegeben usw. 

40) „Behandlung ...“* (vgl. Literatur). Vgl. eine vorläufige Notiz in Trans. 
R. Accad. Lincei (8) 5 (1880—81), p. 303 u.333; wie auch in Math. Ann. 18 (1881), 
p. 448. 

41) Vgl. auch die ebengen. vorläufigen Notizen. 
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schen Bericht; wir wollen nur noch ein Wort über die Wichtigkeit und 
über die Anwendungen dieses Zweiges der Geometrie sagen.“?) 


Die selbständige Wichtigkeit ist klar: es handelt sich in der Tat 
um eine Geometrie, eine Ausdehnungslehre, in voller Allgemeinheit: 
wie das Feld von n Variablen demjenigen von 3 entspricht. Was wei- 
ter die Bedeutung aus dem Gesichtspunkt der Anwendungen be- 
trifft, so haben wir schon darauf hingewiesen, daß für die Funk- 
tionentheorie und speziell für die Theorie der algebraischen Formen 
notwendigerweise die n-dimensionale Geometrie gebildet werden 
mußte.*) Und neue Dienste hat sie geleistet sowohl in der ersten“) 
als auch in der zweiten*) dieser Theorien.‘%) So nimmt z.B. die 
Theorie der Transformationsgruppen von $. Lie mit Vorteil die Dar- 
stellung im S, in Anspruch”) Zu der Hilfe, die, wie gesagt, jene 
Darstellung bei der Auffassung der Differentialgleichungen und ihrer 
Integration liefert, gesellen sich spezielle Anwendungen, z. B. die An- 
wendung auf die linearen, homogenen Differentialgleichungen, zwischen 


42) Vgl. auch O. Segre, Rivista di mat. 1 (1891), p. 42 = Bull. Amer. Math. 
Soc. (2) 10 (1904), p. 442. 

43) Ja, für Zwecke der Funktionentheorie hat man sogar Räume von unend- 
lich vielen Dimensionen eingeführt. Vgl. ITA 11 (Pincherle) Nr. 13. M. Frechet, 
Nouv. Ann. (4) 8 (1908), p. 97 u. 289. G@. Kowalewski, Sitzungsber. der Acad. der 
Wiss. Wien 120 (1911), Abt. IIa, p. 77. L. Ingold, Trans. Amer. Math. Soc. 13 
(1912), p- 319. 

44) Vgl. z.B. F. Klein, Vorl. über die Theorie der elliptischen Modul- 
funktionen Bd. 1, Leipzig 1890, p. 556 ff. E. Picard u. @. Simart, Theorie des 
fonct. alg&br. de deux variables indep., Paris 1897 und 1906. 

45) Vgl. z. B. W. Fr. Meyer, „Apolarität“, mit Anwendung der 0” 
des S, auf binäre Formen und ihre Linearsysteme, Reduktion auf Potenz- 
summen usw.; E. Study, Methoden zur Theorie der ternären Formen, p. 110f., 
Leipzig 1889, wo die Darstellung der ternären Formen von den Ord- 
nungen m, n in zwei Reihen von Variablen mittels der Punkte eines Raumes 
von der Dimension (m +1)n +1) m +n +29 —1 für das Studium jener 
Formen, ihrer Invarianten usw. benutzt wird. Vgl. auch die Zitate in Nr. 44 
über die Behandlung des Problems der Reduktion einer Form n. Ordnung auf 
eine Summe von n Potenzen, von Palatini (1902). 

46) Mit der Darstellung mehrerer Variablen mittels der Punkte eines Hy- 
perraums ist auch die Anwendung der n-dimensionalen Geometrie auf die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung verknüpft. Vgl. z. B., außer der in '®) zitierten 
Arbeit von Clifford, E. Cesäro, Giorn. di mat. 24 (1886), p. 124 und Rend. Circ. 
mat. Palermo 1 (1887), p. 299; sowie die neueren Handbücher über die Wahr- 
scheinlichkeiten. 

47) Vgl. IIA 6. Hier sei noch bemerkt, daß die Probleme über die Zu- 
sammensetzung der Gruppen notwendig auf algebraische Mannigfaltigkeiten 
führen. 
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deren Integralen algebraische Relationen bestehen.) Für die Theorie 
der algebraischen Gleichungen hat man, wenn man zu dem $, seine 
Zuflucht nimmt, Abbildungen, die geometrische Mannigfaltigkeiten 
und Kollineationsgruppen zu benutzen erlauben.‘?) Auch der Zahlen- 
theorie®) und der Trigonometrie°!) hat die Darstellung im S, ge- 
holfen. Ja sogar die Mechanik und die Physik haben neuerdings aus 
dem Begriff des Hyperraumes Nutzen gezogen.’?) 

Blicken wir ferner auf die Geometrie des 8, zurück, so können 
wir, da wir in diesem (nach Plücker usw.) unbegrenzt viele Arten von 
n-dimensionalen Räumen finden, im 8, unbegrenzt viele Anwendungen 
der Geometrie des S, machen. So kann man die Gesamtheit der 


: 48) Vgl. verschiedene Noten von G@. Fano (1895 u.f.) und die zusam- 
menfassende Darstellung (in der sie zitiert sind) in Math. Ann. 53 (1900), 
p. 493. 

49) Vgl. ?”) und auch F. Klein, Math. Ann. 28 (1887), p. 499. Über die 
Anwendung der (” des $, vgl. außer W. Fr. Meyer *°): F. Klein im Katalog 
der Math. Ausstellung München 1892, p. 3. 

50) H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, Leipzig 1896. 

51) E. Study, Abh. d. sächs. Ges. der Wiss. 20 (1898), p. 83. @. Chis- 
holm Young, Inauguraldissertation Göttingen 1895 und Atti Acc. Torino 34 
(1899), p. 587. ! 

52) Schon in Lagranges Me&canique analytique, sowie ferner in verschiedenen Ar- 
beiten von neueren Mechanikern, und nachdrücklicher und ausführlicher in HZ. Hertz’ 
„Die Prinzipien der Mechanik“, Leipzig 1894, ist ein bewegliches System mit n 
Freiheitsgraden als ein Punkt des Raumes von n oder 2» Dimensionen behandelt 
worden (mit den Koordinaten g, ... Q,, oder 9 ... 424 +: 9). HI. A. Lorentz 
in Atti del IV Congresso Intern. dei matem., Roma 1908, Bd. 1, p. 148 hat her- 
vorgehoben, daß „... la g6ometrie polydimensionelle ... dans les dernidres an- 
ndes, a pris une grande importance pour plusieurs parties de la physique. De6jä 
les physico-chimistes commencent ä s’en servir pour coordonner les pheno- 
mönes compliques, qui se presentent dans leur recherches ...“. Vgl. auch 
E. Borel, Ann. Ec. Norm. S. (3) 23 (1906), p. 9; und Paris. C. R. 154 (1912), 
p. 970. 

Schon im Jahre 1754 hat D’Alembert in der „Encyclopedie“* 4, p. 1010 
gesagt, daß „un homme d’esprit‘‘ ihm gesagt habe, daß man die Zeit als eine 
vierte Dimension betrachten könne, die zu den drei Dimensionen des Raumes 
hinzuzufügen sei; und dasselbe sagte Lagrange im Jahre 1797, „Th. des fonc- 
tions anal.“, Oeuvres 9, p. 337. Aber in den letzten Jahren ist an Stelle dieser 
rein formalen oder analytischen Idee ein viel tieferer Begriff getreten. Die 
Theorie der Relativität von A. Einstein (1905) hat nämlich H. Minkowski zu 
einer Betrachtung der Welt geführt, bei der nicht mehr der Raum für sich und 
die Zeit für sich betrachtet werden, sondern nur noch eine Art Union der bei- 
den; Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 18 (1909), p. 75. Diese Weltpunkte (Raum- 
Zeitpunkte) haben vier Koordinaten, die unter sich gleichwertig sind (es gibt 
nicht eine Koordinate £ der Zeit und drei Raumkoordinaten x, y, 2). So kommt 
man auf die Notwendigkeit der Betrachtung des S, für unsere Welt. 
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Gruppen von n Punkten einer festen Geraden und demgemäß die In- 
volutionen n. Grades der verschiedenen Stufen als eine Geometrie des 
S, und seiner Unterräume studieren.) Die Geometrie des 8, und 
seiner geraden Linien hat wichtige Theoreme über die Kugeln und 
Kreise des S, geliefert.’%) Diejenige des 8, mit einer V,? hat immer 
neue Sätze für die gewöhnliche Liniengeometrie gegeben’) [die 
auch aus der Abbildung der Geraden auf die Punkte des $, Nutzen 
gezogen hat°®)].’”) Die Geometrie der Kegelschnitte einer Ebene be- 


58) Das gibt für n = 2 ein Übertragungsprinzip von O. Hesse, Journ. f. Math. 
66 (1866), p. 15 = Werke, p. 531, wo man die Bemerkung findet, daß man die 
Sache auf jedes n ausdehnen kann. — Vgl. E. Kötter, Gekrönte Preisschr., Abh. der 
Akad. Berlin 1887; R. De Paolis, Mem. Acc. Torino (2) 42 (1892), p. 495; 
R. Schumacher, Journ. f. Math. 110 (1892), p. 230 und Bd. 111 (1893), p. 254. 
Alle drei Verfasser müssen, um eine rein geometrische Theorie der alge- 
braischen ebenen Kurven zu begründen, n-dimensionale Untersuchungen ent- 
wickeln. 

54) Zuerst bei C. Stephanos, Paris. C. R. 93 (1881),, p. 578 u. 633. Das 
kann man z. B. auch für die folgenden Arbeiten sagen, obwohl die Nomen- 
klatur nicht hyperräumlich ist: T’h. Reye, Synthetische Geometrie der Kugeln 
usw., Leipzig 1879; Collectanea math. in mem. Chelini, p. 241, Mediolani 1881; 
Journ. f. Math. 99 (1885), p. 2056. @. Loria, Mem. Acc. Torino (2) 36 (1884), 
p. 199. 

55) O. Segre hat in seiner Dissertation vom Jahre 1883, Mem. Acc. Torino 
(2) 36 (1884), p. 3 und 87 in ihren letzten Konsequenzen die Idee von Plücker 
und Klein ausgenutzt, indem er die quadratischen Komplexe von geraden Linien 
und andere Liniengebilde als in der V,? liegende Mannigfaltigkeiten studiert, 
Yon den weiteren Arbeiten in dieser Richtung zitieren wir nur die von @. Fano, 
Mem. Acc. Torino (2) 44 (1898), p. 335; Ann. di mat. (2) 21 (1893), p. 141; Atti 
Acc. Torino 31 (1896), p. 708; Mem. Acc. Torino (2) 51 (1902), p. 1; in ihnen 
ergeben einige Kurven und Flächen, welche in der V,* liegen: die Linien- 
flichen gegebener Ordnung und größten Geschlechter; die Strahlensysteme 
3. Ordnung; und andere spezielle Kongruenzen (m, n), z. B. sämtliche, für die 
m-+-n<8 ist, usw. — Wir fügen hier noch hinzu, daß man auch ohne die hyper- 
räumliche Nomenklatur in der stillschweigenden Betrachtung von 8, und der 
V,®, z. B. für Th. Reye, Journ. f. Math. 95 (1883), p. 330 und für verschiedene 
Betrachtungen von R. Sturm, Die Gebilde 1. und 2. Grades der Liniengeometrie, 
Leipzig 1892—96, einen Führer findet. 

56) Z.B. für die Klassifikation der algebraischen Strahlensysteme: R. Schu- 
macher, Math. Ann. 37 (1890), p. 100. Die Darstellung bezieht zwei feste 
Ebenen «, ß im $, auf zwei Ebenenbündel des $, kollinear derart, daß 
dem $,, der diesen Bündeln gemeinsam ist, die «, ß gemeinsame gerade 
Linie entspricht: alsdann läßt man jeder Geraden r von $, den Punkt ent- 
sprechen, der den Ebenen gemeinsam angehört, die den Spuren von r in 
&, ß entsprechen. — Diese Abbildung war schon von F'. Ohizzoni studiert worden, 
Atti Acc. Gioenia di Catania (8) 20 (1888). Vgl. auch G. Loria, Giorn, di mat. 
27 (1889), p. 224. 
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dient sich ferner der Abbildung dieser Kegelschnitte auf die Punkte 
des 8,5%), oder auch auf die Punkte einer höheren V,°®). Im allge- 
meinen verknüpft die Abbildung eines linearen Systems ebener Kur- 
ven oder Flächen (des S,), mittels Punkten (oder Hyperebenen) eines 
höheren R, dieses Linearsystem mit einer Fläche oder V,, die ratio- 
nal auf die Ebene oder den $, abgebildet wird: und hieraus er- 
wächst ein nützliches Hilfsmittel zur Bestimmung und zum Studium 
solcher Linearsysteme.®®) Dieselbe Abbildung hat den periodischen ÜOre- 
monaschen Transformationen des $,, $,, sowie dem Studium und der Be- 
stimmung der (kontinuierlichen oder nicht-kontinuierlichen) Gruppen _ 
Cremonascher Transformationen gedient, insofern, als ein lineares 
System, das für diese Transformationen invariant ist, zur Darstellung 
derselben mittels Kollineationen im Hyperraum führt.®") Auch die Punkte- 
paare und allgemeiner die Gruppen von mehreren Punkten auf ge- 
gebenen Geraden, oder in gegebenen Ebenen, oder im gewöhnlichen 
Raum, werden zweckmäßig als einzelne Punkte einer höheren Y dar- 
gestellt.) Endlich gibt es außer diesen geometrischen Anwendungen, 


57) Vgl. auch die Parallelisierung von Kugelgeometrie und metrischer 
Geometrie der linearen Linienkomplexe in C. Segre, Atti Acc. Torino 19 (1883), 
p. 159. 

58) Vgl. z.B. E. Study, Math. Ann. 27 (1886), p. 58. S. auch O. Lands- 
berg, Inauguraldissertation, Breslau 1889, in welcher abzählende Fragen über die 
geraden Linien und die Ebenen von $, gelöst sind (Nr. 7) und dann die Re- 
sultate übertragen werden, dadurch, daß als Punkte von S, sowohl die Kegel- 
schnitte einer Ebene, als auch die linearen Komplexe von geraden Linien des 
S, genommen werden. 

59) E. Study, Math. Ann. 40 (1892), p. 551 hat für die Charakteristiken- 
theorie der Kegelschnittsysteme die Abbildung auf eine Y, von der Ordnung 
102, die einem $,, angehört, vorteilhafter gefunden als die Abbildung auf $,. 

60) Vgl. z.B. C. Segre, Rend. Circ. mat. Palermo 1 (1887), p. 217; 4 (1890), 
p. 86 (Fußnote zu einer Arbeit von @. Castelnuovo, die ebenfalls zu zitieren ist). 
F. Enriques, Math. Ann. 46 (1895), p. 179. 

Durch die Darstellung eines Bündels quadratischer Mannigfaltigkeiten im 
S,„ mittels der Punkte einer Ebene (analog dem, was O. Hesse für n—=3 getan 
hat) weist H. E. Timerding, Math. Ann. 55 (1901), p. 149 einen Weg, die ebene 
C,+ı und ihre Berührungskurven zu studieren. 

61) Vgl. eine Bemerkung von $. Kantor in den Pariser ©. R. 100 (1885),, 
p. 42; die in Nr. 44 zitierten Arbeiten von G. Fano und F. Enriques; und eine 
andere Bemerkung von S. Kantor in Acta math. 19 (1895), p. 171. 


62) CO. Segre, Rend. Circ. mat. Palermo 5 (1891), p. 192, und Math. Ann. 

40 (1892), p. 413, wo eine solche Mannigfaltigkeit für eine reelle Darstellung der 

komplexen Punkte der Ebene und des Raumes benutzt wird. F. Chizzoni, Mem. 

Acc. Scienze Napoli (2) 5 (1893), wo die Gruppen von » Punkten des $,, mittels 

der Punkte von S,, dargestellt werden, was auf die Involutionen angewandt 
Encyklop. d. math. Wissensch. III 2. 52 
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die aus verschiedenen Deutungen des Punktes eines Hyperraumes 
oder, was dasselbe besagt, aus den verschiedenen Abbildungen dieses 
auf eine M des $, herrühren‘®), solche, die- aus den Konstruk- 
tionen hervorgehen, mit denen man vom S, zum S, übergeht. Grund- 
legend ist diejenige, welche darin besteht, die Figuren des S, auf 8, 
zu projizieren; die Wichtigkeit dieser hat, wie gesagt, Veronese her- 
vorgehoben. Wir werden Gelegenheit haben, verschiedene Kurven, 
Flächen, Linienkongruenzen des S, anzugeben, die auf diese Weise 
studiert worden sind. Wir fügen noch hinzu, daß auch gewisse Flächen 
als scheinbare _Umrisse von V® des $, behandelt worden sind); ge- 
wisse Kongruenzen von Kegelschnitten als Projektionen von ebensolchen 
Kongruenzen des 8,.®) Vermittels zweier verschiedener Projektionen 
einer und derselben Fläche oder Y, auf eine Ebene oder einen &, 
ergibt sich eine Korrespondenz zwischen den Punkten dieser; wir 
werden später Anwendungen davon erwähnen.) 





wird. Mit der Darstellung der komplexen Ebene auf einen reellen $, ist eine 
Note von F. Palatini, Palmi (1891) verknüpft. Zwei andere Schriften desselben 
(Palermo 1892, Avellino 1898), die auch Abbildungen der Gruppen von » Punk- 
ten der Ebene auf S,, (die erste für »—2) enthalten, können für die ebenen 
Involutionen dienen. 

63) Diese Abbildungen können auch für das inverse Ziel verwandt werden, 
d.h. aus $, Nutzen ziehen, um Eigenschaften von 8, zu erhalten und z.B. in 
8, ein Bild von $,, zu erhalten. So hat W. Spottiswoode, Paris. 0. R. 81 (1875),, 
p. 875 und 961, unter der Voraussetzung n=3m-+k, wok=1,2, 3 ist, die 
Punkte von $, mittels der Gruppen von m-+1 gewöhnlichen Punkten dar- 
gestellt (einer derselben liegt auf einer festen Geraden oder Ebene, wenn bez. 
k=1, 2 ist). Die Mannigfaltigkeiten dieser Punktgruppen (Korrespondenzen) stel- 
gen die V von S$, dar, usw. So bedient sich noch F. Aschieri in zwei Noten, 
- Rend. Ist. Lomb. (2) 19 (1886), p. 855 und 416, der gewöhnlichen Kugeln, um 
den $, abzubilden. Vgl. auch die vorhergehenden Zitate von Reye usw., die 
Anm. °°) und die Arbeiten über darstellende Geometrie im S,, die in Nr. 4 
zitiert sind. 

64) Vgl. die Arbeiten von CO. Segre und @. Castelmuovo, die in Nr. 42 
zitiert sind. 

65) M. Pieri, Atti Acc. Torino 28 (1893), p. 289. Er bestimmt auf diese 
Weise sämtliche Kongruenzen von Kreisen der 1. Ordnung (indem er die Kreise 
als Projektionen der ebenen Schnitte einer V,? betrachtet); und die Kongruenzen 
von Kegelschnitten der 1. Ordnung, deren 00? Ebenen eine F'? umhüllen. 

66) Wir erwähnen jedoch hierbei einen anderen Begriff, der von M. Pieri ver- 
wandt ist, Rend. Ist. Lomb. (2) 25 (1892), p. 1037, um die Transformationen von 
S, zu erhalten, bei denen die Paare homologer Punkte auf den Geraden eines 
gegebenen Komplexes liegen (der quadratische Komplex von Hirst,. Man be- 
_ trachtet diesen Komplex als Projektion einer pasgenden oo? von Geraden des $;: 
Die Paare homologer Punkte werden Projektionen von Paaren von Punkten dieser 
Geraden, die zwei oder eine V, bilden, um deren Untersuchung es sich handelt, 
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Übrigens — es ist gut, das zu wiederholen — verdient die mehr- 
dimensionale Geometrie, trotz der Wichtigkeit ihrer Anwendungen im 
gewöhnlichen Raum, für sich studiert zu werden; im Raume von beliebig 
vielen Dimensionen sollen jetzt — wie schon Graßmann!) und Sylvester ®) 
gesagt haben — die geometrischen Gebilde betrachtet werden.®”) 


— $. Kantor, Preisschrift, Mem. Acc. Napoli (2) 4 (1891) hat im $ 4 des 4. Tei- 
les (vgl. auch die in °') zitierte Arbeit sowie andere von S. Kantor) eine an- 
dere Anwendung der Hyperräume auf die ebenen Oremonaschen Transforma- 
tionen gemacht. Eine solche Transformation mit « Hauptpunkten führt die 
Kurven einer beliebigen Ordnung x,, die in diesen Punkten die Multiplizitäten 
% ... 2, haben, in Kurven der Ordnung x,’ mit den Multiplizitäten &,’... x, 
über. Alsdann gibt es lineare homogene Substitutionen, um die x, als Funk- 
tionen der x, auszudrücken: d.h. eine Kollineation eines Raumes S,,,, welche 
die Hyperebenen 32, — &, — --- — x, = const. und die Mannigfaltigkeiten 2. Gra- 
des ©, — ?— --- — x,” = const. in sich überführt. 

67) Vgl. ©. Segre *%. Daß man die Eigenschaften, die man aus der 
Betrachtung eines $,, der den gewöhnlichen Raum enthält, auf diesen an- 
wenden kann, z. B. die Eigenschaften, die man mittels Projektionen erhält, 
die innerhalb von S, auf einen S, ausgeführt werden, ohne daß man deshalb 
irgendein neues Postulat einzuführen braucht, ist dort bewiesen. Die Postulate 
von $, genügen, um die Existenz von Linearsystemen oo” in diesem nachzu- 
weisen (z. B. die Involutionen vom Grade n auf einer Geraden, oder die Li- 
nearsysteme von Ü des S,, oder von F’ des $,); eine Projektion (passend ver- 
standen) innerhalb eines dieser Systeme auf ein lineares oo°-System, das in 
diesem enthalten ist, führt auf gewisse Eigenschaften dieses letzten: die lineare 
Korrespondenz, die man zwischen diesem und dem gewöhnlichen Punktraum 
herstellen kann, verwandelt jene Eigenschaften in die gewünschten Eigenschaf- 
ten von &,. 

Die Existenz von linearen o0“-Mannigfaltigkeiten (Linearsystemen) im $,, 
die evident ist, wenn man auf Gleichungen zurückgreift, ist auch geometrisch 
(synthetisch) begründet worden. Vgl. die in °°) zitierten Arbeiten von Kiöiter, 
De Paolis und Schumacher für die Involutionen auf der Geraden usw. Andere 
lineare Mannigfaltigkeiten, die ein Bild des $, im gewöhnlichen Raume geben, 
sind die linearen Mannigfaltigkeiten projektiver Ebenenbüschel usw. von Th. 
Reye, Journ. f. Math. 104 (1889), p. 211; 106, p. 30, 315; 107, p. 162; 108, 
p. 89 (1891); wie auch die linearen Mannigfaltigkeiten projektiver Kugelbüschel 
usw. von Th. Reye, Ann. di mat. (3) 5 (1900), p. 1. K. Zindler hat für denselben 
Zweck, um rein synthetisch den Beweis zu geben, daß man für den gewöhnlichen 
Raum die höheren Räume verwenden kann, auch andere lineare Mannigfaltig- 
keiten des S, eingeführt: Sitzungsber. der Wiener Akad. 101, (1892), p. 159 
Journ, f. Math. 111 (1893), p. 303. Vgl. auch K. Zindler, „Liniengeometrie“ 1, 
p. 313 (Leipzig 1902). 

Über die Existenz des Raumes von vier oder mehr Dimensionen im (phy- 
sischen ...) Sinne der Existenz des gewöhnlichen Raumes braucht hier nichts 
gesagt zu werden. Man findet einen Bericht über die philosophischen, geome- 
trischen, stereochemischen usw. Betrachtungen über solche Existenz im 8. Kapitel 
des Buches von E. Jouffret, Melanges de gdom. & 4 dimensions, Paris 1906. 

52” 
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Die Methoden, mit denen bis jetzt die Geometrie von » Dimen- 
sionen behandelt worden ist, sind dieselben wie die für die analogen 
Gegenstände im S, gebräuchlichen: analytische und synthetische. Wir 
werden uns nicht damit aufhalten, sie jedesmal anzugeben. So wer- 
den wir stets, wenn eine auf den S, bezügliche Eigenschaft mit den- 
selben oder ein wenig veränderten Worten ausgedrückt, wahr bleibt, 
wenn man zum $, übergeht, es unterlassen, sie auszusprechen, und 
nur auf die Analogie mit dem $, verweisen. 


I. Allgemeines. 


2. Unterräume eines Raumes. Bedienen wir uns der analyti- 
schen Definition oder auch der analytischen Darstellung der Punkte 
(in einem Raum $,): ein Punkt x (bedeutet oder) ist bestimmt durch 
die Werte von n + 1 Zahlen, x, &, - - -, &, (homogene Koordinaten), 
die alle endlichen Werte annehmen können, reelle und imaginäre, 
mit alleiniger Ausnahme der Gruppe lauter Nullen; zwei Wertegrup- 
pen der x werden nicht als verschieden betrachtet, wenn sie unter- 
einander proportional sind.) Die Gesamtheit aller Punkte heißt B. 
Wenn nichts anderes gesagt wird, ist von jeist am, bis einschl. Nr. 23, 
diese Bedeutung für n zu verstehen, d. h. es ist vorausgesetzt, daß S, 
der umgebende Raum, der Operationsraum, ist. Und unter Koordinaten _ 


68) Dieser analytische Ausgangspunkt ist gewählt, weil er am schnellsten 
zum Ziele führt. Es ist auch im wesentlichen derjenige von Graßmann in A, 
(vgl. Anm.!)) und des größten Teiles der in Nr.1 zitierten Arbeiten. Man kann 
jedoch von einem passend gewählten System von Postulaten über die „Punkte“, 
(von 8.) ausgehen und daraus die Darstellung dieser mittels homogener Koordi- 
naten ableiten. Das ist auf Anregung von C. Segre*”) durch F. Amodeo, Atti 
Acc. Torino 26 (1891), p. 741 und @. Fano, Giorn. di mat. 30 (1892), p. 106 
ausgeführt worden. Läßt man als Grundbegriffe diejenigen des Punktes und der 
Geraden zu, und weiter eine Reihe von Postulaten über diese, unter ihnen 
die Existenz von Punkten außerhalb einer gegebenen Geraden, Ebene, 8,,..., 
eo kann man mittels sukzessiver Projektionen aus solchen äußeren Punkten zu- 
nächst die Ebenen, dann den 8,, $,,.... erzeugen. Auf diese Weise hatte @. Ve- 
ronese in „Behandl.“ den Raum von vier oder mehr Dimensionen definiert. Die- 
selbe Erzeugung hat Veronese in „Fondamenti“ (p. 457) systematisch behandelt 
(auch P. H. Schoute, „Buch“, Bd. 1, geht so vor). M. Pieri hat in verschiedenen 
Arbeiten aus den Jahren 1896 bis 1898 die logische Behandlung der Grundlagen 
der projektiven Geometrie des $, vervollkommnet: vgl. insbesondere Mem. Acc. 
Torino (2) 48 (1899), p. 1. 

Wird der Begriff der Ein- und Zweiseitigkeit von Flächen (Möbius) für V,„ 
verallgemeinert (IT AB 8 (Dehm und Heegard) p. 162—163), so hat man den 
Satz: der projektive $, (wie wir ihn definiert haben) ist einseitig oder zwei- 
seitig, je nachdem n gerade oder ungerade ist: D. König, Arch. Math. Phys. (3) 
19 (1912), p. 214. | 
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sind diese homogenen zu verstehen. Diejenigen Punkte, für die 
alle Koordinaten bis auf eine gleich Null sind, heißen Grundpunkte 
(z.B. wird A, einen solchen bedeuten, für den alle Koordinaten Null 
sind, ausgenommen %,). 

Zwei Punkte koinzidieren nur dann, wenn ihre Koordinaten pro- 


portional sind. — Die Verhältnisse von » Koordinaten zu der übrig- 
bleibenden heißen nicht-homogene Koordinaten des Punktes und sind 
durch diesen wohl bestimmt. — Usw. 


Man nennt Raum (in S, enthalten, Unterraum von $,) die Ge- 
samtheit der Punkte, deren Koordinaten x, gegebene lineare For- 
men sind: 

sah +but: +av G=0,1,..,n) 

von einer beliebigen Anzahl von Parametern A, u, ...,v.°°) Dieser ent- 
hält die Punkte « (mit den Koordinaten a,), b,.. ‚ec: er ist der durch 
diese bestimmte Raum. Ist die Anzahl dieser Punkte, d.h. der varia- 
blen Parameter, k+-1<»-+1 und sind nicht sämtliche Determi- 
-minanten von der Ordnung k + 1 der Matrix der a,b,,...,c, gleich 
Null (in welchem Falle die Punkte a,b,...,c linear unabhängig hei- 
Ben), so entsprechen die einzelnen Punkte dieses Raumes wohlbe- 
stimmten Verhältnissen der Parameter; der Raum hat oo* Punkte 
(ist eine F,, vgl. Nr. 6): wir nennen ihn Raum von der Dimen- 
sion k (oder der Stufe”®) k + 1), einen R,, einen $,, einen [k]. Für 
k=1,2,3,..,n—1 sagt man bez. Gerade (oder Strahl), Ebene, 
gewöhnlicher Raum, . .. ., Hyperebene.”) Für k=0 hat man einen 
Punkt. | 


69) Bei vielen Autoren war das Wort Raum synonym mit Mannigfaltig- 
keit gebraucht; daher hießen diese, die wir jetzt definieren, lineare Räume. 
Veronese („Behandlung“) begann damit, das Wort Raum in dem jetzt ge’ 
brauchten Sinne zu verwenden. — Die „einfachen Größen (k-+1). Stufe eines 
Hauptgebietes (n+ 1). Stufe“ sind bei Graßmann (A,, Nr. 77) äquivalent un- 
seren S, von S, (denen eine Zahl beigefügt ist). 

70) Manchmal ist die Betrachtung dieser Anzahl (Stufe) für die Räume 
vorteilbafter als diejenige der Dimension; aber diese ist gebräuchlicher. Wir 
bemerken, daß das Wort Stufe auch für Dimension verwandt wird. Statt Stufe 
sagt P. H. Schoute Punktwert. Er schreibt R,, für R vom Punktwert w; also 
R,, gleichbedeutend mit Rz, wenn w=d--1 ist. Die Bezeichnung von D’Ovidio ®): 
bipunto, tripunto, ... für $,,S,,.... entspricht dem ebenfalls. Einige Mathe- 

matiker schreiben Sp, statt $,. 
: 71) Die Bezeichnung [%] rührt von H. Schubert her (vgl. ?%). Häufig findet 
man den [»— 1] als Ebene bezeichnet; aber die meisten ziehen jetzt die oben 
angegebene Bezeichnung vor. Hyperebene ist von C. Segre in seinen Vorlesungen 
und in den Rend. Circ. mat. Palermo 5 (1891), 8. 194 eingeführt worden. Jordan °®) 
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Für k=n gestatten die Formeln ,=aA-----+46v, wenn 
die Determinante der Koeffizienten + (0 ist, die » + 1 Parameter 
A,...v als neue Koordinaten des Punktes & zu nehmen: sie geben 
die Transformation der Koordinaten, Wechsel der Grundpunkte. 

Ein S, ist durch %k +1 beliebige seiner Punkte gegeben, vor- 
ausgesetzt, daß sie linear unabhängig sind. Der durch zwei oder 
mehr Punkte eines $, bestimmte Raum liegt ganz in diesem; dem- 
zufolge bilden die eventuellen gemeinsamen Punkte von zwei Räumen 
einen Raum. 

Eine Hyperebene kann man als den Ort der Punkte betrachten, 
deren Koordinaten einer linearen Gleichung IE,x; = 0 genügen; die 
Koeffizienten &, = 0,1,...,n) heißen (homogene) Koordinaten der 
Hyperebene. Die Bedingung dafür, daß n + 1 Punkte in einer Hyper- 
ebene liegen, besteht darin, daß die Determinante ihrer Koordinaten 
verschwindet. 

Ein $, liegt in oo” Hyperebenen, wwh+-k=n—-1 ist. Man 
kann nämlich einen $, durch »n — % lineare Gleichungen in den x; 
geben.”?) | 

Die Geraden, Ebenen, ..., welche die Grundpunkte zu je 2,5,.. 
verbinden, heißen Grundräume. Diese bilden das Grundsimplex (vgl. 
(Nr. 3). Die Grundhyperebene z,—0 enthält alle Grundpunkte außer A, 

Es besteht (im $,) ein Gesetse der Dualität, durch das Punkte 
mit Hyperebenen untereinander vertauscht werden, und allgemein 
Räume [%] mit [n —1—k] (duale oder reziproke Räume); außer 
den weiteren Vertauschungen, welche aus diesen hervorgehen. Häufig 
werden wir von zwei einander dual gegenüberstehenden Sätzen nur den 
einen geben. 

Das System aller [%] ist von der Dimension (Konstantenzahl) 


k+1)(n — 3.®) 


sagt dagegen für Raum multiplan (Px der Durchschnitt von %k Hyperebenen). 
D’Ovidio sagt multipunto’%). G@. Fontene (L’hyperspace & n—1 dimensions, 
Paris 1892) sagt dagegen trope für Hyperebene. — In nicht-homogenen Koordinaten 
kann die Gerade mittels &,— a;t+ ec, (=1,...,n) dargestellt werden, oder auch 
% T% unabhängig von i. 

i 

72) Demgemäß fällt die Geometrie der Unterräume eines 8, mit der Alge- 
bra der linearen Gleichungen zusammen. 

73) Wie Staudt (Beiträge zur Geometrie der Lage, Nr. 133—141) die Ele- 
mente von 8, gezählt hat, so beweist P. H. Schoute (Mitteil. der Math. Ges. 
in Hamburg 4 (1901), S. 50 und „Buch“ I, S. 187) leicht, daß, wenn man die An- 
zahl der Punkte einer Geraden mit «+1 bezeichnet, die Anzahl der im $, 
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Verbindenden Raum S, von zwei Räumen $,, $, nennt man den 
Raum niedrigster Dimension, der sie beide enthält. Jeder andere 
Raum, der 8, und $, enthält, enthält auch $,. Wenn S, und $, 
keinen Punkt miteinander gemein haben, it =%k+1--1. Haben 
S, und 8, einen $, miteinander gemein (Durchschnitt), so wird 
I+t=k+K.%, — Als Korollar: ein [k] und ein [X] schneiden 
sich im allgemeinen nicht, wenn k + k’<n ist; wenn dagegen k+ K>n 
ist, so schneiden sie sich im allgemeinen in einem [k + k’— n], aus- 
nahmsweise in einem höheren Raume (Ein [k] und ein [%’] heißen 
unabhängig voneinander, wenn sie keine Ausnahme von dieser Regel 
machen.”)) 

Nennt man einen Punkt reell, wenn seine homogenen Koordi- 
naten reelle Verhältnisse haben, so ergibt sich, daß vom Gesichts- 
punkt der Realität aus die S, von k +2 Arten sein können. Ein $, 
kann nämlich vollständig imaginär sein, d.h. keinen reellen Punkt 
enthalten; oder er kann auch einen S, von reellen Punkten enthalten, 
wo 2=0,1,2,..,% ist. Dementsprechend kann man sagen, daß der 
S, den konjugiert-imaginären S, in keinem Punkte oder auch nach 
einem S, schneiden kann. Der extreme Fall = % entspricht einem 
reellen S,. 

Koordinaten der Unterräume. Als (homogene) Koordinaten eines 
[%], der durch % +1 Punkte a°,«',...,x® bestimmt ist, nimmt man 
die (rn + 1), „ı Determinanten der Ordnung k + 1 aus der Matrix 
der Koordinaten dieser Punkte, d.h. die 


EBEN RR k 
EREER er  A RER Al 


liegenden $, 
re 1) (ei 1) 2% 2 ee 1) 
(er! 1) (ut— 1) *-- (u— 1) 
wird, was gleich u#+DR-M_L... ist. 

Für n—=4 findet man jene Zahl schon vei K. Rudel, Bamberger Pro- 
gramm 1877. 

74) Diese Theoreme findet man schon bei Graßmann, der die Wichtigkeit 
derselben hervorgehoben hat: A,, $ 126; A,, Nr. 25. 

75) Das Theorem von Graßmann über den Durchschnitt und den verbin- 
denden Raum von zwei Räumen gestattet im allgemeinen die Dimension des 
Durchschnitts oder des verbindenden Raumes für eine beliebige Anzahl von Räu- 
men anzugeben. So ist der Durchschnitt von m Räumen von der Dimension 
kıy..., k,, wenn er existiert, von der Dimension > D)k— (m —1)n. Vgl. Vero- 
nese, „Behandlung“, Nr.1 und „Fondamenti“, Nr. 158. Vgl. P. Del Pe2zo, „Ap- 
punti“, wo in Nr. 12 u. 13 auch Fälle von unbegrenzt vielen Räumen betrachtet 
werden. Hinsichtlich der Dimension des verbindenden Raumes von mehreren ge- 
gebenen Räumen vgl. speziell Bertini, „Introduz.“ p. 14 ff. mit einem Zusatz in 
Rend. Lincei (5) 18 (1909),, p. 644. 
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wo ab..c eine einfache Kombination von % der Indizes 01. 
ist.’%) Für einen Grund-[k] sind sämtliche Koordinaten bis auf eine 
Null; so ist z.B. für den die Grundpunkte O1...% verbindenden [%] 
Mur Po1....t 0. 

Neben diesen Koordinaten (Ortskoordinaten) kann man dual an- 
dere (Schnittkoordinaten) betrachten: d.h. wenn der [k] der Schnitt 
der n — li; Hyperebenen &...8@-® ist, die Determinanten 


„ithr.. ien. 
Aber diese sind zu den 9,,...,. proportional, wenn man mit 
.e&...y eine gerade Permutation von O1...» bezeichnet.’?) 
Die Koordinaten der [k] (wenn O<k<n—.1 ist) sind mit- 
einander durch verschiedene Relationen verknüpft. Man erhält leicht 
die folgenden quadratischen Relationen: 


Pr...cdePb---cfyg HDi. 004 Pissiens + D...0ag Pr... r = 9, 


wo b...c eine Gruppe von k — 1 verschiedenen Indizes unter O1...» 
und defg eine Gruppe von vier unter den übrigen na — %k-- 2 Indizes 
ist. E. D’Ovidio hat außer diesen noch andere quadratische Relationen 
angegeben ’®), wobei er jedoch bemerkte, daß aus den eben wieder- 
gegebenen Relationen alle anderen möglichen Relationen zwischen 
den Koordinaten abgeleitet werden können.) — Im Falle der ge- 
raden Linien sind die Bedingungen dafür, daß die Zahlen 9,, (i, k 
—=0,1,...n) Koordinaten einer Geraden sind, 


P;:Pım + P:iPmk > Da 0. X 
Aber diese Bedingungen sind nicht unabhängig voneinander.®°) 


76) Diese Koordinaten treten zum ersten Male bei Graßmann auf; dieser 
drückt in A,, Nr. 65 das „kombinatorische Produkt‘ mehrerer Punkte x° x ..a® 
(mit Zahlenfaktoren) in der Weise aus, daß seine Komponenten (Koeffizienten 
der verschiedenen Glieder des Ausdrucks) gerade diese Determinanten werden. 

77) Dieses (algebraische) Theorem findet man im wesentlichen bei Graß- 
mann A,, Nr. 112; es ist ausführlicher von A. Brill, Math. Ann, 4 (1871), p. 527 
und von Olebsch bewiesen worden '?). 

78) „Funz. metr.‘‘ und auch Atti Acc. Torino 12 (1877), p. 334. : 

79) Diese Tatsache ist dann vollständiger von @. B. Antonelli, Ann. R. 
Seuola Normale Pisa 3 (1883), p. 71 bewiesen worden. — Und später auch von 
W. H. Young, Proc. London Math. Soc. 30 (1899), p. 54. Hier sind die [k] von 
S, in verwandter Weise behandelt worden wie bei Graßmann, wobei k-Vektor 
ein [k] zusammen mit einer Zahl genannt wird und die Zusammensetzung, die 
Äquivalenz usw. dieser k-Vektoren geometrisch studiert wird. Die Koordinaten 
eines k-Vektors ergeben sich so direkt als die Komponenten dieses in den [k]- 
Seiten des Grundsimplex. 

80) Die Beziehungen zwischen diesen Bedingungen lassen sich ohne Schwierig- 
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Die Bedingung dafür, daß zwei duale Räume mit den Koordi- 
naten p und g einander treffen, ist, wie man unmittelbar sieht, 
>. ea... = b.:..cd...e gerade Permutationen der Indizes 
01...n). Allgemeiner, damit ein [k] und ein [#’] mit den Koordi- 
naten p und g sich nach einem [7] schneiden, müssen sie den bilinea- 
ren Gleichungen genügen: 


PIE a ereteeg = % 
PIE 


wobei ! der Indizes O1...» festgehalten werden — es seien 0...c 
— und man alle Anordnungen von k + %— 21 -- 2 aus den übrig- 
bleibenden Indizes bildet, die mit d...e f...g bezeichnet sind (wo 
d...e k—1-+1 Indizes sind und f...g #—1-+-1), während o 
die Anzahl der Inversionen in diesen Anordnungen bezeichnet.) — 
Die Bedingung dafür, daß ein [k] und ein [A] sich nach einem [2] 
schneiden (> k + K —.n), hat die Dimension (+1) (n-HI—k—K)). 

Inzidens von Geraden und Ebenen in S,. Im S, heißen zwei 
Gerade oder eine Gerade und eine Ebene inzident, wenn sie einen 
Punkt miteinander gemein haben; zwei Ebenen, wenn sie eine Gerade 
gemein haben. 


Drei Ebenen «ßy sind im allgemeinen inzident zu einer und der- 
selben Ebene (Transversalebene): derjenigen, welche die Schnittpunkte 
je zweier verbindet. Dual sind im allgemeinen drei Gerade inzident 
mit einer und derselben Geraden (Transversallinie). 


keiten aus den bekannten Entwicklungen der halbsymmetrischen Determinanten 
und Pfaffschen Ausdrücke ableiten. O. Landsberg hat sie in seiner Inaugural- 
Dissertation, Breslau 1889, für die Fälle eines S, und eines S, studiert. Im $, werde 
die linke Seite 9,,9;m + ; : der oben gegebenen Bedingung (Pfaffscher Ausdruck) 
mit P, dargestellt, wo höiklm eine gerade Permutation der Indizes 01234 ist. Als- 
dannsind die Beziehungen oder Syzygien zwischen diesen Bedingungen folgende fünf: 


>! PP; =0 (k=0,1,2,..,4. — W. H. Young, Atti Acc. Torino 34 (1899), 
p- 596 hat weiter bemerkt, daß, wenn man diese letzten Summen mit P,' bezeich- 
net, die Doppelsyzygie >: P,P/=0 besteht; und daß man demzufolge durch 


Berechnung der charakteristischen Funktion von D. Hilbert (Nr. 40) erhält, daß 
die Anzahl der Geraden, die einen Linienkomplex vom Grade m in $, be- 
stimmen, 9m -+- 31 (m), + 54(m), + 51(m), -+ 25 (m), + 5(m), beträgt. Vgl. Ende 
Nr. 45, für einen beliebigen $,. 

81) D’Ovidio, „Punz. metr.“. Vgl. auch bei @. Castelnuovo, Atti Ist. Ve- 
neto (7) 2 (1891), p. 855, einige Formeln der analytischen Geometrie der Geraden 
in 
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C. Segre??) hat die Systeme der Geraden studiert, die mit 
drei, vier, fünf, sechs Ebenen inzident sind. Mit drei Ebenen « ßy 
inzidierender Geraden gibt es oo°, und sie projizieren sich in den 8,: 
von einem Punkte allgemeiner Lage aus nach den Geraden eines te- 
traedralen Komplexes; von einem Punkte der Transversalebene von 
«ßy aus nach den Geraden eines linearen Komplexes. 

Die ©? Geraden, die mit vier Ebenen «ßy6ö inzident sind, 
sind demnach mit einer fünften Ebene & inzident®®): diese fünf Ebenen 
heißen assoziiert. Jede von ihnen gehört allen den $, an, welche die 
anderen vier Ebenen nach vier Geraden einer Regelschar schneiden. 
Dual gibt es Quintupel von assoziierten Geraden: sind vier Gerade 
abcd gegeben, so schneiden die oo? Ebenen, welche mit ihnen in- 
zident sind, auch ihre assoziierte e.*#) 

Die oo! Geraden, die mit fünf Ebenen inzident sind, sind inzident 
mit oo! anderen. Vgl. *°). 

Die Geraden, die mit sechs Ebenen inzident sind, sind fünf, 
untereinander assoziierte. 


3. Grundgebilde. Die einfachsten (erster Art) sind diejenigen, die 
von allen durch einen $, (Achse oder Kern) hindurchgehenden Räu- 
men gebildet sind, die in einem S, (Träger) liegen, welcher den $, 
enthält.®) Im besonderen hat man: das S,-Büschel, gebildet von den 
S,, welche in einem [% +1] liegen und durch einen diesem angehö- 
renden [k — 1] hindurchgehen; die Bündel (reti, Netze), welche dem 
Fall b—a=5 entsprechen; der Bund gebildet von allen Räumen, 


82) Rend. Circ. mat. Palermo 2 (1888), p. 45.— Vgl. auch Segre, Atti Ace. 
Torino 22 (1387), p. 791; @. Castelnuoro, Atti Ist. Veneto (6) 6 (1888), p. 525. 

85) Bezeichnet man mit «’ die Transversalebene von ßyd, so liegen der 
Punkt &«@’ und ebenso die drei analogen PP’, yy’, 00’ in der Ebene e. 

Jene 00° Geraden erfüllen eine V? mit zehn Doppelpunkten; vgl. Nr. 42. 

84) Bildet man die Kugeln von $, mittels der Punkte eines $, derart ab, 
daß die Kugelbüschel, d. h. die Kreise von S, den geraden Linien von S, ent- 
sprechen, so entspricht das Quintupel assoziierter Geraden von S, dem Penta- 
zykel von ©. Stephanos °*). Stephanos beginnt seine Note eben damit, das Quin- 
tupel assoziierter Geraden im S, explizite darzulegen. 

R. Weitzenböck, Sitzungsber. d. Wiener Akad. 121, IIa (1912), p. 2553, hat 
verschiedene Besonderheiten untersucht, welche hinsichtlich dieser Quintupel 
auftreten können. 

85) Veronese, „Behandlung“, Nr. 13. Betrachtet man unter diesen Räumen 
nur die kleinsten, d.h. [a + 1], oder die größten, d.h. [b— 1], so hat man die 
Grundgebilde, die Schoute, „Buch“ I, p.190—91, Sterne nennt. Es sind diese (wenn 
man gestattet, daß im zweiten Falle auch $, fehlen kann) sämtliche linearen 
Mannigfaltigkeiten von Räumen (d.h. solche, für die die Koordinaten ihrer 
R durch lineare Formen willkürlicher Parameter darstellbar sind). 
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die durch einen Punkt hindurchgehen (stella).®) — Wir bezeichnen 
mit {a} die Gesamtheit aller Räume, welche durch einen [a] hin- 
durchgehen; so besteht ein {a} in einem [5] aus den Räumen, 
welche in einem [5] enthalten sind und durch einen [a] desselben . 
hindurchgehen. 

H. Schubert hat die Betrachtung verwickelterer und allgemeinerer 
Grundgebilde eingeführt?) Man habe k +1 Räume [a,], [a,], - . -, [a;] 
wachsender Dimension 9, < a, < a,<---<a,<n, derart, daß jeder dem 
folgenden angehört. Das von Schubert betrachtete Grundgebilde ist 
die Gesamtheit der [k], die der Bedingung genügen, mit [a,] einen 
Punkt, mit [a,] eine Gerade, ..., allgemein einen [‘] mit [a;] gemein 
zu haben; so daß alle in dem gegebenen [a,] enthalten sind. Diese 
Bedingung, die Schubert Grundbedingung nennt und in seinem Be- 
dingungskalkül symbolisch mit (a, a,...a,) bezeichnet, hat die Di- 
mension (k +1)n — ik(k +1) — (u, -F a, ++ a,). Das Grund- 
gebilde, das aus den [%] besteht, erhält die Bezeichnung [a,a,...a,]; 
seine Dimension ist: + a, + "+ a,— 4k(k -+1).®) Durch Ver- 
änderung der a, hat man so (a +1),,, verschiedene Arten von Grund- 
gebilden, die $; als Elemente haben. 

Parallelismus.®) Man kann eine Hyperebene herausgreifen und 
ihre Punkte und Räume unendlich ferne Punkte und Räume nennen. 
Stellt man S, durch nicht-homogene Koordinaten dar, so kann man 
die unendlich fernen Punkte wie in der gewöhnlichen Geometrie dadurch 
definieren, daß wenigstens eine dieser Koordinaten unendlich wird. Führt 
man dann Homogeneität ein, indem man an Stelle jener Koor- 


Pi 
dinaten z @=1,2,...,n) schreibt, so wird für die unendlich ferne 
Hyperebene %=0. — Ein 8, hat einen [k— 1] im Unendlichen, 
oder er ist selbst unendlich-fern 

86) Der Name Bund (in $,) ist von K. Rudel, zitiert in 7°), gebraucht 
worden. 

87) Mitteil. d. Math. Ges. Hamburg 1 (1886), p. 134; Math. Ann. 26 
(1886), p. 26. 

88) Z. B.: [0,1...,%] bezeichnet einen gegebenen [k]. [m — k,m—k-+1, 
...m—1,m] bezeichnet die Gesamtheit sämtlicher [kJ], die in einem [m] 
liegen. I —i,1—:+1,..,.1—1,,n— k+i+-1,n—k+i42,...,n] bezeich- 
net die Gesamtheit der [%], die einen gegebenen [7] nach einem (nicht ge- 
gebenen) [?] schneiden. [0,2,5] bezeichnet die Gesamtheit der Ebenen eines 
[5], die durch die oo! Strahlen eines Büschels hindurchgehen; [a, b] 
die Gesamtheit der in einem [5] liegenden Strahlen, die einen [a] dieses 
schneiden. 

89) Wir beschränken uns hier für den Augenblick auf den euklidischen 
Parallelismus. Vgl. Nr. 19. 
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Zwei Hyperebenen heißen parallel, wenn alle ihnen gemeinsamen 
Punkte im Unendlichen liegen. Will man diese Definition auf zwei 
beliebige Räume [7], [%] ausdehnen, so muß man verschiedene Arten 
von Parallelismus unter diesen unterscheiden, entsprechend der Di- 
mension ihres Durchschnittsraumes, welcher im Unendlichen voraus- 
gesetzt wird. Wenn diese Dimension mit Ah + k— n + eo: bezeichnet 
wird, so sagt Jordan, daß [A] und [%] einen Parallelismus von der 
Ordnung ge +1 haben.) Parallelismus im absoluten Sinne hat man, 
wenn der Raum im Unendlichen von [%] in demjenigen von [%] ent- 
halten ist, oder umgekehrt. 

Projizieren und Schneiden.) Man projiziert eine Gesamtheit von 
Punkten aus einem [h], indem man die einzelnen Punkte mit diesem 
Raume mittels [ +1] verbindet. Man projiziert aus einem [h] auf 
einen [k], wenn man sodann die Schnitte jener [ +1] auf [A] 
nimmt. — Wenn die beiden gegebenen Räume [h] und [%] nicht in- 
zidente duale Räume sind, so gibt ein Punkt allgemeiner Lage einen 
Punkt als Projektion 

Die Projektion aus einem [k] ist äquivalent dem sukzessiven Pro- 
jizieren aus A --1 (unabhängigen) Punkten desselben. 

Vielecke, Simplexe usw. Verbinden wir m Punkte zu je zweien, 
zu je dreien,..„ zuje k-+1,... durch Gerade, Ebenen, .. „ Su. , 
so erhält man ein (vollständiges) m-Eck mit seinen Seiten (oder Kanten) 
und Seitenräumen verschiedener Dimension. (Die Seitenhyperebenen 
werden wir Wände nennen.) Nimmt man dagegen die m Punkte (Ecken, 
Scheitel) in gegebener Ordnung und verbindet man lediglich aufeinander- 
folgende Punkte, so erhält man das einfache m-Eck. — Dual bilden m 
Hyperebenen in Gemeinschaft mit ihren Durchschnitten zu je zweien, 
zu je dreien, ..., zujek-+-1,... ein (vollständiges) m-Flach usw. 

Im besonderen bestimmen » +1 linear unabhängige Punkte und 
die » +1 Hyperebenen, die sie zu je » verbinden, eine und die- 
selbe Figur, (vollständiges) (n +1)-Eck, das wir kurz Simplex ®) 


90) Jordan, „Essai“, definiert den Parallelismus, ausgehend von nicht- 
homogenen Koordinaten; und stellt die Bedingungen auf, wann zwei Räume 
einen Parallelismus gegebener Ordnung haben. Veronese, „Fondamenti“, p. 519, 
behandelt die Frage geometrisch. 

91) Veronese, „Behandlung“, und „Fondamenti“, p. 550. 

92) Das ist die von Schoute gebrauchte Bezeichnung, die auch allgemein 
angenommen ist. J.J. Sylvester hat die Bezeichnung „Simplizissimum“ gebraucht; 
er hat auch „Plasm‘“ vorgeschlagen (von R. Hoppe in einigen seiner Arbeiten an- 
genommen). G. Veronese hat „Fundamentalpyramide“ gesagt; P. Del Peszo 
„Normalpolygon“ oder „Normalpyramide“ 
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nennen. Wenn die a1 Ecken eines Simplex im Endlichen liegen, 
ist es leicht, den Teil des $, «m Innern des Simplex zu definieren, 
wie auch den Sinn des Simplex, wenn man eine Reihenfolge für die 
Ecken festsetzt; und auch für die Schnitte des Simplex mit einer 
Hyperebene usw. Sätze zu beweisen, analog denen, die wir in $, 
haben.) 

Man versteht jetzt unter Polytop”) ein von Hyperebenen be- 
grenztes Stück des S,: analog den ebenen Polygonen und den Po- 
lyedern. Sind die Grenzen n» Paare paralleler Hyperebenen, so hat 
man das Parallelotop (analog dem Parallelogramm, Parallelepiped). 


4. Geometrische Größen. Bewegungen. Man kann die Entfer- 
nung (den Abstand) zweier Punkte mittels passender Postulate geo- 
metrisch definieren, wie für den gewöhnlichen Raum. Man kann aber 
auch als Definition eine geeignete Funktion der Koordinaten der bei- 


den Punkte nehmen, z.B. in nicht-homogenen Koordinaten V 2, — y)*: 
in diesem Falle heißen diese Koordinaten orthogonale kartesische. — 
Der Ort der Punkte, welche eine gegebene Entfernung von einem 
festen Punkte haben, ist eine 7?_,, die Sphäre oder Hyperkugel®) 
heißt und verschiedene Eigenschaften besitzt, analog denen der Kreise 
und der Kugeln.?®) 7) 


93) Veronese, „Fondamenti“, Nr. 170. — H. Minkowski®°) nennt das Innere 
eines Simplex Zelle und seine (n —1)-dimensionalen Seiten Wände. I. Stringham 
nennt „Pentaedroid“ die Zelle des $,. 

94) Schläfli, „Theorie“, sagt Polyschem. 

95) Kronecker hat Sphäroid gesagt. Veronese, „Behandlung“, Nr. 21, sagt 
(n —1)-dimensionale Kugel. — Man kann das Wort Kugel für den Fall eines $, 
reservieren und für beliebiges n von Sphäre sprechen. 

H. Minkowski?®) verwendet zu seinen Zwecken als Strahldistanz zwischen 
zwei Punkten eine beliebige Funktion der Koordinaten, die gewissen, viel 
allgemeineren Bedingungen genügt: so daß jede nirgends konkave V,„_, hinsicht- 
lich eines inneren Punktes als Sphäre oder, wie er sagt, als Aichfläche für ge 
wisse Strahldistanzen betrachtet werden kann. 

96) Vgl. z.B. in Veronese, „Fondamenti“, p. 532 (Nr. 174) die verschiedenen 
Eigenschaften in bezug auf Schnitte der Sphären mit Diametralräumen oder mit 
beliebigen Räumen (es sind Sphären von kleinerer Dimension), in bezug auf die 
berührenden Geraden, die Bestimmung der Sphäre mittels » -+1 ihrer Punkte 
(das Zentrum der Sphäre liegt in jeder Hyperebene, die in der Mitte einer Sehne 
senkrecht zu dieser steht) usw.; und dann (Nr. 183) in bezug auf die umschrie- 
benen Kegel, und die Durchschnitte (Nr. 184) von zwei, drei, ..., » Sphären 

97) Aus dem Ausdruck der Entfernung Y I, (x; — y;)? hat L. Kronecker, 
Zitat in '%), (wie für n— 2,3) gefolgert, daß man für zwei gegebene Gruppen von 
je n+ 2 Punkten A,..., B,..., wenn man mit s,, das Quadrat der Entfernung 
A,B; bezeichnet, | — 0 hat. 
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Abstand eines reellen Punktes von einem reellen Raume nennt 
man seinen Abstand von dem diesem nächsten Punkte des Raumes 
(und diesen zweiten Punkt, der wohl bestimmt ist, nennt man Ortho- 
gonalprojektion des ersten auf den Raum). 

Mit diesen Definitionen verbindet C. Jordan diejenige des Senk- 
rechtstehens.”) So ist z. B. der Ort der Punkte, die auf einem ge- 
gebenen [k] einen gegebenen Punkt als Orthogonalprojektion haben, 
ein [a — k], den man senkrecht oder normal, orthogonal zum [k] 
in jenem Punkte nennt. Die Beziehung ist eine wechselseitige. 

Schneller und bequemer führen uns die folgenden Definitionen 
(von Veronese”)) zum Ziel, die nicht, wie die vorhergehenden, 
Realität voraussetzen. Alle Sphären schneiden die unendlich ferne 
Hyperebene nach einer imaginären V?_,, die wir immer mit J?_, be- 
zeichnen wollen: euklidisch absolutes Gebilde. Man nennt nun zwei 
Räume [h], [k] normal, wenn ihre beiden unendlich-fernen Räume 
[A — 1], [k —1] zueinander in bezug auf die absolute J?_, polar 
sind (Nr. 11), oder auch der eine durch die Polare des anderen hin- 
durchgeht, oder auf dieser Polare liegt.!°) — Man kann auch weniger 
hohe Orthogonalitäten betrachten, bei denen von den Räumen [ —1], 
[%k — 1] der eine die Polare des anderen in gegebener Weise schneidet 
(vgl. das nicht-euklidische Analogon Nr. 19). 

Zwei Räume, die sich nicht im Unendlichen schneiden, haben 
wenigstens eine zu beiden senkrechte Gerade (oder unendlich viele, 
die alle zueinander parallel sind und einen Raum bilden). Die Ent- 


Fallen speziell die beiden Gruppen zusammen, so erhält man eine Relation 
zwischen den Entfernungen von n-+2 Punkten. Daraus ergibt sich der Ra- 
dius eg der Sphäre, die einem Simplex umschrieben ist. Wenn s,, das Quadrat 


der Kante A, 4A; ist, so wird 20? - 1 = —|$,|- 


98) Eine, weniger vollstündige, Theorie des Senkrechtstehens findet man 
jedoch schon bei Graßmann. So entsprechen den Sätzen dieser Theorie die- 
jenigen von A,, Nr. 90 ff. über die Ergänzungen der Größen i. Stufe usw. — Vgl. 
auch die Behandlung der Orthogonalität von L. Kronecker in dem Aufsatz von 
H. Kühne, Archiv f. Math. u. Phys. (2) 11 (1892), p. 353. 

99) „Behandlung“, Nr. 21; „Fondamenti“, Nr. 168. 

100) Demgemäß geht durch einen Punkt allgemeiner Lage, wenn ein [%] 
im Endlichen gegeben ist, ein [n—k] hindurch, der auf jenem senkrecht 
steht; und die anderen auf [%] senkrechten Räume, die durch jenen Punkt hin- 
durchgehen, sind die Räume, die durch den [n—%] hindurchgehen, und 
diejenigen, welche in diesem liegen. 

Wenn eine Gerade zu einem [%] normal ist, so wird sie normal zu sämtlichen 
Geraden dieses. Durch einen gegebenen Punkt geht eine in je einem Punkte zu 
einem gegebenen [%k] normale Gerade hindurch. 
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fernung der Schnittpunkte der Geraden mit den beiden Räumen heißt 
Abstand der beiden Räume. Sind diese reell, so ist jene die kürzeste 
Entfernung eigentlicher Punkte der beiden Räume. 

Die Koordinaten kann man nun mittels Abständen definieren. 
Liegen alle Ecken des Grundsimplex im Endlichen, so sind die 
homogenen Koordinaten 2,2, ...x, eines Punktes P gleich (oder 
proportional) den Abständen des Punktes von den Wänden multipli- 
ziert mit gewissen festen Konstanten.’%) Ist z,= 0 die Hyperebene 


a . . . . . %C; . 
im Unendlichen, so sind die nicht-homogenen Koordinaten — die 


Längen der parallelen Abschnitte zu den Achsen A,4A,, Ay Ass: - -, A, A, 
genommen zwischen P und den Hyperebenen 2,=0, ,—=0,..,2,= 0, 
multipliziert mit festen Konstanten. Sind die festen Konstanten —=1, 
so hat man die kartesischen Koordinaten: schiefwinklige im allgemei- 
nen, rechtwinklige oder orthogonale, wenn die Achsen paarweise auf- 
einander senkrecht stehen. — Für die Hyperebenenkoordinaten ergeben 
sich analoge Definitionen (wie im S,) mittels Abständen usw. 

Hat man eine Korrespondenz zwischen den Punkten derart, daß 
die entsprechenden Abstände gleich sind, so ist die analytische Dar- 
stellung in rechtwinkligen Koordinaten durch eine orthogonale Sub- 


stitution gegeben: y; =; + Da A;;%,. Je nachdem die Determinante 


la,.| gleich +1 oder — 1 SL hat man eine Gleichheit oder Bewe- 
gung (direkte Kongruenz !®)), oder eine Symmetrie (Umlegung, ent- 
gegengesetzte Kongruenz). Diese Korrespondenzen haben als Inva- 
rianten, außer den Entfernungen zwischen Punkten, die Winkel zwi- 
schen Räumen. 

Den Winkel zweier Geraden und den Winkel zweier Hyperebenen 
definiert man in elementarer Weise wie in der gewöhnlichen Geo- 
metrie.1®) Man hat alsdann die folgenden Formeln in rechtwinkligen 


101) Nimmt man diese Konstanten untereinander gleich (=1), oder auch 
invers zu den Höhen des Simplex, so erhält man Systeme von Koordinaten, 
analog zu den trimetrischen, baryzentrischen usw. Koordinaten im $,. Kro- 
necker, zitiert in '?), traf die zweite Wahl, und die analoge für die Hyperebenen- 
koordinaten. Man erhält so Grundformeln, analog zu denjenigen von S,. P.H. 
Schoute, Nieuw Archief Amsterdam (2) 9 (1910), p. 133, erhält einfache Formeln 
für Entfernungen, Winkel, Sphären usw., indem er als Koordinaten eines Punktes 
die Entfernungen dieses von den Wänden eines regulären Simplex nimmt. 

102) Dieselben Formeln dieses Falles stellen eine Transformation von recht- 
winkligen Koordinaten dar. 

103) Z. B. kann man mit Jordan sagen, daß das Verhältnis der Entfer- 
nungen eines Punktes einer Hyperebene von einer anderen Hyperebene und von 
dem [»-- 2], den jene Hyperebenen miteinander gemein haben, allein von 
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Koordinaten. Eine Hyperebene Da,x, +c=0 bildet mit den fun- 
damentalen Hyperebenen Winkel, deren Kosinus proportional den a, 
sind.!%) Ist © der Winkel dieser Hyperebene mit Id, + d=0, 
io wird (cos @)1 — ee) Bildet sine Gerade mit den » rechi- 
winkligen Achsen die Winkel x, und liegen auf ihr die Punkte P(x,) 
und Q(y,), so wird 
cos, = Eu PQ= D(y, — x) cose, Set, —1. 

Bildet eine andere Gerade mit deu Achsen die Winkel ß,, so wird 
der Kosinus des Winkels der beiden Geraden DSeosa,cosß,; und 
demnach besteht die Orthogonalitätsbedingung der beiden Geraden in 
dem Verschwinden dieser Summe. 

In schiefwinkligen Koordinaten ist das Quadrat der Entfernung 
der Punkte x,y Dcos (rs) (x, — y,) (x, — Y,), wo (rs) der Winkel 
zwischen den Achsen r und s ist. | 

Winkel zweier Räume. Gegeben seien zuerst zwei [k] 6 und 
6, die einen einzigen eigentlichen Punkt P miteinander gemein 
haben. Variiertt man zwei Strahlen »r und vr’, die durch P hin- 
durchgehen, in 6 und 0’ und sucht man die Minima des spitzen 
Winkels rr’, so wird man auf eine Gleichung vom Grade %k geführt; 
and demgemäß auf % Strahlenpaare aa’, bb‘,..., cc’, deren Winkel 
man die Winkel von 60’ nennt.!%) Dann sind a, b,...., c paarweise ortho- 
gonal und ebenso a’, b’,...,c‘, sowie auch die Ebenen aa’, bb’, ...ce’; 
und jeder Strahl a... ist mit den nicht zugeordneten b’,€... ortho- 
gonal. a’ ist die Orthogonalprojektion von a in 0’; usw. 

Auf diesen Fall führt man denjenigen zweier beliebigen Räume 
[7] und [k] 6 und 0’, die wenigstens einen eigentlichen Punkt P 
miteinander gemein haben, zurück. Dann ist die Winkelzahl im all- 
gemeinen die kleinste der vier Zahlen h,k,n — h,n — k. Die Ebenen, 
die diese Winkel bestimmen, kann man auch als diejenigen 





diesen abhängt; bezeichnet man dasselbe mit sin ©, so'sagt man, daß @ der 
Winkel der beiden Hyperebenen ist. 

104) Wenn %)a,?—=1 ist, so sind diese Kosinus gleich den a,, und dieGleichung 
der Hyperebene heißt normal. Ihre linke Seite gibt die Entfernung eines Punk- 
tes x von der Hyperebene. 

105) Die folgenden Formeln, bis zur Orthogonalität zweier Geraden, findet 
man bei Graßmann A,, Nr. 200—204. 

106) Schläfli, „Theorie“, p. 36; Schoute, „Buch“ I, p. 69 ff. CO. Jordan hat 
dagegen die kleinsten Werte des Winkels betrachtet, die eine Hyperebene, 
die durch so hindurchgeht, mit einer Hyperebene durch o’ bildet. Vgl. auch die 
folgende Anmerkung. 
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definieren, die durch P hindurchgehen und 6,6’ und die zu die- 
sen in P orthogonalen Räume [» — Rh], [n — k] nach Geraden schnei- 
den.!?”) : 

Auf einem anderen Wege definiert man eindeutig einen Winkel 
zweier Räume @ und @’ derselben Dimension %. Man nimmt beliebig 
ein Simplex in 6 und betrachtet seine Projektion auf #. Das Ver- 
hältnis des Inhalts (s. unten) dieses zweiten Simplex zum Inhalt des 
ersten definiert man als Kosinus des Winkels (o, 0).1%) 

Sind » Gerade a,b,c,... gegeben, die von einem Punkte aus- 
gehen, so definiert man als Sinus des Raumwinkels (abe...), d.h. 
sin (abe...) die positive Quadratwurzel aus 


D’+ cosaa cosbb eosce.. 09), — 


Unter den Bewegungen (s. oben) des 8, betrachtet man wie in 
3, die Translationen (nach einer gegebenen Richtung) y,—=2,-+ ce, 
und die Rotationen. Eine ‚Rotation um einen [k] (Achse) ist eine Be- 


107) Durch den Schnitt mit der unendlich-fernen Hyperebene erhält man 
in dieser zwei Räume [»—1], [%«—1], mit ihren Polaren in bezug auf das ab- 
solute Gebilde J2_,. So werden die Fragen, um die es sich handelt, einfach 
gelöst. Vgl. P. Cassani, Rend. Lincei (4) 1 (1834—85), p. 133; @. Castelnuovo, 
Atti Ist. Veneto (6) 3 (1884—85), p. 1331, wo auch spezielle Fälle betrachtet 
sind, wie z. B. diejenigen, in welchen einige Winkel einander gleich sind. — Über 
die Winkel von zwei Ebenen im $, vgl. auch: R. Hoppe, Arch. f. Math. u. Ph. 68 
(1882), p.378; P. H. Schoute, Nieuw Archief voor Wiskunde Amsterdam (2) 4 
{1897), p. 111; I. Stringham, Trans. Amer. Math. Soc. 2 (1901), p. 183. — 
5. Kwietniewski, Inaugural-Dissertation, Zürich 1902, erhält Flächen des S,, 
deren sämtliche Tangentialebenen untereinander gleichwinklig sind (d. h. für zwei 
solche Ebenen sind ihre beiden Winkel gleich). Man erhält eine reelle der- 
artige Fläche in rechtwinkligen Koordinaten x, 2,2,x,, wenn man zwischen den 
komplexen Veränderlichen &, +ix,, &,--ix, eine analytische Gleichung an- 
nimmt (die Fläche erscheint so als reelles Bild einer komplexen ebenen Kurve im $,). 

108) So entnimmt man im wesentlichen Graßmann, A,, Nr. 195. Vgl. auch 
„Theorie“ von Schläfli, p. 28, und Kronecker in der Arbeit von H. Kühne, zitiert 
in ®°%). In diesen Arbeiten findet man auch den Ausdruck jenes cos (66’) mittels 
o und o’. 

109) Graßmann, A,, Nr. 195. — Nimmt man n Gerade, die von einem 
Punkte ausgehen und nicht in einer Hyperebene liegen, so’ bestimmen sie 
Räume verschiedener Dimension, deren Winkel mittels der Kosinus ausgedrückt 
werden (Graßmann und Jordan), die jene geraden Linien paarweise geben. So 
erhält Graßmann, A,, Nr. 207, auf Grund seiner Definition des Winkels von 
zwei Räumen 19), 


sin (ab...)sin (a’b”. .) 08 (0, 6)= )) + cos aa’cos db’... 


#0 0,0’ bez. die Räume der Geraden ab...,a’b... sind. Diese Formel ändet 
man auch bei E. Study, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 27 (1882), p. 140, wo sie 
zur Definition des Winkels (6, d) zweier Räume dient. 
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wegung, welche die Punkte dieses fest läßt; sie bringt einen Punkt x 
in einen Punkt y, der mit x auf einer (n — k — 1)-dimensionalen 
Sphäre liegt, die einem [n — k] angehört, der senkrecht zur Achse 
‚steht, und die ihr Zentrum auf jener Achse hat. Eine beliebige Be- 
wegung kann man immer aus einer Translation und einer Rotation 
um einen beliebigen Punkt zusammensetzen. Für gerades n ist jede 
Bewegung eine Translation oder eine Rotation. 

L. Schläfli (zitiert in ')) hat die Rotationen um einen Punkt O 
studiert; (©. Jordan („Essai“, Nr. TO ff.) hat seine Resultate wiederge- 
funden und vervollständigt. Für gerades n = 2q bleiben bei einer 
Rotation im allgemeinen g (durch © hindurchgehende) Ebenen fest, 
die paarweise aufeinander senkrecht stehen (Hauptebenen); sie kann 
als Produkt von g Rotationen um g (durch O hindurchgehende) 


S,_g, die paarweise zueinander orthogonal sind, aufgefaßt werden. 


Für ungerades n= 29 +1 gibt es im allgemeinen eine Gerade 
durch O, deren sämtliche Punkte festbleiben (Rotationsachse), und 
außerdem g feste Hauptebenen; die Rotation kann als Produkt von 
q Rotationen um q S,_, betrachtet werden, die paarweise aufein- 
ander senkrecht stehen und durch die Gerade hindurchgehen.!!?) — 
Jordan betrachtet noch die unendlich-kleine Bewegung (mit der 
ein Nullsystem, Nr. 11, verknüpft ist) und seine Zusammensetzung.'!') 


110) Jede Rotation um einen [a — 2] kann so dargestellt werden, daß 
n— 2 der » rechtwinkligen Koordinaten sich unverändert erhalten, wäh- 
rend zwei, z.B. x,,%,, bez. in 2,cos«@+a,sine, — x, sin« $ x, c0os& über- 
gehen. So hat Jordan die Gleichungen einer beliebigen Rotation auf eine kano- 
nische Form gebracht: die Koordinaten verteilen sich auf eine gewisse Anzahl 
von Paaren, deren jedes in der besagten Weise transformiert wird, während 
die übrigbleibenden Koordinaten festbleiben. Die zu « analogen Winkel sind die 
Invarianten der orthogonalen Substitution, und Jordan zeigt, wie man sie be- 
rechnet. 

Hinsichtlich der kanonischen Gleichungen der Bewegungen im $, und den 
Gruppen von Bewegungen und Ähnlichkeitstransformationen im 8, und $, vgl. 
A. Bemporad, Ann. R. Scuola Norm. Super. Pisa 8 (1898). 

Für die Rotationen im $, und ihre Zusammensetzungen vgl. auch F. N. 
Cole, Amer. Journ. 12 (1890), p. 191. — Über die Bewegungen im $, vgl. auch 
R. Lipschitz, Acta math. 24 (1901), p. 123. 

111) Mittels der kanonischen Darstellung der Anm. !1%) für die infinitesi- 
male Bewegung beweist Jordan („Essai“, Nr. 91 ff), daß die Hyperebene £, die 
in jedem Punkte « auf der Richtung der Bewegung normal ist, x in einer ge- 
wissen Reziprozität entspricht (Nullsystem, vgl. Nr. 11), durch die einem [%] ein 
[n—k—1] entspricht. Wenn zwei derartige einander entsprechende Räume 
nicht inzident sind, so kann man die gegebene Bewegung in zwei Rotationen 
um diesen R zerlegen. 

W. K. Clifford, „Loci“, hat auch das Nullsystem bei unendlich kleiner Be- 
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Ebenso wie für die Bewegungen erhält man auch für die Um- 
legungen (s. oben) oder entgegengesetzten Kongruenzen, und allge- 
meiner für die Ahnlichkeiten (analog denjenigen im S, und $,) ohne 
weiteres die zu den vorhergehenden analogen Eigenschaften, indem 
man sie als Kollineationen betrachtet, die J?_, (s. oben) in sich über- 
führen (s. Nr. 18)."2) Unter den Ähnlichkeiten die Homothetien. — 

Die darstellende Geometrie des S,, insbesondere des $,, steht in 
genauer Analogie zu der gewöhnlichen des $,, indem sie die Punkte, 
Geraden usw. mittels (Zentral- oder Orthogonal-) Projektionen und 
Umklappung, sei es auf S,, sei es auf die Ebene, darstellt.!!?) — 

Um die Größe der Körper verschiedener Dimensionen zu defi- 
nieren und zu messen, kann man wie im 8, für die Linien, die Flächen 
und die Volumina verfahren.) So beweist man mit den gewöhn- 
lichen Methoden, wenn man als Einheit des Inhalts das rechtwinklige 
Parallelotop mit der Seite 1 (analog dem Würfel) annimmt, daß 
der Inhalt eines Prismas (insbesondere eines Parallelotops) gleich ist 
dem Produkt der (» — 1)-dimensionalen Basis in die Höhe; während 
der Inhalt einer Pyramide (insbesondere eines Simplexes) gleich dem 
analogen Produkt dividiert durch » ist.!"°) In rechtwinkligen Koor- 





wegung eines festen Körpers betrachtet, und aus seiner Ausartung für gerades 
n usw. einige Konsequenzen für die Bewegung gezogen. 

Allgemeiner, auch bei endlicher Bewegung, tritt das Nullsystem auf: der 
Mittelpunkt zweier beliebiger homologer Punkte P, P und die in diesem Punkte 
auf der Geraden PP’ senkrechte Hyperebene entsprechen einander in einem Null- 
system. 

112) Für die Umlegungen vgl. z. B. Schoute, „Buch“, Bd. I, p. 222 ff. 

113) Für $, vgl. @. Veronese, Atti Ist. Veneto (5) 8 (1882), p. 987, wo zen- 
trale, orthogonale und axonometrische Projektionen für die Abbildung der Fi- 
guren von $, im S, entwickelt worden sind; G. Carbone, Giorn. di mat. 39 (1901), 
p. 207, wo die stereoskopische Abbildung auf S,, d. h. doppelte Zentralprojek- 
tion, durchgeführt ist; @. Marletta, „Sulla projezione quotata sopra un piano, 
dello S,*, Catania 1904 (wo ein Punkt des $, durch einen Punkt der Ebene mit 
zwei Koten dargestellt ist); 4. De Vries, „Die Lehre von der Zentralprojektion 
im vier-dimensionalen Raume“, Leipzig 1905. 

Für den S, hat Schoute, „Buch“, Bd.I, p. 84 ff. einen Punkt des S, hauptsäch- 
lich mittels seiner Orthogonalprojektionen auf »n — 1 Koordinatenebenen O(X, X,), 
OK, X,), -.., O(X,_, X,) dargestellt, die durch Umklappung um die Achsen über 
eine „Bildebene‘ überlagert werden. Dagegen bildet U. Perazzo, Atti Acc. Torino 
41 (1906), p. 923 den S, auf den S,, durch Projektion auf diesen aus den Wän- 
den eines Simplex eines [a — m] ab. (Er erhält nützliche Anwendungen der 
Geometrie des $, und $, auf die projektive Geometrie des S,.) Vgl. auch über 
Anwendungen der darstellenden Geometrie des $, einige Andeutungen bei 
R. Mehmke, Math.-naturwiss. Mitteil., Stuttgart (2) 6 (1904), p. 44. 

114) Vgl. z.B. Killing, „N. E. R.“, p. 83f.; Schoute, „Buch“, Bd. 2, p. 94 f. 

115) Wenn ein Simplex die Kanten a,a,...a, hat, die von einem nnd 
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dinaten wird das Element des »-dimensionalen Inhalts dx, da, ... dz,, 
und die Berechnung des Inhalts ist diejenige eines n-fachen Integrals, 
Das Element des »v-dimensionalen Inhalts drückt sich auch analog 
demjenigen der Flächen im $, aus.!P) 


demselben Scheitel ausgehen, und wenn man mit J seinen Inhalt bezeichnet, so 
wird (Study, zitiert in 19%) 


n1J=a0,...a,8in(a,...a,5; (RD — 1 1 


rl" 
WO GC, = A,a, c08 (a,a,) gesetzt ist. 
So hat das Parallelotop der Kanten a, a, ...a, als Inhalt 


a, Gy -.. 4, Bin (a, ... Ay). 


Ein regulärer Simplex, dessen Kanten gleich 1 sind, hat den Inhal - zz 
(Clifford, zitiert in '9)). 

Hat ein Simplex einen Scheitel im Ursprung und sind die rechtwinkligen 
Koordinaten der anderen Scheitel &,%;2,;..., so wird sein Inhalt 


1 
1-1 Dtann.. 


Wenn zwei Simplexe die Inhalte J,J’ haben und s,, das Quadrat der Ent- 
fernung zwischen ihren Scheiteln ist, so hat man (Kronecker, zitiert in '9, 


und Study, zitiert in 19): — (— 2r(n!’JJ = | Br I Im besonderen ergibt 
ik 


sich hieraus J mittels der Kanten. 

Im allgemeinen: wenn J, den Inhalt des durch »+ 1 Punkte v,x,y,2,.-» 
vestimmten Simplex »v-facher Ausdehnung (w<n) bezeichnet, so wird v!J, = 
der positiven Quadratwurzel des Quadrats der rechteckigen Mätrix der Diffe- 
renzen  — 9%, u — dr u — dir». (vgl. Kronecker in H. Kühne °®)). Mit an- 
deren Worten: Der Inhalt eines »-dimensionalen Simplex »<n—1) hat als 
Quadrat die Summe der Quadrate seiner Orthogonalprojektionen auf die $,, 
welche je » Achsen eines n-tupels orthogonaler Achsen verbinden: vgl. Schläfli, 
„Theorie“ p. 23 (für jeden »-dimensionalen Inhalt). 

In der Arbeit von Kronecker, zitiert in '®), findet man auch andere Aus- 
dehnungen bekannter polygonometrischer Relationen auf den $,. Vgl. auch 
bei Kronecker, Vorl. über die Theorie der Integrale, Leipzig 1894, p. 236, die 
Bestimmung des Inhalts des Simplex, dessen » +1 Wände gegebene Gleichun- 
gen haben. 

116) Vgl. den Satz über »-dimensionale Inhalte in !!®). 

Für eine Sphäre vom Radius 1 ist der Inhalt ihrer Oberfläche [(n —1). Di- 
mension] durch ein Integral gegeben, das schon von 0. @. J. Jacobi berechnet 


n 


8 
worden ist [vgi. *), 1. Zitat aus J.], Werke 3, p. 25758, d. h. —, wenn N 
BA 
5)! 
nl Bienen 
a 


gerade ist, und wenn n ungerade ist. Man kann die beiden 
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5. Verschiedenes über Polytope, Sphären usw. Bezeichnet man 
mit a, die Anzahl der v-dimensionalen Grenzfiguren (a, Ecken, a, 
Kanten, ...) eines Polytops, so hat man in Analogie mit dem Theo- 
rem von [Descartes und] Euler, —  +% — ,+':-+a_ı 
= 1 — (— 1)”: vorausgesetzt, daß das Polytop und jede seiner Grenz- 
figuren einfach zusammenhängend sind.!!”) 

Soll das Polytop regulär sein, oder wenigstens homogen, d.h. der- 
art, daß in jeder Ecke, oder Kante usw., die gleiche Anzahl Kanten, 
Ebenen, $,,... zusammenstoßen, so hat man im allgemeinen drei Fälle: 

1. das Simplex mit (n + 1),,, Grenzsimplexen v. Dimension 
(Reihe des Dreiecks, Tetraeders, .. .); 

2. Reihe des Vierecks, Hexaeders, ..., mit 2” Ecken, 2» hyper- 
ebenen Wänden, 2*-”(»), Grenzfiguren v. Dimension; 

3. die der vorhergehenden dual entsprechende Figur mit 2» 
Ecken, 2’+!(n), ,, Grenzfiguren v. Dimension. — Für n > 4 gibt es keine 
anderen Fälle Für na = 4 haben wir indessen weitere drei Polytope 
hinzuzufügen, die bezüglich begrenzt sind von 24 Oktaedern, 120 Dode- 
kaedern, 600 Tetraedern und bzw. 24, 600, 120 Ecken haben.!!?) 


5) 
Formeln so zusammenfassen: un. (Vgl. auch die Arbeit von @. Green, zitiert 


in 3.) Durch Multiplikation mit e”-! oder mit Zn erhält man daraus die 


Oberfläche und das Volumen der Sphäre vom Radiusg. Allgemeiner hat L.Schläfli, 
3. Zitat in '®), das Volumen eines sphärischen Sektors behandelt, der zwischen 
einer Sphäre und » Diametralhyperebenen eingeschlossen ist. 

Man bemerke, daß der Inhalt der Sphäre vom Radius 1 für wachsendes n den 
Maximalwert für n=5 annimmt und dann gegen 0 strebt [wie derjenige !') 
des regulären Simplex von der Kante 1]; vgl. P. R. Heyl, Publications Univer- 
sity Pennsylvania 1897. 

In Schoute, „Buch“, Bd. 2 findet man andere Inhalte und Oberflächen von run- 
den Polytopen. — Vgl. auch in X. Stouff, Paris. C. R. 122 (1896),, p. 303, den 
Inhalt eines sphärischen Simplex. 

117) W. I. Stringham, Amer. Journ. 3 (1880), p. 1; und später unabhängig 
davon: H. Durege, Wien. Ber. 83 (1881), p. 1110; R. Hoppe, Arch. f. Math. 67 
(1882), p. 29 und verschiedene andere Autoren, unter denen wir .H. Posncare, 
Paris. C. R. 117, (1893), p. 144; Killing, „Einführung“, Bd. 1, p. 241 hervor- 
heben; Schläfi, „Theorie“, p. 20. — Vgl. auch das Zitat von Dehn in ?*9, 

Ein allgemeinerer Satz aus der Topologie in S, ist von V. Eberhardt ge- 
geben, Math. Ann. 36 (1890), p. 121. — Über die Teilung von S, durch eine belie- 
bige Zahl von Hyperebenen vgl. E. Oahen, Nouv. Ann. (3) 16 (1897), p. 533; und 
Schläfli, „Theorie, p. 39. 

118) Stringham, zitiert in !!N), Vgl. auch Hoppe, ebendort und Arch, f. 
Math. 68 (1882), p. 110 u. 151 (Hoppe gibt auch die Größen der Elemente der 
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Weitere Einzelheiten über die regulären Polytope findet man im 
Artikel III E 1 (Steinitz). 

Die Theorie der Strecken- und Massensysteme gibt, auf den S, 
ausgedehnt, elementare Sätze analog verschiedenen bekannten Sätzen. 
Z.B.: Zieht man von einem veränderlichen Punkte P die Strecken 
nach m festen Punkten A,...A,, so geht die von P aus mit der 
geometrischen Summe dieser Strecken gezogene Parallele durch einen 
festen Punkt O, der die Mitie zwischen jenen m Punkten heißt 
oder auch ihr Schwerpunkt.) O liegt auf der geraden Linie, welche 
die Mitte von irgend « unter den A, (insbesondere wenn @«—=1, einen 
unter den A,) mit der Mitte der übrigen m — « verbindet, und teilt 
diese Strecke im Verhältnis (m — «): «.'”) 

Für ein Simplex kann man außer dem Schwerpunkt O betrachten: 
1. den Punkt M, der von den an -+1 Ecken gleichweit entfernt ist, 
oder das Zentrum der umschriebenen Sphäre (vgl. Nr. #); 2. die 
Punkte, die von den na +1 Wänden gleichweit entfernt sind; jeder 
von ihnen liegt in einer einen Neigungswinkel zweier Wände hal- 
bierenden Hyperebene (Mittelpunkte der eingeschriebenen Sphären). 
Die Homothetie mit dem Zentrum O und dem Verhältnis —1:n 
führt die umgeschriebene Sphäre in die Feuerbachsche Sphäre über, 
die durch die Schwerpunkte der Grenzsimplexe (n — 1). Dimension 
hindurchgeht.!?1) !??) 


regulären Polytope); K. Rudel, Jahresber. d. Königl. Industr.-Schule in Kaisers- 
lautern 1881—82; V. Schlegel, Bull. Soc. Math. de F. 10 (1882), p. 172 und Nova 
Acta Leop. Carol. Ak. 44 (1885). 

Über die Konstantenzahl der homogenen Polytope vgl. H. Schubert, Jah- 
resber. d. Deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 217. 

Ausführlich sind die regulären Polytope in Schoute, „Buch“, Bd. 2 be- 
handelt. 

119) Graßmann, A,, $ 101. In den $$ 102, 103 ist der Satz auf den Fall 
ausgedehnt worden, daß jene m Punkte mit Gewichten oder parallelen Kräften 
belegt sind. 

120) Graßmann a. a. 0. V. Schlegel‘'®). 

Für den nicht-euklidischen Raum vgl. das Analogon in Killing, „N. E.R.“, 
p. 77. 

Bei E. Study, zitiert in '%%), findet man weitere Sätze über Massensysteme, 
insbesondere indifferente M., mit geometrischen Anwendungen, von denen wir 
einige erwähnen werden. 

121) Legt man durch den Schwerpunkt je eines Grenzsimplex (n — 2). Di- 
mension eine Hyperebene senkrecht zu ihrer Gegenkante, so gehen alle diese 
Hyperebenen durch einen Punkt X hindurch (X entspricht M in der Homo- 
thetie mit dem Zentrum O und dem Verhältnis 2:(1— n)). R. Mehmke, Arch. f. 
Math. u. Phys. 70 (1884), p. 210. Hier ‘findet sich auch das folgende Theorem: 
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Auch die Kugelgeometrie ist auf den S, ausgedehnt. Man nennt 
Potenz zweier Sphären das Quadrat der Entfernung der Mittelpunkte 
vermindert um die Summe der Quadrate der Radien, d. b. das ne- 
gative doppelte Produkt aus den Radien und den Kosinus des 
Schnittwinkels der Sphären. Die Potenz ist daher = 0, wenn die 
Sphären orthogonal sind. Man hat verschiedene Relationen zwischen 
den wechselseitigen Potenzen von n + 2 oder mehr Sphären.'??) 

Man kann zu n +2 homogenen Koordinaten einer Sphäre die 
Koeffizienten a, ihrer Gleichung nehmen 


ge B® a2 + RE ns 25 4%, 9,4177 


oder auch die Potenzen », der Sphäre bezüglich n + 2 festen Sphä- 
ren (welche p, durch eine nicht-homogene lineare Relation miteinander 
verknüpft sind, wie aus 1?°) folgt). Dann ist die Potenz von zwei Sphären 


Hat der Simplex des 8, die besondere Beschaffenheit, daß die n +1 Höhen des- 
selben sich in einem Punkte H schneiden, so fällt X mit Z zusammen; und 
die Feuerbachsche Sphäre geht durch die Fußpunkte der Höhen und teilt die 
oberen Höhenabschnitte sämtlich im Verhältnis 1: (n — 1). — Über Simplexe, deren 
Höhen sich in einem Punkte schneiden, vgl. auch H. W. Richmond, Quart. Journ. 
32 (1901), p. 251. 

W. J. C. Sharp, Proc. London Math. Soc. 18 (1887), p. 325; 19 (1888), 
p. 423; 21 (1890), p. 316 hat viele bekannte metrische Eigenschaften der Drei- 
ecke und der Tetraeder, speziell in Beziehung zu Kreisen und Kugeln, auf die 
Simplexe ausgedehnt. Z. B. hat er in Bd. 21 den Inhalt des Simplex berechnet, 
der als Scheitel die Fußpunkte der aus einem Punkte x auf die Wände des 
Grundsimplex gefällten Lote hat. Daraus folgt, daß, wenn diese Fußpunkte in 


4 





einer und derselben Hyperebene liegen, > . = (0 wird; der Ort von x (ana- 


log dem Ort'von R. Simson) wird eine V?_,, die dem Grundsimplex 'umschrie- 
ben ist und die Scheitel desselben (rn —1)-fach hat usw., und schon von E. Bel- 
trami studiert worden ist, Mem. Acc. Bologna (3) 7 (1876), p. 241 = = Op. mat. 3, 
p. 53; vgl. °99%, 

122) Ist ein Simplex - A, A,... A, gegeben, und nimmt‘ man auf jeder 
Kante A,A, einen Punkt A;;, so Yale die a—+1 Sphären, deren jede ‚durch 
einen Scheitel und durch die » Punkte hindurchgeht, ‚die auf den Kanten ge- 
nommen sind, die von jenem ausgehen, einen Punkt miteinander gemein: 
W. Haskell, Arch. d. Math. u. Phys. (3) 5 (1903), p. 278. Sind diese Punkte A;, die 
Spuren einer Hyperebene und ist n gerade, so .hat man ein ausdrucksvolleres 
Theorem von H. Kühme, Journ. f. Math. 119 (1898), p. 186, nämlich: -wenn n 
gerade ist, so ‘gehen die den »-H2 durch je n+1 unter:n +2 ‘gegebenen 
Hyperebenen bestimmten Simplexen umschriebenen Sphären ‚durch einen und 
denselben Punkt hindurch. Die n +2 Mittelpunkte jener ec liegen auf 
einer und derselben ‘Sphäre. 

123) E. Study, zitiert in 109). Sind zwei Gruppen von je v Om 2 
Sphären A,,..,4,; Bı..... B, gegeben und bezeichnet s,; die Potenz von 4, 


N 
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eine gebrochene lineare Funktion der Koordinaten einer jeden. Man 
fulgert daraus, daß eine homogene lineare Gleichung zwischen den 
Koordinaten einer Sphäre zum Ausdruck bringt, daß jene orthogonal 
zu einer festen Sphäre ist.'*#) Hieran schließt sich das Studium der 
linearen Sphärensysteme.'”) 

Zu den Sphären eines linearen oo”-Systems (wenn m = 0 ist, 
eine Sphäre) sind die Sphären eines anderen linearen oo“-Systems 
orthogonal, wo m+u=n ist. Unter diesen befinden sich oo#-! 
Punkte (Punktsphären), die eine Untersphäre von der Dimension 
u —1 bilden, durch welche alle Sphären des oo®-Systems hindurch- 
gehen, und zu der alle Sphären des oo“-Systems orthogonal sind. 
Analoges gilt, wenn man m mit u vertauscht. — Auch die Unter- 
suchungen über die Kugeln, die gegebene Kugeln berühren, lassen 
sich von » = 2,3 leicht auf beliebiges » ausdehnen.'?®) 


6. Grundbegriffe der algebraischen Mannigfaltigkeiten. Man 
kınn eine algebraische Mannigfaltigkeit von Punkten (kürzer eine P) 
als den Ort der Punkte definieren, deren Koordinaten einem gegebenen 
System algebraischer Gleichungen genügen; größerer Allgemeinheit 


und B,, eo hat man 





H | vgl. ?"). Oder auch, wenn (hk) der Winkel 
von A,,B, ist und r,,e; die Radien dieser Sphären sind, so hat man 


0 Br 
nn |=0. 

A cos (hi) .‘ 

Aus diesen und anderen Beziehungen hat Study die Lösung verschiedener Fra- 
gen gezogen, die sich auf Sphären beziehen, die n + 2 gegebene unter gleichen 
Winkeln schneiden, oder nt 1 unter gegebenen Winkeln (z. B. den Radius der 
Sphäre, die zu n-+1 gegebenen Sphären senkrecht steht), oder die andere 
Sphären diametral schneiden. 

124) Study a. a. O.; vgl. auch einen Spezialfall bei A. Del Re, Rend. Cire. 
mat. Palermo 2 (1888), p. 124. 

126) G. Schlumberger, Über n-dimensionale lineare und quadratische Ku- 
gelsysteme, Inauguraldissertation, Zürich 1896. 

126) P. H. S:houte, Proc. Akad. Amsterdam 1905, p. 562. Es gibt 2”+° 
Sphären, die n+1 gegebene Sphären berühren; sie werden mit Hilfe der 
2” Hyperebenen konstruiert, deren jede (n-+ 1), Homothetiezentren dern+1i 
Sphären enthält, paarweise genommen. Die oo! Sphären, die nur n gege- 
bene Sphüren berühren, bilden 2"-1 oo!-Scharen: jede dieser Scharen berührt 
jede Sphäre eines 00” 2-Systems und umhüllt eine V}_,, analog der Zyklide 
von Dupin, usw. Allgemeiner hat man, für jedes k, zwei oo%- und ocm-E-1. 
Systeme von Sphären, derart, daß diejenigen des einen diejenigen des anderen 
berühren, und dabei als Enveloppe eine und dieselbe V}_, erzeugen, usw. 
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halber kann man auch zulassen, daß in diesen Gleichungen auch vari- 
able Parameter (rational) enthalten sind.!?”) 

Wenn die so definierte V sich aus Teilen zusammensetzt, die 
verschiedene Dimension haben (vgl. über Dimensionenzahl®)), so kann 
man sie mit Hilfe von Eliminationen getrennt darstellen. Wir wollen 
mit V, eine Mannigfaltigkeit der Dimension % bezeichnen. V, und 
Y, heißen Kurven (CO) und Flächen (F). Eine Y,_, kann man durch 
eine Gleichung zwischen den Koordinaten darstellen; man nennt sie 
auch eine Hyperfläche oder Form. — Wenn eine P, die Gesamtheit 
von zwei oder mehr Y, (ihrer Teile) ist, so heißt sie reduzibel. — Kegel, 
„O;-Kegel“, „Kegel der Art i + 1“ heißt eine V, die aus lauter K +1] 
durch einen [ö] (Scheitel) besteht. 

Eine Y, kann man für beliebige k als vollständigen Durchschnitt 

von #-+1 Formen darstellen.) Man kann die V, auch durch bi- 
rationale Transformation einer Hyperfläche (der Dimension k) des S,;, 
erhalten, so daß, wenn & einen Punkt der gegebenen V, und y 
einen Punkt jenes [k + 1] bezeichnet, 2:2): :2, = %u(Y) 
ply) 2 :9,(y) mit flyoyı - - - Yarı) = 0 ist, wo die d und f (ganze 
algebraische) Formen von %,...%,;, sind, und die Korrespondenz 
eine derartige ist, daß ein Punkt allgemeiner Lage x, der auf diese 
Weise erhalten wird (d.h. der V,), einem und nur einem Punkt y 
entspricht.!?°) 

Ein [an — k] allgemeiner Lage schneidet (d.h. k Hyperebenen 
allgemeiner Lage schneiden) die V, in einer endlichen Anzahl von 
Punkten, die von jenem R nicht abhängt und Ordnung der V, 
genannt wird. Eine V, der Ordnung m wird mit V,” bezeichnet. Für 
m=1 ist die V, ein $,. Wenn ein Punkt P (mindestens) s der 
Schnittpunkte einer V, mit jedem durch ihn hindurchgehenden [» — k] 
absorbiert, so heißt P s-fach für die V,. Eine V, und eine P,, der 
Ordnungen m, m’ schneiden einander, wenn k+K>n ist, im all- 


127) Vgl. für diese Definition und auch für die folgenden Gegenstände 
dieser Nummer (falls nicht andere besondere Zitate gegeben werden): (©. Segre, 
„Introduzione“. Vgl. auch L. Kronecker, Journ. f. Math. 92 (1881), p. 1; J. Molk, 
Acta math. 6 (1885), p. 1. 

128) Vgl. die zitierten Arbeiten. Die »-+1 Formen sind gegeben z.B. 
durch die Kegel, welche die P, aus n+1 [na —k— 2] allgemeiner Lage proji- 


zieren. 


129) Um das zu beweisen, kann man die Y aus einem [a —k— 2] allge- 
meiner Lage auf einen [k +1] projizieren; dann erhält man in diesem R eine 
Hyperfläche, und für die gegebene Y, eine Darstellung, analog der monoidalen 
der gewundenen Kurven; vgl. Halphen ®)). 
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gemeinen in einer V,,,_, von der Ordnung mm’.'%) Ist im beson- 
deren k+1’=n, so haben sie im allgemeinen mm’ Punkte mitein- 
ander gemein.!?!) 

Die Definition der algebraischen Mannigfaltigkeit (a erstreckt sich 
auch auf den Fall, in dem an Stelle des Punktes andere Elemente 
treten, deren Koordinaten definiert sind, z. B. Räume?) oder 
auch Pımktpaare. In letzterem Falle wird so der Begriff der algebra- 
ischen Korrespondenz oder Transformation zwischen zwei V definiert. 
Besteht zwischen zwei V, eine algebraische Korrespondenz, die in 
einem Sinne eindeutig ist, so ist sie in diesem Sinne auch rational, 
d.h. die Koordinaten der Punkte der einen V, können durch rationale - 
Funktionen der Koordinaten der homologen Punkte der anderen aus- 
gedrückt werden. Ist die Korrespondenz ein-eindeutig, so ist sie auch 
birational. Eine M heißt rational oder homaloid, wenn sie birational 
auf einen R bezogen werden kann. 

Im besonderen kann man zwischen zwei S, birationale Korre- 
spondenzen betrachten. Unter diesen gibt es die bilinearen Korrespon- 
denzen, oder Kollineationen, Homographien, dargestellt durch 


RR. U x 
0%, = 4, 


mit der Bedingung (der Auflösbarkeit nach den x, d.h.), daß die 
Determinante |a,,|=#0 ist. Spezielle Fälle von Kollineationen sind: 
die Bewegungen (Nr. 4), die Affinitäten (Kollineationen, welche die un- 
endlich-ferne Hyperebene in sich überführen), die Ähnlichkeiten (welche 
die absolute J?_, in sich überführen). 

Mit den verschiedenen Korrespondenzen sind, nach Klein *®), ver- 
schiedene Richtungen geometrischer Forschung verknüpft. So hat 
man im S, die Elementargeometrie und die projektive Geometrie, welche 
die gegenüber den Ähnlichkeitstransformationen bzw. den Kollinea- 


130) Vgl. Halphen ebenda; und den vollstündigeren Beweis von M. Noether, 
Math. Ann, 11 (1877), p. 571. Vgl. auch den Beweis (für den Fall k+A’=n) 
mittels des Korrespondenzprinzips im S, (Nr. 46), der von M. Pieri, Giorn. di 
mat. 26 (1888), p. 251 gegeben ist. 

131) Eine V, ist linear, also ein [k], wenn von jedem Punkte der V, mehr 
als zwei in ihr liegende [: —1] ausgeben: 7". Klein, Math. Ann. 28 (1887), p. 547; 
bewiesen von (©. Segre, Matlı. Ann. 50 (1887), p. 308. 

132) Unter den algebraischen Mannigfaltigkeiten von [k] heißen [k]-Kom- 
plexe (vom Grade m) diejenigen, die mittels einer Gleichung (m. Grades) 
zwischen den Koordinaten 9,,... der [k] dargestellt werden können. So ist 
ein spezieller linearer [k)-Komplex das System der [A], die mit einem 
[n—1:--1] inzident sind. (Andere Autoren sprechen von „Komplex“ in anderem 
Sinne.) 
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tionen invarianten Eigenschaften zum Gegenstand haben. Die Gesamt- 
heit der Eigenschaften einer V, die gegenüber den birationalen 
Transformationen dieser invariant sind, heißt Geometrie auf der V.??) 
Vgl. auch HIAB4b (Fano). 

Die Ordnung m einer V, ist ein projektiver Charakter. Ein an- 
derer wichtiger projektiver Charakter der V ist die Dimension des 
kleinsten R, in dem sie enthalten ist, oder, wie man sagt, des L;, 
dem die VW (eigentlich) angehört, oder in dem sie eingebettet 
(immersa) ist.'”) Dieser Charakter kann eine bestimmte Grenze nicht 
überschreiten, wenn k und m gegeben sind. In der Tat hat W. K. 
Clifford?) bemerkt, daß eine irreduzible C” immer in einem [m] 
oder in einem Raume niedriger Dimension enthalten ist: sie gehört 
also zu einem Raume von der Dimension <m. Und Veronese („Be- 
handlung“ Nr. 4) hat folgende Verallgemeinerung ausgesprochen: Eine 
irreduzible V” gehört einem R der Dimension <m-+- k—1 an. Bei- 
spielsweise sind die irreduziblen V? in einem [% +1] enthalten.®) 
Wir werden im folgenden die ©” des [m] und die V7* des [m --k—1] 
studieren. Wir können hier schon erwähnen, daß sie sational sind, 
weil jene Vi" aus einem [m — 2], der m —1 seiner Punkte verbindet, 
sich ein-eindeutig auf einen [k] projizieren läßt.'?7) 

Viele Y werden gut als Projektionen anderer Y derselben (oder 
höherer) Ordnung studiert, die höheren Iäumen angehören. Diesem 
Gedanken zufolge reduziert sich das Studium auf dasjenige der V, 
die nicht Projektionen anderer 7 derselben Ordnung sind, die einem 
höheren Raume angehören. Derartige V heißen normal.!?®) Man sagt auch 


133) Um die Geometrie auf einer V,, zu studieren, kann man, wenn man 
will, annehmen, daß diese in einem [%-H1] enthalten sei, d.h. eine Hyper- 
fläche sei. Die Geometrie auf einer rationalen V, kann studiert werden, indem 
man für diese Y einen R nimmt. 

134) So sagt P. Del Pezzo in seinen Arbeiten: „immersa“, 

135) „Loei.“ Clifford hat auch bemerkt, wie dieses sein Theorem Anwen- 
dungen findet, z. B. in der Liniengeometrie des S, (auf die drei Arten von 
Regelflächen 4. Grades) und in der Geometrie der linearen Systeme von Kur- 
ven, Flächen usw. 

136) Dieser besondere Satz findet sich schon bei Halphen °'), p. 51. 

137) Projiziert man eine V, der Ordnung m &us einem passenden Raume, 
der u Punkte derselben enthält, auf einen dualen R, so erhält man eine V,, von 
der Ordnung m— u. So wird eine C”, die einem $, angehört, ein-eindeutig 
mittels Projektion auf eine ebene C von der Ordnung m —n-+ 2 bezogen (Clif- 
ford, „Loci“). 

138) C. Segre hat so die allgemeine Bedeutung des Wortes normal fixiert 
(Rend. Lincei (4) 3 (1887),, p. 152; Math. Ann. 34 (1889), p. 1). Früher wurden 
gesondert manche C, F,... als Normalkurven, Normalflächen, ..... definiert. 
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ein Raum sei für eine Y” normal, wenn zu ihm eine normale Y» 
gehört, welche die erste als Projektion hat. Die irreduziblen Fr des 
[mw + k — 1] und speziell die CO” des $, sind normal. 

Die projektive Geometrie des $S, kann mittels der Methoden der 
Invariantentheorie (vgl. IB2 (W. Fr. Meyer)) studiert werden. Man kann 
die symbolische Bezeichnung von Aronhold und Clebsch verwenden usw. 
So hat letzterer bewiesen'”), daß die Mannigfaltigkeit, die im $, 
durch eine beliebige Gleichung in Punkt-, Geraden-, ... [k]-, 
„.., Hyperebenenkoordinaten dargestellt wird, symbolisch in der Form, 
(Normalform) eines Produkts von Determinanten der Ordnung » +1 
gegeben werden kann, wie (xy...ab...) oder auch (aß...&n...), 
wo zy... Punkte und &7... Hyperebenen sind, welche die genannten 
Räume zu bestimmen haben, und ab... Reihen gleichartiger Sym- 
bole mit den xy... sind, und analog «ß... mit den &n..."). Daraus 
folgt ein Weg, um die Invarianten (Kovarianten usw.) eines ge 
gebenen Systems von Hyperflächen, Komplexen usw. hinzuschreiben. 

In der Geometrie auf einer irreduziblen V, (s. oben), X, sind die 
linearen Scharen oder linearen Systeme von V,_, wichtig, d.h. die 
Schnitte von X mit den linearen Systemen |p| von Formen 


Zig,e) = 0.) 
Wenn |p| ein oo’-System ist, und es oo‘ Formen von |p| gibt, 
die X enthalten (wenn keine, so setzt man = —1), so wird 
die Dimension jenes Systems von V,_, d&=h—t—1. Durch d 
Punkte allgemeiner Lage von X geht eine und nur eine V,_, des 
Systems.!!) Transformiert man X rational in eine andere Mannig- 


139) In bezug auf eine Reihe von Koordinaten p,,... eines S; ist eine 
Normalform f dadurch charakterisiert, daß für jede quadratische Beziehung 
pas --Pea: = 0, welche die p (Nr. 2) verknüpft, die Identität: 


0°f 
- =0 
DE Fwwae, YEReE 


besteht. Vgl. auch Antonelli '9. 

140) Vgl. aufs neue, für das Folgende, Segre, „Introduzione", $ 4. Wenn X 
ein 8, ist, so ist die lineare Schar von V,_, ein gewöhnliches lineares System 
von Formen. (Die Benennung „lineare Schar“ ist vorzüglich für k=1 gebraucht 
worden; „lineares System“ für k >ı1. Hier unterscheiden wir die beiden 
Fülle nicht.) 

141) Wenn X rational ist, z.B. ein R, so charakterisiert das Bestehen 
dieser Eigenschaft für ein passend gewähltes d die linearen Systeme (speziell 
die Linearsysteme von P,_, im $,. Vgl. auch Bertini, „Introd.“, p. 222 ff.). So 
auch, wenn X beliebig ist, wofern man nur annimmt, daß d>1 ist und ge- 
wisse susammengesetste Scharen ausgeschlossen werden (vgl. '*N)). Es ist dies 
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faltigkeit X’, so geht eine lineare Schar von X, z.B. das System 
der hyperebenen Schnitte, in eine lineare Schar von X’ über. Ist 
umgekehrt auf X eine lineare Schar gegeben, z. B. durch das System 
Iı,p,(x) = 0 ausgeschnitten, so steht die mittels der Formeln 
y,—= 9,(x) erhaltene Transformierte Y von X mit X in einer solchen 
rationalen Korrespondenz, daß jener linearen Schar die Schar der ebe- 
nen Schnitte auf Y entspricht. Man sagt alsdann, daß Y die lineare 
Schar von X darstellt (abbildet) oder umgekehrt. Die Korrespondenz 
zwischen X und Y ist ein-eindeutig, d.h. birational, wenn es nicht 
eintritt, daß die V,_, der gegebenen linearen Schar von X, wenn sie 
durch einen Punkt allgemeiner Lage hindurchgehen, notwendig durch 
andere mit jenem variable Punkte von X hindurchgehen, d.h. wenn 
jene lineare Schar nicht zusammengesetzt ist.) Y ist alsdann eine 
V,, deren Ordnung dem Grad der linearen Schar gleich ist (d. h. der 
Anzahl der variablen Schnittpunkte von k V,_, allgemeiner Lage der 
Schar). Y ist normal, wenn die Schar vollständig ist (Vollschar, Voll- 
system), d.h. wenn sie nicht in einer anderen Schar derselben Ord- 
nung und desselben Grades, aber größerer Dimension enthalten ist. 
Im folgenden (Nr. 24, 26 m) werden diese allgemeinen Betrach- 
tungen durch Eosukels; Fälle illustriert. 


7. Abzählendes über Unterräume. (Vgl. II C 3 (Zeuthen)). Wie 
die Geraden des S, eine Mannigfaltigkeit 2. Ordnung bilden, ent- 
sprechend dem Satz, daß es 2 Strahlen gibt, die 4 gegebene 
Strahlen schneiden, so kann man fragen, von welcher Ordnung die 
Mannigfaltigkeit M der Dimension (k + 1)(n — k) ist, die aus den 
[%] des S, besteht: diese M wird nach Nr. % mittels Kootiinnteh der 


[X] als eine V eines 6 ı) — 1] dargestellt, die durch jene 
ein Theorem von @. Castelnuovo, Atti Ace. Torino 28 (1893), p. 727, und F\ En- 
riques, Rend. Lincei (5) 2 (1893), p. 3. 

142) Wenn auf X eine oo%"-Schar von V, von der Beschaffenheit existiert, 
daß durch jeden Punkt allgemeiner Lage von X eine jener V, hindurchgeht, so 
kann man immer auf X eine lineare Schar von V,_, so konstruieren, daß sie 
mit jener 00%°”4.Schar von V,; zusammengesetzt ist, d. h. daß jede ihrer V,_, aus 
00%-3-1 jener V, zusammengesetzt ist. In einem solchen Falle entspricht jeder 
Punkt y von Y allen Punkten x einer V;; Y hat die Dimension k — et. 

Speziell, für = 0, reduzieren sich die Y, auf Gruppen einer endlichen An- 
zahl u von Punkten, und man hat eine Involution vom Grade u auf X sowie die 
Abbildung ebendieser Involution mittels der Punkte der Y,, Y. Man sagt, daß 
die gegebene lineare Schar auf X, die mit dieser Involution zusammengesetzt 
ist, eine u-fache V,, Y darstellt. Auf Y hat man das Übergangsgebilde zu be- 
trachten, den Ort der Punkte von der Beschaffenheit, daß zwei ihrer u homologen 
auf X zusammenfallen. 
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quadratischen Gleichungen zwischen den p definiert ist. Die Ord- 
nung ist gleich der Anzahl der [A] des S,, die (k+1)(n—k) 
linearen Komplexen von |[k] gemeinsam sind; und speziell gleich 
der Anzahl der [k], die (k+1)(n—k) gegebene [1 — k—1] 
schneiden. : s 

Diese Anzahl ist vor allem für die Geraden vollständig bestimmt: 
C. Stephanos’*) hat angegeben, daß die Geraden des S, eine M der 
5. Ordnung (vgl. auch Nr. 2) bilden; und W. Fr. Meyer‘) hat all- 
gemein ausgesprochen, daß die Anzahl der Geraden des $,, die mit 


2n—2 S,_,inzident sind, Sa ( er ” *) ist.) Sodann hat H. Schu- 


n—1 
bert‘#) für beliebiges k die folgende Zahl gefunden, welche die allgemeine 


Frage löst: 





nn — NR —H!....n—ht' 


Der von Schubert eingeschlagene Weg, um dieses Resultat und 
andere zu gewinnen, ergibt sich aus der Anwendung der abzählenden 
Methoden auf den S,, die er schon früher für den $, verwandt hatte: 
d. h. hauptsächlich aus dem Kalkül mit Bedingungssymbolen, und der 
Erhaltung der Anzahl. (indem man gegebene R inzidieren läßt usw.) 
Er geht davon aus, die von ihm definierten (Nr. 3) allgemeinsten 
Grundbedingungen (Ay a, .... a,) zu betrachten, und sucht die Be- 
stimmung der Anzahl der [k], die solchen Bedingungen genügen, 
wenn ihre Dimensionssumme = (k +1) (n—.k) ist. Diese Bestim- 
mung ist erledigt, wenn es gelingt (Fundamentalaufgabe): Das Pro- 
dukt von je zwei Grundbedingungen d. und e. Dimension durch eine 
Summe von (d + e)-fuchen Grundbedingungen auszudrücken. 

Diese Fundamentalaufgabe löst Schubert vollständig für die Ge- 
raden“*) mit folgendem Ergebnis. Um die (An — 2 —a— a —b— ß)- 
fache zusammengesetzte Bedingung (a, «)(b, 8) auszudrücken, ent- 
scheide man, welche der Summen a -+ß, b+«, < der anderen ist. 
It . Ba+tß<b-+ta, so wird"): (a,b, ß)=(atß—n, 


143) „Apolarität“, p. 395. Das ist dort aus der Anzahl der Involutionen 
n. Ordnung mit gemeinsamen 2n — 2 Elementenpaaren abgeleitet worden (vgl. 
Nr. 27). — Vgl. auch W. Fr. Meyer, Math. Ann. 21 (1883), p. 125. 

144) So gibt es im $, 14 Gerade, die 8 S, allgemeiner Lage schneiden 
Demzufolge hat man in S,, analog den Quintupeln assoziierter Geraden von S$, 
(Nr. 2), ein System von 14 assoziierten Geraden, das durch beliebig genommen. 
7 von diesen bestimmt ist: die 00'S,, die 7 derselben schneiden, schneiden 
notwendig auch die anderen 7. 

145) Mitteil. der Math. Ges. Hamburg 1 (1884), p. 87. Vgl. auch die in 
den Anm. '°?) und "°®) zitierten Arbeiten. 

146) Math. Ann. 26 (1856, datiert 1884), p. 26. 
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DHa—n tl) +(at+B-nhd+e—n+N+(a+B- 
»— 2, b+ae—n+3)+:--+la + —n+1,e+ß—n) 
 Dureh wiederholte Anwendung dieser Formel drückt Schubert 
(n —2, n)" und (a — 3, n)* aus, d. h. die Bedingungen, die einer 
Geraden auferlegt werden, die h gegebene [a — 2] oder auch A 
[» — 3] schneiden soll‘); und daraus leitet er z. B. die folgen- 
den Korollare ab: die Anzahl der Strahlen, die einen gegebenen 


[a] und n + a — 1 gegebene [n — 2] schneiden, ist a: (n-+ a).."*) 


Die Anzahl derjenigen Strahlen, welche jeden von n — 1 gegebenen 
|» — 3] schneiden, ist 


(2 — 4,3 — rn — 1, @n N), +%— 1), rn — 10),5 

In einer späteren Arbeit hat Schubert aus ebenjener Formel 
(a, «)(b, ß) den allgemeinen Ausdruck für die Anzahl der Geraden 
abgeleitet, die qg Grundbedingungen (a, «,) ... (a, «,) genügen, wenn 
diese Anzahl endlich ist, d.h. won , +, +: +4,+4,= 
(2n — 1)(g— 1) + 1.0) Nimmt man speziell alle «,— n, so folgt 
daraus die Anzahl der Geraden, die q gegebene R [a,], .. ., [a,] 
schneiden, wo Za,—= (q — 2)(n — 1) ist."°') 


147) Erscheinen in dieser Formel Bedingungssymbole (p, g), wo p negativ 
ist, und überhaupt in je einer Formel dieser Nr. sinnlose Bedingungssymbole, so 
sind sie alle = 0 zu setzen. 

148) (n—2, = (n—h—1, n)-+(h), . = n—h, n—1)+(h), Bi 
n—h+i1,n—?2)-+(h), md.m—h+?, n—3)-++::-, abgebrochen, sobald 
ein Koeffizient SO wid. 2 

149) Für a=n— 2 erhält man die oben erwähnte Zahl von W. Fr. Meyer 
wieder. Für jedes « hat man in der obengegebenen Zahl die Ordnung der 
Vn_a, Ort der geraden Linien, die mit n+a— 1 Räumen [an — 2] inzident 
sind. So bilden die mit n solchen Räumen inzidenten geraden Linien eine 
Vazı. 

150) Mitteil. der Math. Ges. Hamburg 3 (1892), p. 86. Diese Anzahl ist: 
ss +2 + +9 +Gs ts +: )- Get‘) + Best) 
— + 17850. wdeg;—a,e=4L%d,+4g9—2, und danns=(ey_,, 
= (e— dag, Sa (e—d; — dy)g-. a," + gesetzt ist. 

F. Palatini, Periodico di mat. 25 (1910), p. 163 hat die auf dieser Formel 
basierenden Berechnungen ein wenig vereinfacht. 

151) Z. B. gibt es im $, bez.: 14, 9, 6, 4, 3 Geraden, die sich auf h Ebenen 
und 8—2h $, stützen, wo h=0, 1, 2, 3, 4 ist. Diese Anzahlen sind später 
von O. Landsberg, zitiert in °%), wiedergefunden worden: er hat auf alye- 
braischem Wege die Anzahl der Geraden und Ebenen des S, (und $,) gefunden, 
‚die mit gegebenen R inzident sind, indem er sich der quadratischen Gleichungen 
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Für die [%] mit beliebigem k wurde die Fundamentalaufgabe schritt- 
weise gelöst. Zuerst hat Schubert das Produkt (a, @, ---, @,)u aus- 
gedrückt, wo u die Bedingung ist, einen gegebenen [a—k—1] zu 
schneiden!®); und daraus hat er die Anzahl der [%] abgeleitet, die 
(4,0, ...a,) genügen und außerdem H== Za, — 4k(k + 1) gegebene 
[nr — k — 1] schneiden; sie ist ae > wo D das Produkt aller 
positiven Differenzen je zweier der Zahlen a bedeutet.'%%) Sodann hat 
@. Castelnuovo das Produkt von (a,a,...a,) mit der Bedingung, eine 
gegebene Gerade zu schneiden, erhalten und daraus (durch Reduktion 
mit geeigneten Kunstgriffen auf die eben wiedergegebene Formel 
von Schubert) die Anzahl der [k] hergeleitet, die (a,a,...@,) ge- 
nügen und außerdem N gegebene Geraden schneiden, wo (a —k—1)N 
—= Za, — tk(k + 1) ist.) Ist speziell n = pg, so ist die Anzahl der 
[fr —p — 1], die (» +1) (ga — 1) gegebene Geraden des $, schnei- 
den, durch die (8. 814 gegebene) Ordnung der M der [p] ausgedrückt 
die in einem gegebenen [p-+qa—1] enthalten sind.'°°) M. Piers'°®) 


Nr. 2) bediente, die die Koordinaten verknüpfen, und der Theoreme über die 
Durchschnitte algebraischer Gebilde, usw. 

Eine allgemeinere Untersuchung hat M. Caspar, Math. Ann. 59 (1904), p. 517 
angestellt, indem er algebraisch die Bedingung (a, «) für den Strahl von $, be- 
handelte und so die Formel (a, «)(b, £) von Schubert wiederfand, usw. 

Für die Geraden des 8, und des $, hat F. Palatini, Atti Ist. Veneto 9, 
(1899—1900), p. 861, und 60, (1900—1901), p. 371, indem er sie als Punkte 
einer Mannigfaltigkeit bez. ie S, und im $,, darstellte, verschiedene Anzahlen 
wiedergefunden. te 

152) Acta Math. 8 Sr ö p. 97. Dieses Produkt ist gleich i= Summe der 
Symbole, die man aus (a,a, ---a,) durch Subtraktion der Einheit von einem be- 
liebigen der «a erhält. 

153) Als Korollar erhält man daraus die schon im Texte erwähnte Anzahl 
der [k], die (k+1)(n — k) gegebene [nr —k— 1] schneiden. 

In einer weiteren Arbeit, Math. Ann. 38 (1891), p. 598, hat Schubert durch 
beliebig häufige (h malige) Verwendung der Formel, die in der Anm. !°%) zitiert 
ist, das Produkt (a,a, ---a,)u?* als Summe von Grundbedingungen ausgedrückt; 
und in der in !°°) erwähnten Note hat er die folgende Formel erhalten, welche 
die Anzahl der [k] gibt, die zwei beliebigen Grundbedingungen genügen und 
außerdem A-mal der Bedingung u, wo h so beschaffen ist, daß diese Anzahl end- 
lich wird: 

1 1 
Wet We 
(0,0, *-a,)(b,d, + b)w hl | en 





1 1 
| +h— m" ru 
154) Rend. Lincei (4) 5 (1889),, p. 71. 
155) Dieses Resultat hat Castelnwovo erlaubt, die Anzahl der linearen 
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hat das Produkt der (a,a,...a,) und eine der folgenden Bedingungen 
ausgedrückt: die Bedingung, einen beliebigen Raum [h] (mit k<n— k) 
in einem Punkte zu schneiden'”); oder diejenige, einen gegebenen 
fr) mit AR>n—k—1) nach einem [k+k—n»--1] zu schnei- 
den’); oder endlich die Bedingung, einen gegebenen [%] nach einem 
[% — 1] zu schneiden, der einem gegebenen Grundgebilde angehören 
soll, und insbesondere einen gegebenen [h] nach einem [k — 1] (ohne 
Beschränkung) zu schneiden. 

Endlich hat @. Z. Giambelli"’®), noch auf Grund der Metho- 
den von Schubert, die folgende fundamentale symbolische Formel be- 
wiesen, in welcher 6, die einem [k] auferlegte Bedingung bezeichnet 








Spezialscharen anzugeben, die auf einer Kurve vom Geschlecht p existieren, 
wenn sie endlich ist. Rend. Lincei (4) 5 (1889),, p. 180. 


156) Drei-Noten in Rend. Ist. Lomb. (2) 26 (1893), p. 534; 27 (1894), p. 258; 
28 (1895), p. 441. 


157) In diesem Falle (der fürh=n—k—1 und h=1 diejenigen von 
Schubert und Custelnsovo gibt) wird das Produkt = der Summe der Symbole 
(a, —bu, a —b,, ».., a,— bj), die man erhält, wenn man den k-+1 Zahlen b 
‚sämtliche Werte > 0 gibt, derart, daB Zu, =n—h—k,b, <a, +1, <a — a, 
,. <<, —a,.., <m—a,_, wird. 

Damit hat man schon die Möglichkeit, in jedem numerisch gegebenen Falle 
au berechnen, wie viele [%] (eines gegebenen Grundgebildes) existieren, die ge- 
gebene Räume schneiden. 

So: gibt es in [6] 16 Ebenen, die 6 gegebene Ebenen schneiden. In [7] 
gibt es 6 Ebenen, die 5 gegebene schneiden, und. 126 8,, die 8 gegebene 
Ebenen schneiden. In [8] gibt es 40 Ebenen, die mit 6 $, inzident sind. 


158) Das Produkt ist alsdann die Summe der Bedingungen (, — 4,4 —6,, 
., &— €), die man erhält, wenn man die c=0 oder 1 nimmt, und zwar 
so, daß die Summe der ec=kh+k—n-+ 2 wird. 

Mittels dieser Formel und derjenigen !5”), die dem ersten Fall ent- 
spricht, kann man die folgenden Anzahlen wiederfinden, die O. Landsberg auf 
algebraischom Wege in seiner schon zitierten Dissertation ®°) erhalten hat. Es 
gibt in $, (p, q, r) Ebenen, die mit p $, und g S, je einen Punkt, mit r S, 
aber je eine Gerade gemein haben, und zwar ist (0, 9, )=42; (1,7,0)= 21; 

8&,5,)-=11; (1,5, )=10; (8, 3, )-6; (1,3, 9=5; (4, 1, 3; 
81,1)=3; (2, 1,2)=2. Es gibt in $, 6 Ebenen, welche mit einer Ebene eine 
Gerade und mit 5 Ebenen einen Punkt gemein haben. — Vgl. auch die Bestim- 
mung verschiedener Anzahlen, die sich auf die Inzidenz von Geraden, Ebenen 
8, innerhalb $, beziehen, auf elementarem (geometrischem) Wege in U. Perazso, Mem. 
Acc. Torino (2) 54 (1904), p. 149: wo auch®einige bemerkenswerte Mannigfaltig- 
keiten studiert sind, die durch derartige Inzidenzbedingungen bestimmt sind 
wie im folgenden noch gesagt werden wird. 

159) Mem. Acc. Torino (2) 52 (1902), p. 171. — Ein wenig früher hatten 
F. Palatini und G. Z. Giambelli (Atti Torino, 36 (1901), p. 459) explizite Formeln 
für das Produkt zweier Grundbedingungen in bezug auf Ebenen angegeben. 
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einen gegebenen [an —k—i] in einem Punkte zu schneiden, und 
vorausgesetzt ist, daß o,—= 1 und die 6 mit negativem Index gleich 
O sind: 


n—q, Er BR | et OGn-a,—k 
) er O,-a, n-a,-1 .r O,-a,—k 
(Ay Ay: 3) = 
.. 
0,-a, R On-ap-k 








Vermöge dieser symbolischen Formel läßt sich jedes Produkt von 
Grundbedingungen auf Grund der früheren Resultate von Pieri auf 
eine Summe von Grundbedingungen zurückführen; und demgemäß kann 
das allgemeinste Problem (8. 814) in jedem gegebenen Fall gelöst wer- 
den.) Giambelli ist es durch Einführung passender algebraischer 
Symbole auch gelungen, eine allgemeine Formel zu konstruieren, 
die den genannten Ausdruck des Produkts einer beliebigen Anzahl 
von Grundbedingungen gibt. Insbesondere folgt daraus: 

Die Anzahl der [k], welche den p +2 charakteristischen Be- 
dingungen (m, .:.@;) (bob - - 54) (61 -»-%) +: (fahr - - - fx) genügen, 
wenn die Summe ihrer Dimensionen = (k + 1) (n— k) ist, ist durch 
die Summe der Werte gegeben, die man für den Koeffizient von 


” 


EA a gro Ei gr 


in dem Polynom 


TAT ea TER 
| ” 
Ugerı X | | 
a | \ 
rt 2.1 | yNn—e AN—C, \ | n— Nn— | 
WERKE ER TEEN 7 BE ERBE 7 Sa I» 


erhält, wenn man für alle Permutationen yd...& der Indizes O1... k 
jedem Koeffizienten das Vorzeichen + oder — erteilt, je nachdem die 
besagte Permutation 96... eine gerade oder ungerade Permutation 
ist. 167) 





160) Ein anderer Weg, analog jenem, für die numerische Lösung des- 
selben Problems, ist von Giambelli auf S. 1062 der Note Atti Acc. Torino 40 
(1905), p. 1041 angegeben worden; er beruht auf einer symbolischen Formel (ähn- 
lich der oben hingeschriebenen von Giambell), die man H. Schubert, Mittl. 
der Math. Ges. Hamburg 4 (1903), @. 97 verdankt (die Formel befindet sich 
auf $. 104). 

161) Für zusammengesetzte Gebilde von zwei oder mehreren Räumen in 
spezieller Lage sind auch Anzahlen (Inzidenzformeln) von H. Schubert berechnet 
worden: Z. B. in Mittl. der Math. Ges. Hamburg 3 (1891), p. 12; Math. Ann. 45 
(1894), p. 153; Math. Ann. 57 (1903), p. 209; Mitt. der Matlı. Ges. Ham- 
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Oharakteristiken-Problem für Unterräume. Schubert hat auch dieses 
Problem gelöst!®?), d.h, er hat die Anzahl der [%] bestimmt, die 
2 gegebene M von [k], & und &’, miteinander gemein haben, für. 
welche die Summe der Dimensionen s und # st! =(k+1)(n—k) 
ist. Er nennt Gradzahlen von & die Anzahlen, die besagen, wie 
viele seiner [k] die s-fachen Grundhedingungen befriedigen.!%) Zu der 
Gradzahl (a,a, ...a,) von & konjugierte Gradzahl von 2’ heißt die- 
jenige, welche der s-fachen Bedingung (r— a, n —a_1,..,n—4,) 


burg 4 (1903), p. 97. So findet man in der ersten Arbeit Formeln für Gebilde, 
die aus einer Ebene mit zweien ihrer Punkte gebildet sind (Punktepaare); aus 
einer Ebene mit zweien ihrer Geraden (Strahlenpaare); aus einem Strahl mit 
einem oder zwei auf ihm liegenden Punkten und zwei durch ihn hindurchgehen- 
den Ebenen (Ebenenpaare): wenn den genannten Punkten, Geraden und Ebenen 
elementare Bedingungen auferlegt werden. In der dritten Arbeit (Math. Ani. 57) 
handelt es sich um einen [m -+g], der einen [m] enthält; in der vierten um 
einen [m + q] und einen [m + g’], die einen [m] gemeinsam haben sollen. 

Auch N. Giampaglia, Atti Ace. Gioenia Catania (4) 17 (1904) gibt Inzidenz- 
formeln für Punkt und Gerade, Gerade und Ebene, Punkt und Ebene. | 

In anderen Schriften, die in Nr. 17 zitiert werden, findet man auch (anläß- 
lich von Degenerationen der ©) Anzahlen in bezug auf verschiedene Arten von 
Gruppierungen von Räumen. — 

Es ist zu bemerken, daß H. Schubert in seinen letzten Arbeiten (Jahresber. 
der Deutsch. Math.-Verein. 12 (1903), p. 89; Math. Ann. 57 schon zitiert, usw.) die Be- 
zeichnung (q,a,...a,) für die S, gewechselt hat, indem er jedes a, durch 
n—a,— k-Hi ersetzt; (es wird also jede neue Zahl < der vorhergehenden). Der 
Vorteil dieser neuen Bezeichnungsweise liegt vor allem (so sagt $.) darin, daß die 
Summe der in Klammern gesetzten Zahlen stets die Dimension der so bezeich- 
neten Bedingungen angibt. yo 

162) Mittl. der Math. Ges. Hamburg 1 (1886), p. 134. - 

163) So hat ein o0%-System zwei Gradzahlen: die Anzahl der [?], welche 
einen a» —k— 2] schneiden, und die Anzahl derjenigen, die einen a — A] 
nach einer Geraden schneiden. 

Es empfiehlt sich, die Gradzahlen der Systeme von Geraden in S, anzugeben: 
wir nennen sie Ordnung und Klasse. Für ein 2, (0o0°-System, Komplex) hat man 
nur die Ordnung — der Anzahl der Geraden, die einem gegebenen Büschel 
angehören. Für ein Z, ist die Ordnung — der Ordnung des Kegels der oo! 
Geraden, die durch einen gegebenen Punkt hindurchgehen, die Klasse = der 
Anzahl der Geraden, die in einer gegebenen Ebene liegen. Für ein Z, ist 
die Ordnung — der Anzahl der Geraden, die durch einen gegebenen Punkt 
hindurchgehen, die Klasse = dem Grad der oo!-Schar von Geraden, die 
einem gegebenen [3] angehören. Für ein Z, (oder Kongruenz) ist die Ordnung 
== der Anzahl der Geraden, die eine gegebene Gerade schneiden, die Klasse — 
der Anzahl der Geraden in einem [3]. Für &, hat man lediglich die Ordnung 
>= der Anzahl der Geraden, die eine gegebene Ebene schneiden. — Sind ein 
2, und ein 3, gegeben, für die s+ #—6 ist, so sind bei diesen Bezeichnungen 
immer ihre Ordnungen konjugiert und ebenso auch (wenn sie existieren) ihre 
Klassen 
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entspricht. Unter dieser Voraussetzung beweist Schubert [indem er 
X, £’ mittels einer Reihe von Homologien (Nr. 8) umwandelt, deren 
charakteristisches Doppelverhältnis = 0 ist]: die Zahl der gemeinsamen 
[%] ist gleich der Summe der Produkte aller möglichen konjugierten 
Gradzahlen der beiden Systeme.!*) 

Wenn für die Systeme &, 2’ s-+-s>(k+1)(n—k) ist, so 
haben sie ein System von [A] von der Dimension s + s’— (k+1) (a —k) 
miteinander gemein, dessen Gradzahlen nach dem eben ausgespro- 
chenen Theorem gegeben sind. Durch sukzessive Anwendung dieses 
Theorems kann man daher in jedem möglichen Falle das Problem 
lösen, zu finden, wie viele [k] es gibt, die mehreren gegebenen 
Systemen gemeinsam angehören. !®) 


11. Projektivität. 

8. Projektivitäten. Man kann die Elemente der Geometrie der 
Lage im S, ganz analog den von Möbius und v. Staudt für den 5, 
verwandten Methoden entwickeln.!*) Zwei [n] S und 5’ heißen pro- 
jektiv, und zwar kollinear (homographisch) oder reziprok (korrelativ) 
verwandt, wenn ihre Elemente (Punkte und Hyperebenen) in einer 
solchen Korrespondenz zueinander stehen, daß zwei Elementen von S, von 
denen das 1. dem 2. angehört, zwei Elemente von 5’ entsprechen, von 
denen ebenfalls das 1. dem 2. angehört (Kollineation, Homographie) 
oder das 2. dem 1. (Reziprosität, Korrelation). Diese Definition über- 
trägt sich unmittelbar auch aufzwei Grundgebilde 1. Art (Nr. 3). Aus ihr 
folgt, daß einem R ein R entspricht, einer harmonischen Gruppe eine 
harmonische Gruppe; einem Grundgebilde 1. Art von S ein projek- 
tives Gebilde von 8’; daß die entsprechenden Doppelverhältnisse‘") 


164) So hat man für die Geometrie der Geraden des S, ein oder zwei Pro- 
dukte, ebenso wie in derjenigen des S, (Halphensche Sätze). 

165) So gibt Schubert die Formel, welche die Anzahl der Geraden ausdrückt, 
die n— 1 Systemen von der Dimension 2» —4 gemeinsam sind. 

166) Vgl. Veronese, „Behandlung“, Nr. 16. 

167) Die Doppelverhältnisse von vier Elementen einer Punktreihe oder eines 
Büschels werden wie im S, definiert. — Hinsichtlich jener zitieren wir E. Busche, 
Math. Ann. 41 (1893), 8. 591, der das Doppelverhältnis von vier Punkten einer Ge- 
vaden konstruiert, indem er durch diese einen hinreichend hohen R zieht. $. Kantor, 
Atti Acc. Torino 36 (1901), 8. 916 gibt das folgende allgemeinere Theorem : Man 
habe im S, die Punkte P, P,... P,: sie werden auf alle möglichen (n), Weisen 
in zwei Gruppen von a, b (a+db= n) verteilt, die bez. mit zwei festen 
Punkten A, B mittels eines S, und eines S, verbunden werden, die sich in emem 
Punkte T schneiden werden. Alle diese Punkte 7 liegen in einer und derselben 
Hyperebene, die die Gerade AB in einem Punkte D schneidet, während die Ilyper- 


ebene P, ... P, dieselbe Gerade in C schneidet; und man bat (4 BED) = — 


de Bee een kcal aut ne 
3 
F 


a2 ui a 
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einander gleich sind usw. — Die Koordinaten eines Elementes eines 
[r] sind lineare Formen, mit nicht verschwindender Determinante, der 
Koordinaten des entsprechenden Elementos des anderen (vgl. Nr.6). 1) — 
Das Produkt zweier Projektivitäten ist eine Projektivität. 

Die Kollineation (oder Reziprosität) swischen zwei [n] ist bestimmt, 
wenn zu # + 2 unabhängigen Punkten des einen # + 2 entsprechende 
unabhängige Punkte (oder Hyperebenen) in dem anderen gegeben 
sind; und die Konstruktion ist analog den Füllen » — 2, 3,1) Daraus 
folgen mannigfache Sätze Z. B.: Hat eine Kollineation awischen 
swei [n] n -+ 2 unabhängige Firpunkte (= Doppelpunkte, Koinzidens- 
punkte), so ist sie die Identität Wenn hingegen alle Punkte einer 
Hyperebene selbstentsprechend sind, so gehen die Verbindungsgeraden 
entsprechender Punkte durch einen Punkt (Zenirum); und die beiden 
[n] gehen, wenn sie voneinander verschieden sind, durch eine Projek- 
tion aus dem Zentrum auseinander hervor!) Man sagt, die beiden 


[n] sind perspeitiv; und homologisch, wenn sie überlagert (kollokal) sind. —- 


Die allgemeine Homologie ist (für A — 1) unter den Kollineationen 
des S, enthalten, die zwei nicht inzidente duale Räume [A — 1], 
[m — h] (Achsen) als Örter von Fixpunkten haben (gescharte oder axiale 
Kollineationen): für eine solche Kollineation ist das Doppelverhältnis 
sweier variabler homologer Punkte mit den beiden Punkten, in 
denen die Verbindungsgerade der ersten die beiden Achsen immer 
schneiden muß, konstant (charakteristisches Doppelverhältnis). 

Zwei kollineare [nr] können immer (innerhalb eines höheren 


(let db 1, so hat man das Theorom von Bwsche.) Mit diesem sind einige Rigen- 
schaften der (n + 2)-Ecke verknüpft. 

W. J. ©. Sharp, Proc. Lond. Math. Soo. 19 (1888), p. 428 (vgl. p. 439), 
ebendort Bd. 21 (1890), p. 833, und J. Brill, Quart, Journ. 20 (1897), p. 286, geben 
einige Ausdehnungen der Doppelverhältnisse (Verhältnisse von Produkten von 
Inhalten von Polytopen usw.). 

168) In Rücksicht auf die Symmetrie empfiehlt es sich bisweilen, um die 
Kollineation analytisch su definieren, die allgemeineren Formeln su nehmen: 


Zaun Dani 0=0...m, 


wo die beiden Determinanten der @ und der d-+0 sind, 

Eine Kollineation oder lineare Substitution zwischen den Punkten bestimmt 
eindeutig eine lineare Substituton swischen den Pyj=.... Koordinaten der S,. Um- 
gekehrt entspricht eine lineare Substitution swischen den Piy..., die passenden 
Bedingungen genügen, einer Kollineation im S,: L. Autonne, Journ. Be. Polyt 
(8) 11. cahier (1906), p. 109, 

169) Vgl. die einfachen Gleichungen iener Kollineation bei W. Burmwide, 
Messenger of Math. (2) 30 (1901), p. if. 

170) Graßmann, A,, $ 158 
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Raumes) mit Hilfe von Projektionen und Schnitten ineinander über- 
geführt werden.!") Sind sie kollokal, so kann man vom einen zum 
andern mittels einer gewissen Anzahl von Homologien übergehen. !"?). 


Ist die Kollineation zwischen zwei [»] $ und S’ analytisch mittels 
der Formeln 2 
| 0% = Dar, 


definiert, so kann man auch den (bisher ausgeschlossenen) Fall be- 
trachten, in dem die Determinante |a,|=0 ist.!®) Nehmen wir 
an, diese Determinante habe den Rang n—h+1 mit h>1 (d.h. 
es seien alle Unterdeterminanten, deren Ordnung >» —h-1 ist, 
gleich Null, aber nicht alle diejenigen der Ordnung» — h + 1), so sagt 
man, daß die Kollineation degeneriert (ausgeartet) oder singulär ist von 
der Art h. Für eine solche entspricht auch noch einem Punkte all- 
gemeiner Lage x von $ ein Punkt x’ von 8’; und ebenso entspricht 
einer Hyperebene &' allgemeiner Lage von S’ eine Hyperebene & von 
S mittels der Formeln 08, = 2a, Aber die Punkte x, für welche 


a,,% = 0 ist, bilden in $ einen singulären Punktort, d. h. einen 


Ih — 1], den wir mit P,_, bezeichnen wollen, Ort von (singulären) 
Punkten, deren entsprechende Punkte in 5’ völlig unbestimmt sind; 
und ebenso gibt es in $’ eine singuläre Achse, d.h. einen [» — A] 
IT,_,, derart, daß die o0*-! Hyperebenen durch diesen diejenigen 
(singulären) sind, deren entsprechende Hyperebene in S völlig unbe- 
stimmt ist. Die ausgeartete Kollineation zwischen $, ‘5 führt auf 
eine nicht ausgeartete Kollineation zwischen zwei Gebilden (n — h). 
Stufe, d.h. zwischen II„—_, als Ort und dem Gebilde, das aus den [Ah] 


171) Veronese, „Behandlung“, Nr. 14 und 16. — Insbesondere: wenn die 
beiden kollinearen [n] keinen Punkt miteinander gemein haben, oder ihre sämt- 
lichen gemeinsamen Punkte selbst-entsprechend sind und einen [k— 1] bilden 
(wobei A=0 zu setzen ist, wenn sie fehlen), kann man die beiden [»] ausein- 
ander mittels einer Projektion aus einem [»—h] ableiten (für = 0 aus einem 
[n], den man auf oo! Weisen auswählen kann). Das hat P. Predella, Ann. di 
mat. (2) 17 (1889), p. 115 bemerkt; aber es ist schon, unter anderer Bezeich- 
nung, in $ 86 der Preisschrift von E. Kötter (1887), zitiert in °®), enthalten. — 
Vgl. auch @. Bordiga, Atti Ist. Veneto (7) 8 (1897), p. 1091. 

172) F. Aschieri, Rend. Ist. Lomb. (2) 18 (1885), p. 989. Hat eine Kollinea- 
tion des S, einen [ — 1] von Fixpunkten, so kann sie als Produkt vnn—h-+1 
Homologien erzeugt werden: (©. Segre im Jahrb. über die Fortschr. der Math. 17 
(1888), p. 613. Vgl. auch A. Del Re, Rend. Acc. Napoli (3) 1 (1907), p. 319. 

173) Vgl. für das Folgende C. Segre „8. teoria e celassificaz. d. omografie‘‘, 
Mem. Acc. Lincei (3) 19 (1884), p. 127. 
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(und Hyperebenen) besteht, die durch P,_, hindurchgehen. Zwei 
Punkte x, x’ von 8, 8’ entsprechen einander in der gegebenen Kollı- 
neation: 1. wenn x auf P,_, liegt, ©’ beliebig ist; 2. wenn x’ auf 
IT,_. liegt und & ein beliebiger Punkt desjenigen durch P,_, ge- 
henden [7] ist, der «° vermöge der Kollineation (n — h). Stufe ent- 
spricht. Duales gilt, wenn man S und $‘, P und II’ vertauscht, für 
die Korrespondenz zwischen den Hyperebenen.!*) 

In ähnlicher Weise gibt es zwei verschiedene Klassen von Aus- 
artungen für die Reziprozität zwischen $ und $’, je nachdem man 


die Reziprozität mittels der Formeln g&; — Diaz, definiert und an- 
nimmt, daß die Determinante der a (von verschiedenem Range) ver- 


schwindet; oder wenn man statt dessen Formeln vom Typus rx; — Die, 26: 
nimmt. Im ersten Falle führt die ausgeartete oder singuläre ltezipro- 
zität oder Korrelation ver der Art h auf eine gewöhnliche (d.h. nicht singu- 
läre) Reziprozität zwischen den Gebilden {h— 1}, die als Achsen zwei 
(singuläre) R P,_ı, Pr-ı haben. Es entsprechen nämlich einander ein 
Punkt x ünd eine Hyperebene &: 1., wenn x in P liegt, während 8’ be- 
liebig ist; 2., wenn & durch P’ laehzeht und x in dem [A] liegt, der 
durch P hindurchgeht und & in der gegebenen gewöhnlichen Reziprozität 


174) Bei passender Wahl der Koordinaten kann man eine Kollineation 
zwischen zwei [»] mittels der Formel gx’,=a,®, (i=0,1, ..., n) darstellen; 
und sie ist degeneriert von der Art h, wenn h der a verschwinden. Daraus 
folgt, daß eine Kollineation zwischen zwei [n] keine andere projektive (absolute) 
Invariante besitzt als A. 

Auf synthetischem Wege (und auch, aber nur teilweise, durch Null-Setzen 
der beiden Determinanten der « und der b in den Formeln von !°%)) wird man 
dazu geführt, weitere Ausartungen von Homographien zu betrachten (die nicht 


. . . ’ 3 .. 
mittels einer Gruppe von Formeln wie gx, = ia, „2, dargestellt werden können, 


aber mittels mehrerer Gruppen). Vgl. @. Del’Prete, Rend. Ist. Lomb. (2) 30 (1897), 
p. 400. Man hat in $ mehrere Räume [%], [A], --- [k®], von denen ein jeder in 
dem folgenden liegt; und in & die Räume nr —k—1], m —K—A1], ..., 
[a —%k® — 1], von denen ein jeder den folgenden enthält. Einem Punkte all- 
gemeiner Lage von $ (und zugleich allen denjenigen des R, der ihn mit 
[KO] verbindet) entspricht ein Punkt des [n— 9 — 1]; einem Punkte allge- 
meiner Lage des [k”] (und zugleich sämtlichen des R, der ihn mit [a9] 
verbindet) entsprechen sämtliche Punkte eines [n — 9] durch [n — k® — 1] und 
in [n — =D _ 1];... einem Punkt allgemeiner Lage von [X] (und allen den- 
jenigen des R, der ihn aus [A] projiziert), entsprechen sämtliche Punkte eines 
[#» — %] durch [n — k — 1] und in [n — k— 1]; endlich entsprechen einem Punkte 
von |] sämtliche Punkte eines n—%] durch [n —k—1]. Und umgekehrt. 
Die verschiedenen eben genannten Korrespondenzen sind Projektivitäten, oder 
sie sind unbestimmt (Korrespondenzen, für die 2 beliebige Elemente immer 
homolog sind). 


\ 
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entspricht. — Im zweiten Falle wird man analog auf eine gewöhnliche 
Reziprozität zwischen den Elementen von zwei [x — Ah] geführt. — 

Eine Projektivität zwischen S und $’° veranlaßt verschiedene Arten 
von Peziehungen zwischen ihren Unterräumen. Wir setzen voraus, es 
handle sich um eine Reziprozität. Wir können sagen, daß zwei [m 
A und B' von $ und 5° konjugiert von der Art I-++-1(>0) sind, 
wenn der entsprechende Raum von A (der im allgemeinen ein 
[a — m — 1] sein wird) mit B’ eimen [!] gemein hat. Zwei Punkte 
x und x’ sind konjugiert (oder reziprok) hinsichtlich der Reziprozität 
eE, = Da,,r,, wenn Da,,2,; = 0 ist: diese bilineare Gleichung de- 
finiert die Reziprozität völlig und ist manchmal bequemer als die 
lineare Substitution.!””) (Ebenso kann die Reziprozität durch eine 
Gleichung Da,,&,5: = 0 zwischen Hyperebenen & und $’ dargestellt 
werden, die in bezug auf die Reziprozität konjugiert sind.) Im allge- 
meinen ist für zwei |m] die größte Art des Konjugiums die kleinere 
der beiden Zahlen m + 1 und an — m: für diese Art liegt ein [m] in 
dem R, der dem anderen entspricht, oder er enthält ihn. Wir sagen dann 
kurz, die beiden [m] sind seziprok. — Analoges gilt für die Kollinea- 
tionen. Auch diese werden bisweilen zweckmäßig mittels der bilinearen 
Gleichung Ia,,x,&; = 0 dargestellt, die einen Punkt mit einer rezi- 
proken Hyperebene verknüpft. 

Die Kollineationen innerhalb eines S, haben sich selbst entspre- 
ehende Elemente.'’*) Eine Reziprozität hat selbst-konjugierte Elemente. 
Die selbst-konjugierten Punkte sind durch Sa, ,2,2;, = 0 gegeben und 


175) Allgemeiner erhält man die Bedingung dafür, daß «wei [m],-definiert 
als Durchschnitte von bzw. n— m Hyperebenen 


AN aa 6 ER 


konjugiert (der ersten Art) sind, indem man die mit den Koordinaten jener 
Hyperebenen geränderte Determinante der a;r gleich 0 setzt. Dafür, daß zwei [m} 
konjugiert von höherer Art sind, ist erforderlich, daß die Minoren passender 
Ordnung jener geränderten Determinante verschwinden. 

176) Hierbei werden wir noch verweilen, in Nr. 14. In dem RR. 
Falle existiert ein Simplex, dessen Scheitel, Kanten, ... selbstentsprechende Punkte, 
Geraden, ... sind. Vgl. ein Theorem über die Polarität hinsichtlich dieses Sim- 
plex bei L. Berzolari, Rend. Ist. Lomb. (2) 36 (1903), p. 919. — M. Stuyvaert, 
Rend. Ist. Lomb. (2) 44 (1911), p. 814 betrachtet die oo” Kollineationen, die 
n + 1 gegebene Paare «,«; homologer Hyperebenen haben: in ihrem Koinzidenz- 
simplexe entsprechen die Scheitel den gegenüberliegenden Hyperebenen in einer 
birationalen Transformation, die als bezügliches homaloidisches System dasjenige 
der V„”, hat, die durch die » +1 Schnitt-[n— 2] von a,e; hindurchgehen, 
und demnach auch durch die Y„_, von der Ordnung 4 (nr — 2) (» +1), Ort der 
Geraden, die sich auf jene [a — 2] stützen. 
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bilden demgemäß eine V}_,; und nur, wenn a,+ a, = 0 ist, sind 
es alle Punkte (vgl. Nr. 11).1) 

Es gibt auch metrische Eigenschaften der Kollineationen und Re- 
ziprozitäten, analog denjenigen im $,.'78) 

Zwei oder mehrere Reziprozitäten bestimmen ein Zineares System 
(Büschel, ...) von Reziprozitäten 

D(ia,, +ub, +.) = 0, 

in welchem die Hyperebenen, die einem Punkte x allgemeiner Lage 
entsprechen, ein lineares System (Büschel usw.) bilden. Durch 
‘ Variation von © erhält man auf diese Weise Grundgebilde von Hyper- 
ebenen, die projektiv aufeinander bezogen sind. Die singulären Punkte 
oder Räume von ausgearteten Reziprozitäten des gegebenen linearen 
Systems erhält man als Durchschnitte entsprechender Hyperebenen 
dieser Gebilde. Dieser Gedanke führt dazu, für die Büschel und an- 
dere lineare Systema von Polar- und Nalleystemei‘ (Nr. 11, 20, 22) die 
Örter der singulären Räume zu erhalten, indem man von der folgen- 
den Nr. 9 Gebrätich macht. — Kualoigeh gilt für Linearsysteme von 
Kollineationen. 

9. Durch projektive Gebilde erzeugte Mannigfaltigkeiten. Olif- 
ford hat gefunden (vgl. Nr. 6), daß man die C" des S, (so wollen wir 
immer die irriduzibele zu einem S, gehörige C* nennen) als Ort der 
Schnittpunkte homologer Hyperebenen von » projektiven Büscheln er- 
zeugen kann. Veronese („Behandlung“, Nr. 46) hat allgemeiner die 
Mannigfaltigkeit betrachtet, die dargestellt wird, wenn 'man alle De- 
terminanten der Ordnung p + 1 gleich O setzt, die aus der Matrix 


Hi doo er. Ag, | 
a) | 
| %,0 PEN Ayg 





gewonnen werden können, wo g>p und g—p<n ist, während dıe 
a lineare Formen der Koordinaten x, der Punkte sind. Eine solche 
Mannigfaltigkeit kann man auf doppelte Weise definieren (konjugierte 
Een): 1. als Ort der Punkte, die g-+ 1 homologen Hyper- 


177) In ähnlicher Weise bilden die selbst-konjugierten [m] (erster Art), nach 
5), einen Komplex 2. Grades. 

178) So gibt es in zwei kollinearen Bünden 0,0’ von zwei [n] immer zwei 
a-tupel ortbogonaler Geraden durch 0,0’, die sich entsprechen. Analoges gilt 
für zwei reziproke Bünde. Daraus folgt, daß zwei reziproke Bünde immer mittels 
Bewegung so einander überlagert werden können, daß man eine Polarität in dem 
Bunde erhält. E. Beltrami, Giorn. di mat. 11 (1873), p. 98 = Opere mat. 2, p. 437. 
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ebenen der g + 1 kollinearen Gebilde (der Stufe 9, wenn »< n ist!"9)), 
gemeinsam angehören: 


| Alt ra: 
(2) | 

a Gy, er je =(; 
2. als Ort der Punkte, die p+1 u r +p—g4g—1 
der folgenden » + 1 kollinearen Gebilde en sind: s 


| Kat: + u,d,, = 
(8) w 
Holyo w de U E RL 
Jede dieser beiden Erzeugungen kann man noch auf oo-viele Arten 


modifizieren, indem man an Stelle der Gebilde (2) oder (3) diejenigen 
substituiert, die aus PZ ;4;4;, = Ö hervorgehen, wenn man für die u 


q-+ 1 beliebige Werlserappen wählt, oder auch für de A p +1 
Wähegränpeh. aut | | | 
Die Mannigfaltigkeit ist im allgemeinen von der Dimension 
n+2p— q— 1 und der Ordnung (g + 1),."”) 
Bemerkenswert sind die Fälle, in denen p=1 ist; die erste Er- 
zeugung geschieht dann mit g+ 1 Büscheln. So hat man die C” des 
S, durch n projektive Büschel von Hyperebenen erzeugt oder auch 


179) Um Erzeugungen durch gewöhnliche kollineare Grundgebilde mittels 
(2) und (3) zu erhalten, muß man bez. die Bedingungen pSn und.q<n voraus- 
setzen. Aber ein großer Teil der Dinge, die wir sagen werden, gelten auch 
ohne jene Bedingungen, wenn man nur dem Ausdruck „kollineare Gebilde“ 
eine umfassendere Bedeutung als die gewöhnliche gibt, was noch nicht ein- 
gehender untersucht worden ist (vgl. die letzten Seiten der Note von ©. Segre, 
Archiv der Math. und Phys. (8) 10 (1906), p. 209). 

180) Auf diese Weise ergibt sich die V als Träger zweier linearer Mannig- 
faltigkeiten kollinearer Gebilde, die eine 00, welche die Gebilde (2) umfaßt, und 
die andere oo”, welche die (3) umfaßt. — Vgl. für $, z.B. F. Schur, Math. 
Ann. 18 (1881), p. 1 und die Arbeiten von Reye, zitiert in der Note °), — 
Außer auf die linearen Mannigfaltigkeiten kollinearer Gebilde von Ebenen oder 
Kugeln (Reye) kann man die Dinge dieser Nr. 9 auf diejenigen anderer Gebilde 
des $, anwenden. 

181) Wenn g<n— 1 ist, so gibt die erste Erzeugung die V als Ort einer 

rationalen ©o® von R [n—q—1] (dargestellt in einem [p], dessen Punkte als 
Koordinaten die 4 haben). Unter jenen [an —g—1] befinden sich die Achsen der 
Gebilde (3). 
Es ist nützlich zu bemerken, daß, wenn q-+1 (Sn) homologe Hyperebenen 
(2) einander in einem [» —g], statt in einem [ — g—1], schneiden, auch p-+1 
homologe Hyperebenen (3) existieren, die sich in einem [n —p] schneiden 
©. Segre, Mem. Acc. Torino (2) 39 (1888), p. 3, Note zu Nr. 15. 
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durch 2 kollinsare Bünde. Aus dieser zweiten Erzeugung folgt, daß 
eine solche C” durch » + 3 Punkte bestimmt ist. Allgemeiner ergibt 
sich die V?*}, Ort von oo! Schnitt-fa — qg — 1] homologer Hyper- 
ebenen von g + 1 projektiven Hyperebenenbüscheln.'#) — Für p = n 
oder bez. g=n hat man eine vong-+1(>n-+1) oder vnp+1 
(<n--1) überlagerten kollinearen Räumen erzeugte V: d.h. der 
Ort der Punkte, deren jeder g-+ 1 entsprechenden Hyperebenen 
gemeinsam angehört, oder der Ort der Punkte, deren jeder p+1 
homologen [p — 1] gemein ist. — Ein anderer bemerkenswerter Fall ist 
derjenige, in dem 9 —=qg ist, der Fall einer V?*!, dargestellt durch 
eine Determinante (1): die beiden konjugierten Erzeugungen (2) und 
(3) sind von derselben Natur.'°) 

Durch Verallgemeinerung der Veroneseschen Erzeugung kann man, 
wenn qg + 1 kollineare Grundgebilde (a — p — 1} gegeben sind, die 
Mannigfaltigkeit 9% betrachten, wenn sie existiert, die der Ort der 
Durchschnittspunkte von g + 1 homologen [» — h] ist. Werden diese 
Grundgebilde durch (2) dargestellt, so läßt sich die Y® durch Null- 
setzen der Determinanten der Ordnung py—h-+-2 darstellen, die aus 
der Matrix (1) gebildet werden, d. h. durch die Bedingung, daß diese Matrix 


182) Veronese, „Behandlung“, Nr, 48. Jeder [n— 2], der Achse eines 
der Büschel von Hyperebenen ist, d.h. Durchschnitt zweier homologer Hyperebenen 
der Gebilde (3), wird durch unsere V nach einer analogen Y%_,_, geschnitten 
und ist von Veronese ein Sekantenraum der V genannt worden. So hat man für 
den Fall (d=r—1) der C* sämtliche [a — 2], die n—1 Pünkte der C 
enthalten 

183) So ist speziell im [2g—+1] die Hyperfläche von der Ordnung q-+1, 
die durch eine Determinante dieser Ordnung dargestellt wird, der Ort zweier 
Scharen 00? von $,, derart, daß zwei erzeugende R einander nur dann schnei- 
den, wenn sie verschiedenen Scharen angehören. (Die Tangentialhyperebene in 
einem Punkte allgemeiner Lage dieser Hyperfläche ist die Hyperebene der zwei 
erzeugenden [g], die durch jenen Punkt hindurchgehen.). 

Im folgenden begegnen wir verschiedenen Fällen von V, die mittels pro- 
jektiver Grundgebilde erzeugt sind. Man findet manche von ihnen in der „Be- 
handlung‘‘ von Veronese. (Z. B. werden in der Nr. 63 verschiedene Eigenschaften 
der V} von S, gegeben, die durch eine Determinante dargestellt wird, d. h. durch 
vier kollineare Bünde erzeugt wird). Wir erwähnen auch daß @. Castelnuovo, Atti 
Ist. Veneto (6) 5 (1887), p. 1249 den folgenden Fall bemerkt hat: n— 1 Netze 
von Hyperebenen geben mittels der Durchschnitte homologer Hyperebenen oo? Ge- 
rade (Kongruenz), die eine V, von der Ordnung (n—1), erfüllen und von 
der Beschaffenheit sind, daß jede Hyperebene (n), derselben enthält. 

Für die Hyperfläche A, die im [m?— 1] durch eine Determinante von 
der Ordnung m dargestellt wird, deren Elemente die »m* Punkt-Koordinaten 
sind, wird die Messesche Form (Nr. 89) + A”*-2, 7%. Muir, Trans. R. Soc. 
Edinburgh 40, Teil 1 (1900—1901), p. 203. 
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vom Range p— h +1 wird. Demzufolge kann man ebendiese V® 
in analoger Weise mittels » + 1 kollinearen Grundgebilden (a —q—1} 
erzeugen, als Ort der 9 + 1 homologen [n + p — q — h] gemeinsamen 
Punkte. Man darf demnach voraussetzen, daß z.B. g>p sei. Die VW 
wird existieren und im allgemeinen die Dimension n„—h(g —»p-+-h) 
haben, wenn diese Anzahl > 0 ist. Für die Y{, welche die am Be- 
ginn dieser Nr. betrachtete ist, ist die V® (a —p-+ h),_ı.fach. Die 
Ordnung der V®) ist!) 


a-p+2h,@—-pr2htN. ati 





(A), + Du (P)ı 

10. Eine besondere Klasse solcher Mannigfaltigkeiten. In der 
vorhergehenden Nummer sei jetzt vorausgesetzt, daß die Dimension 
des Operationsraumes (9-+1)(g-+1)—1 ist, so daß die a,, als die 
(p-++1)(@-+ 1) Koordinaten in diesem Raume aufgefaßt werden können. 
Alsdann existieren alle 9% für h=1,...,p (immer p <q vorausgesetzt). 
Übrigens zieht die Y® die anderen nach sich, indem die Y@-» der 
Ort ihrer Sehnen, die V?-® der Ort ihrer dreimal schneidenden 
Ebenen, ..., 7® der Ort der p— A] ist, de p—h+1 belie- 
bige ihrer Punkte verbinden. (Vgl. die in !#) zitierte Note.) 

Die Y®, von der Dimension p + g und der Ordnung (pP + 9), 
ist speziell untersucht.’®). Sie gestattet eine Parameterdarstellung, 
indem man die Koordinaten a,=x,;,y, Ü=0...p, k=0...g) 
setzt, wo die x; und die y, willkürliche Veränderliche sind.1#®) Inter- 
pretiert man diese als Punktkoordinaten x, y in einem [p].und einem 
[g], so stellt jene V die Punktepaare dieser beiden Räume dar. Hält 
man x oder auch y fest, so ergibt sich, daß die Y von oo? [p] und 
von oo® [q] einfach erfüllt ist, die zwei inzidente Scharen bilden, 


184) CO. Segre, Rend. Acc. Lincei (6) 9 (1900),, p. 253. Dies ist dort mittels 
. einer Formel bewiesen, die man in Nr. 13 findet. 

Auch hier haben wir verschiedene bemerkenswerte spezielle Fälle. So han- 
delt es sich für p=n, oder g=n noch um V, die durch überlagerte kollineare 
R erzeugt sind. 

Ist p=g und ist immer a,,= a,,, d.h. ist die Determinante (1) symme- 
frisch, so haben die Y% größere Dimensionen und andere Ordnungen: vgl 
Nr. 88. 

185) C. Segre, Rend. Circ. Mat. Palermo 5 (1891), p. 192. 

186) In Nr. 9 haben die Erzeugungen (2) und (3) dazu geführt, die Hyper- 
ebenen Di #4; @;,==0 zu betrachten, d.h. ein System von Hyperebenen, deren 
Koordinaten gegebene bilineare Formen zweier Reihen von Variablen (A, 4) sind. 
Einem solchen System von Hyperebenen entspricht vermöge der Dualität eine V, 
welche diejenige ist, die jetzt im Text betrachtet ist, oder eine ihrer Projek- 
tionen. 


3 
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derart daß zwei R der einen Schar durch die R der anderen Schar 
punktweise kollinear aufeinander bezogen werden (man hat nämlich 
zweilineare Mannigfaltigkeiten kollinearer R). Die V kann mittels Schnitte 
der homologen [pg + q] von g-+ 1 kollinearen {pg +q—1} oder 
(was dasselbe besagt) als der Ort der [q] erzeugt werden, welche die 
Gruppen von q-+ 1 homologen Punkten von q-+ 1 kollinearen [p] 
(in allgemeiner Lage) verbinden. Sie kann auch definiert werden, im 
[pa -+p-+-.g], als der Ort der oor[q], die mit qg + 2 gegebenen 
[p] inzident sind. Analoge Erzeugungen geben sich durch Ver- 
tauschung von p und q.'”) 

Wegen seiner Wichtigkeit sei der besondere Fall p —= 1 hervor- 
gehoben. Man hat alsdann eine V,,, der Ordnung q-+1, die 
einem [2q + 1] angehört und einfach von oo! [g] und von co? Ge- 
raden erfüllt wird; Ort der Geraden, welche die homologen Punkte 
von zwei en [a] verbinden, oder der Geraden, die mit drei [q] 
inzident sind; Ort der [q], die "die homologen Punkte von g+ 1 
projektiven Dasein verbinden (die [q] können dabei auch dual 
definiert werden) usw.!®) 

Ein anderer bemerkenswerter Fall ist derjenige, in dem p=g 
ist. Bezeichnet man diese Anzahl (nur für den Augenblick) mit », 
so können die a,, als die Koeffizienten einer Reziprozität (oder auch 
einer Kollineation) zwischen zwei S,, betrachtet werden, und die Mannig- 


187) Stellt man die Koordinaten der Punkte der Y mittels Parameter, wie 
ım Text gesagt wurde, als Produkte x, y, dar, so ergeben sich die Tangential- 
Hyperebenen der V (d.h. Hyperebenen eines erzeugenden [p] und [g]) als die- 
jenigen Hyperebenen, deren Koordinaten &,, die Matrix |$,,| verschwinden lassen, 
und bilden demnach eine M von der Klasse (9 +1),. Vgl. auch C©. Segre, Rend. 
Circ. mat. Palermo 30 (1910), p. 98. — F. Schur, Math. Ann. 23 (1884), p. 437, 
hat im S,, um eine geometrische Konstruktion der F” von S, zu erhalten, das 
System der kollinearen Ebenen betrachtet, das durch vier beliebig gegebene be- 
stimmt ist; im wesentlichen unsere F für p=2, q=3. Schur beweist einen 





‚Satz, der in dem folgenden enthalten ist: It g=p-+-1, so enthält jede Hyper- 


ebene einen [p] der V. — Auch E. Study hat gelegentlich eine Y betrachtet, 
die zu denjenigen des Textes gehört: „Methoden zur Theorie der ternären 
Formen“, Leipzig 1889, p. 119. 

188) Diese spezielle V (die sich unter die Örter von oo! R einreiht, die 
von C. Segre studiert sind: vgl. die Zitate in Nr. 48) ist schon bei denen aufge- 
treten, die untersucht haben, wann zwei kollineare R aus einander durch 
Projektion hergeleitet werden können. Vgl. '!"!) und speziell E. Kötter, ebd. 
zitiert. — Sie findet man auf p. 95 der Arbeit von $. Kantor, Journ. für Math. 
118 (1897), p. 74 wieder. Es ist in vieler Hinsicht eine V, analog der F* von $,. 

Für g=2 hat man eine V° von $,, die sich auch in K. Zindler, Journ. 
f. Math. 111 (1898), p. 303 befindet und in der Abhandl. von UT. Perazzo, zitiert 
in 29, Nr. 6 fl. 
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faltigkeiten, die wir mit V bezeichnet hatten, geben mit ihren 
Punkten die Bilder der von der Art h ausgearteten Reziprozitäten 
(Nr. 8). Die Y% ist die Hyperfläche der Ordnung » + 1, dargestellt 
durch die Determinante der a,,; die V®, von der Dimension 2% und 
der Ordnung (2 n),, enthält zwei 00”*-Scharen von [r], welche in der. 
dargelegten Weisen erzeugt werden können.'®) Ist die eine Schar von 
[%] konjugiert-imaginär zur anderen, so gibt diese VY® mit ihren reellen 
Punkten das ausnahmslos ein-eindeutige reelle Bild aller (komplexen) 
Punkte eines S,.'0) 

Über die allgemeineren V, deren Punkte als Koordinaten Para- 
meterausdrücke haben wie: x,%,2,... vgl. Nr. 44. 


11. Involutorische Projektivitäten. Eine Kollineation oder eine 
Reziprozität innerhalb eines S, heißt involutorisch, wenn sie mit ihrer 
inversen Korrespondenz zusammenfällt. — Die involutorischen Kolli- 
neationen sind keine anderen als die gescharten (Nr. 8), bei denen zwei 
homologe Punkte durch die zwei Achsen harmonisch getrennt sind, d. h. 
bei denen das charakteristische Doppelverhältnis = — 1 ist.!9!) Es 


gibt demnach = oder Er 1 Arten. 


Die involutorischen Reziprozitäten sind von zwei Arten: Polar- und 
Nullsysteme. Aber jede dieser Arten kann verschiedene Fälle von Aus- 
artungen (Nr. 8) aufweisen, je nach der Definition, von der man ausgeht. 

Definiert man die Reziprozität mittels der Formeln 


‚ Ga ; 
0 = it, u 


189) Vgl. die in '°°) zitierte Note, von der noch Anwendungen von (. Segre 
in Math. Ann. 40 (1892), p. 4138 gemacht worden sind. — $. Kantor hat ferner 
im obengenannten Fall die ganze Reihe der V") betrachtet, für die Theorie 
der Äquivalenz von linearen 00” -Scharen bilinearer Formen, Sitzungsb. der Königl. 
Bayr. Akad. München 27 (1897), p. 367; Monatsh. für Math. u. Phys. 11 (1900), 
p. 193; mit der Bemerkung, daß der R, welcher n —h-+1[n] einer und der- 
selben Schar von 9” verbindet, ganz in V® liegt. — Was die Ordnungen der 
jetzigen V® betrifft, so resultieren diese-aus dem Schluß von Nr. 9. 

190) Vgl. die Noten von C. Segre, zitiert am Anfang von '*°). Diese v" 
kann der Geometrie des komplexen S, dienen, wie die reelle Kugel der Dar- 
stellung des binären komplexen Feldes. So gestattet sie zwei Arten Kol- 
lineationen: diejenigen, die jede Schar von [n] in sich überführen, und die- 
jenigen, welche die beiden Scharen untereinander vertauschen. Die reellen 
Kollineationen erster Art stellen die (komplexen) Kollineationen von S, dar. Die- 
jenigen der zweiten Art die sog. Antikollineationen (Nr. #7). 

191) Vgl. das allgemeinere Theorem über die zyklischen Kollineationen in 
Nr. 15. — E. Bertini, Rend. Ist. Lomb. (2) 19 (1886), p. 176, hat auf direktem 
und synthetischem Wege die involutorischen Homographien studiert. 
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oder mittels der äquivalenten bilinearen Gleichung 


a0 = 0, 
so hat man die Polarsysteme, wenn die Determinante |a,,| symmetrisch 
ist, a,, — a,,;; die Nullsysteme, wenn a, = — a,, ist, d. h. die Deter- 
minante halbsymmetrisch ist (LA 2, Nr. 28).%) Aus den bekannten 
Eigenschaften einer solchen Determinante folgt, daß das Nullsystem 
für gerades n immer ausgeartet ist. In jedem Falle wird, wenn .es 
ausgeartet von der Art h ist, = n — 1 (mod 2).'”) Das Nullsystem 
kann man auch als eine Reziprozität von der Beschaffenheit definieren, 
daß jeder Punkt in der entsprechenden Hyperebene liegt, oder daß 
jeder Punkt zu sich selbst reziprok ist. Im Polarsystem dagegen 
bilden die zu sich selbt reziproken Punkte eine V? ,, und zwei be- 
liebige reziproke Punkte sind durch diese harmonisch getrennt (d. h. 
durch die Punkte, in denen ihre Gerade die V? trifft). — Die ausge- 
arteten Nullsysteme und Polarsysteme reduzieren sich (Nr. 8) auf 
nieht ausgeartete Null- und Polarsysteme im Gebilde {k — 1}, deren 
Achse ihr singulärer [k — 1] ist. 
Wenn wir indessen die involutorische Reziprozität mittels 
T%, = >ic,,$, oder mittels = &, 5; 5, = 0 

definieren, erhalten wir dieselben Polarsysteme und Nullsysteme, wenn 
sie nicht ausgeartet sind: andernfalls haben wir Ausartungen dual zu 
den vorhergehenden. — 


Verschiedene Eigenschaften der Polarsysteme sind analog den- 
jenigen im 8,.1%) Wir erwähnen hier nur diese: Wenn in einer Re- 


192) Vgl. '!!) für das Auftreten des Nullsystems bei den Bewegungen. 

193) Vgl. C. Segre, Mem. Acc. Torino (2) 37 (1885—1886), p. 395. 

Die Bedingungen für die Ausartung von der Art A (Nr. 8) vereinfachen sich 
für den Fall des Nullsystems. Setzt man (k)=a;,, und definiert man mittels 
eines rekurrrienden Verfahrens die Polynome vom Typus (1234)=(12)(34) + 
ABA) +(LN(23),...,12...m)=(12)(34...m)+H(13)(45...m2) +... + 
(1m) (23...m— 1), wo m gerade ist (Pfaffsche Ausdrücke von der Ordnung m): 
alsdann besteht die Bedingung dafür, daß das Nullsystem von der Art h degeneriert, 
daß sämtliche Pfa/ffsche Ausdrücke von der Ordnungn — h + 3 verschwinden (vgl. 
0. @. J. Jacobi, Journ. f. Math. 2 [1827], p. 347 = ges. Werke 4, p. 17). Unter dieser 
Voraussetzung geben die Pfaffschen von der Ordnung n—h-+1 die Koordi- 
naten des singulären [k— 1]: W. H. Young, Proc. Lond. Math. Soc. 30 (1899), 
p. 33 [und früher für S, @. Castelnuovo *)|. Young sagt, wo wir Nullsystem, 


ausgeartet von der Art h sagen, 2 -fach oder —— fach ausgeartet. 


194) Einige sind implizit in Graßmann, A, enthalten, wo in Nr. 90 die Er- 
gänzung einer Größe :. Stufe definiert und dann in den folgenden Nummern in 
einer, der Theorie der Polarität in bezug auf das euklidische absolute Gebilde 
(euklidische Orthogonalität) äquivalenten Art behandelt worden ist; vgl. °9). 
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ziprozität des S, ein Simplex vorhanden ist von der Beschaffenheit, daß 
jedem seiner Scheitel die gegenüberliegenda Hyperebene (Wand) ent- 
spricht, so ist sie eine Polarität. Man sagi, der Simplex ist konjugiert 
oder Polarsimplex. In bezug auf diesen als Koordinatensimplex wird 
das Polarsystem (kanonisch) dargestellt durch 
o&/=a,x, oder Da,n,«, = 0 

(wo h der a gleich O sind, wenn das Polarsystem von der Art h degene- 
riert ist). Ein Polarsystem ist bestimmt, wenn man ein Polarsim- 
plex gibt und außerdem einen Punkt mit seiner polaren Hyperebene 
(Veronese, „Behandlung“, Nr. 19).'°). — Zwei Simplexe, von denen das 
eine zu dem anderen polar ist, haben eine spezielle Lage, welche ana- 
lytisch von L. Schläfli'°®) bestimmt ist: d.h. die » + 1 Schnitt-fa — 2) 
der Paare von homologen Hyperebenen (Wänden) (Hyperebenen, deren 
eine in einem Simplex dem Pol der anderen gegenüberliegt) gestatten 
09*-2 (anstatt 00"-°) gemeinsam schneidende Geraden (die eine 
V*7} bilden).!) — Im Betreff der Besonderheiten zweier Polarsim- 
plexe vergleiche die folgende Nr. 12. — 

Wenn % ungerade ist, a=2g- 1, so hat man für die Polar- 
systeme wie für die Nullsysteme die (g + 1)-tupel resiproker Ge- 
raden zu betrachten; d.h. g-+ 1 Gerade von der Beschaffenheit, daß 
jede zum Polar-[fa — 2] den R hat, der die übrigbleibenden g 
Geraden verbindet. 

1956) Man begegnet auch (vollständigen) Polar-m-Flachen (n<ms2n), die 
aus m Hyperebenen von der Beschaffenheit zusammengesetzt sind, ‘daß die Po- 
lare des n beliebigen von ihnen gemeinsamen Scheitels du:ch den R hindurch- 
geht, der den anderen m —n Hyperebenen gemeinsam angehört (Veronese, „Be- 
handlung“, Nr. 29). Die V*? kann als Summe der Quadrate jener »» Hyperebenen 
dargestellt werden. Dual für die Polar-m-Ecke. Vgl. in Nr. 12 den Fallm=n-+ 2. 

G. Kohn, Math. Ann. 46 (1895), p. 285 (vgl. p. 308), hat einfache Polarviel- 
ecke mittels des folgenden Theorems eingeführt: durch ein einfaches (n -+ 3)-Eck 
ist ein Polarsystem bestimmt, welches jedem Eckpunkt seine Gegenhyperebene 
als Polare zuweist. 

196) Journ. für Math. 65 (1866), p. 189. 

197) Vgl. 449, —L. Berzolari, Rend. Circ. mat. Palermo 20 (1905), p. 229; 
und L. Brusotti, ebendort p. 248, geben andere Beweise des Theorems von Schläfl, 
das Berzolari so vervollständigt hat: wenn für zwei aufeinander bezogene Simplexe 
eine beliebige der folgenden 3 Eigenschaften statthat, so gelten auch die an- 
deren beiden: a) sie sind reziprok polar in einem Polarsystem (das auch aus- 
arten kann), b) die n-+ 1 Geraden, welche die Paare homologer Scheitel ver- 
binden, sind so beschaffen, daß jeder [» — 2], welcher »n derselben schneidet, 
auch die übrigbleibende schneidet, c) dual zu b). — Berzolari hat die Konfigura- 
tion eingehender studiert, z. B. einige Fälle, in denen zwei Simplexe auf mehrere 
Arten so aufeinander bezogen werden können, daß sie als Schläflische Simplexe 
erscheinen. 
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Eine einfache (kanonische) Darstellung des Nullsystems hat man 
gerade, für a—=29g--1, wenn man die Fundamentalpunkte der Ko- 
ordinaten paarweise auf den Geraden eines solchen (g + 1)-tupel 
reziproker Geraden annimmt. Alsdann kann man die bilineare Glei- 
chung des Nullsystems so schreiben: 


Hy a) Ft Br —Y) + + (2, Yag+ı — Bagrı Ya) = I. 
Diese selbe kanonische Gleichung gilt für das Nullsystem ‚ wenn 
n>22qg-+-1 ist: das Nullsystem ist degeneriert von der Art h—= 
n—2q9— 1.®) 

Wenn eine Reziprozität für ungerades n—= 2g-+ 1 so beschaffen 
ist, daß ein einfaches (n + 2)-Eck von der Beschaffenheit existiert, daß 
jeder Scheitel zur entsprechenden Hyperebene diejenige hat, die ihn 
mit den q vorhergehenden und den q folgenden Scheiteln verbindet, 
so ist sie ein Nullsystem.!*®) 

Zwei Polar- oder zwei Nullsysteme derselben Art % sind projektiv 
zueinander (wie aus den kanonischen Gleichungen hervorgeht). 

Zwei involutorische Projektivitäten, die vertauschbar sind, d. h. 
deren jede durch die andere in sich transformiert wird, geben als Pro- 
dukt eine dritte involutorische Projektivität, die mit jenen ver- 
tauschbar ist; man hat daher, wenn man die Identität hinzufügt, eine 
Vierergruppe. Es sind vier Fälle zu unterscheiden je nach der Natur 
der Projektivitäten (Kollineationen oder Reziprozitäten).?0) 

198) Diese Reduktion auf eine kanonische Form der alternierenden biline- 
aren Formen findet man bei L. Kronecker, Monatsber. der Akad. Berlin 1874, 
p. 897 = Werke I, p. 421. Und auch in jener Form tritt das Nullsystem auf 
bei der unendlich kleinen Bewegung bei C. Jordan: vgl. 111), 

199) A. Del Re, Rend. Lincei (4) 6 (1890),, p. 57. F. Aschieri, Rend. Ist. 
Lomb. (2) 19 (1886), p. 167 gibt eine andere Konstruktion des Nullsystems für 
ungerades n. Man nimmt einen Punkt O und eine inzidente Hyperebene 2, und 
man setzt zwischen 2 und dem Bunde O eine Reziprozität voraus, die ein gegebenes 
Nullsystem innerhalb des Gebildes enthält, das aus den R besteht, die durch 
O hindurchgehen und in 2 liegen: diese Reziprozität wird in einem bestimmten 
Nullsystem von $, enthalten sein. 

L. Berzolari, Rend. Circ. mat. Palermo 22 (1906), p. 136, hat die Besonder- 
heiten der Lage präzisiert, die zwei homologe Simplexe in einem Nullsystem 
(analog den Möbiusschen Tetraedern) haben. — Weiteres über Polar- und Null- 
systeme in den Nrn. 16 und 22. } 

200) Da es in der Gruppe sicher eine nicht-identische Kollineation (oder 
drei) gibt, genügt es so zu verfahren, daß eine zweite involutorische Projektivität 
(Kollineation oder Reziprozität) jede der beiden Achsen jener Kollineation in 
sich transformiert oder auch sie untereinander vertauscht. Vgl. für vertauschbare 
Polarsysteme P. Del Pezzo, Rend. Ace. Napoli 24 (1885), p. 186; ein Polarsystem 
und eine involutorische Kollineation, die miteinander vertauschbar sind, bei Ber- 
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12. Einige Konfigurationen. Cayley hat im Jahre 184620!) die 
Konfiguration betrachtet, die man im S, erhält, indem man das 
vollständige N-Eck des S, schneidet. Voronese („Behandlung“, Nr. 6; 
„Fondamenti“, Nr. 190) hat allgemeiner den Schnitt eines solchen 
N-Ecks mit einem $S, betrachtet: Es ist eine Konfiguration, deren 
Eigenschaften leicht ausgesprochen werden können.?) 

Ein wichtiger partikulärer Fl(N=r +3, r=n+ 1) ist die 
Konfiguration, die in einem $, durch zwei homologische Sim- 
plexe, zusammen mit dem Zentrum und der Hyperebene der Homo- 
logie und den Schnitten ihrer homologen Seitenräume gegeben ist.?®) 


tini *%) und Rend. Ist. Lomb. (2) 19 (1886), Fußnote zu p. 857; und endlich 
Del Re '*°). 

Handelt es sich nur um Kollineationen, so unterscheidet E. Study (Göttinger 
Nachrichten 1912, p. 453) die beiden obengenannten Fälle hinsichtlich des Fest- 
bleibens oder der Vertauschung der beiden Achsen, indem er sie syzygetisch und 
azygetisch nennt. Seien «ßy6, ganze Zahlen, von denen eine auch 0 sein kann, 
deren Summe=n-+1 ist. Man nehme 4 Räume der Stufen « ßy d (= Dimen- 
sionen + 1: vgl. Nr. 2 und ?9)), die voneinander unabhängig sind; man verbinde 
sie paarweise und nehme die gegenüberliegenden verbindenden Räume, z. B. die- 
jenigen der Stufe «+f, y-+ 6, als Achsen für eine involutorische Kollineation. 
Man hat so drei Involutionen, welche mit der Identität eine syzygetische Vierer- 
gruppe bilden. Dagegen hat man eine azygetische Vierergruppe nur, wenn a+1 
gerade ist, =2 m; und sie ist bestimmt durch eine involutorische Kollineation, 
die als Achsen zwei [m — 1] hat, zusammen mit einer involutorischen Kollinea- 
tion, die als Achsen weitere zwei in der ersten homologe > 1] hat, die 
nicht mit jenen inzident sind. 

201) Journ. f. Math. 31 (1846), p. 213 = Coll. Pap. 1, p. 317. 

202) Wir stellen mittels der Zahlen 1... N die Scheitel des N-Ecks dar 
und demnach mittels der Kombinationen jener Zahlen zujer—n-+tIl,...,r 
die sie verbindenden Räume [r—n], ..., [r —1], wie auch die Spuren dieser R 
im 8,. Die Konfiguration des S, wird so beschaffen sein, daß ein R in einem 
anderen liegt, wenn sämtliche Zahlen, welche in dem Symbol des ersten auf- 
treten, im Symbol des zweiten sich befinden. Man kann auch auf direktem Wege 
diese Konfiguration des 8, konstruieren, indem man einen seiner Punkte beliebig 
annimmt: durch diesen gehen p= N -+n—r— 1 Gerade der Konfiguration hin- 
durch, und auf jeder derselben gibt es außer jenem Punkte weitereg=r— n+1 
"Punkte; man kann g vollständige p-Ecke betrachten mit den p Scheiteln bzw. 
auf jenen p Geraden in diesen Punkten. Die Konfiguration wird durch die 
wechselseitigen Durchschnitte der Kanten, Seitenebenen, ..., Seitenhyperebenen 
dieser q p-Ecke gegeben. 

Veronese, Atti Ist. Veneto (6) 2 (1883—84), p. 137 hat aus der Betrachtung 
dieser Konfiguration die folgende kombinatorische Formel abgeleitet: 


P+N,H TV tt DM td, r+t 


Über die Konfiguration von Oayley-Veronese vgl. auch W. B. Carver, Trans. 
Amer. Math. Soc. 6 (1905), p. 534. 
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Die beiden Simplexe sind polar zueinander in einem Polarsystem 
(Veronese, „Behandlung“, Nr. 30), das die Konfiguration in sich 
überführt.2%#) 

Man sehe in Nr. 11, mit der zugehörigen Anmerkung '?”), den 
Fall zweier Schläflischen Simplexe.?®) 

Ein (n + 2)-Flach gibt auch zu einer bemerkenswerten Konfigu- 
ration Veranlassung, wenn man mit ihm die V? betrachtet, deren 
Polarvielflach (Nr. 11) es ist, und das (n + 2)-Eck, das die Pole 
seiner Wände in bezug auf diese V7? zu Scheiteln hat (und das 
sich als Polarvieleck dieser ergibt). Wenn » + 1 dieser Wände sind, 
29% ...%,=0, so kann man die übrigbleibende durch x,,, = 0 
darstellen, wo Ix,=0. (Die x sind dann » + 2 überzählige Ko- 
ordinaten.) Alsdann ist die 7? D’x? — 0.) 


@G. Veronese hat die Konfiguration der Punkte betrachtet ?”) 
die man aus einem gegebenen erhält, indem man auf ‚alle mög- 
lichen Weisen die » + 1 Koordinaten vertauscht; wie auch diejenige 


203) Sie zerfällt auch (Veronese, „Behandlung“, Nr. 8) auf n-+ 3 Arten in 
ein (n-+2)-Eck und ein (»-+-2)-Flach, die kein Element der Konfigura- 
tion miteinander gemein haben, aber zusammengenommen die ganze Konfigura- 
tion geben. 

“ Schon v. Staudt (Geometrie der Lage, Nr. 90, 92) hat diese Konfiguration 
fürn=2 und n=3 betrachtet. 


204) Das (n + 2)-Eck und das (n + 2)-Flach der vorhergehenden 2%) sind 
Polarvieleck und Polarvielflach im Sinne der 199), 

Der Satz des Textes, d. h. daß die hyperebene Schnittkonfiguration eines 
(r-+ 2)-Ecks des 8, in einem Polarsystem zu sich selbst polar ist, ist so von 
E. Caporali ausgedehnt worden (vgl @. Loria in Giorn. di mat. 27 [1889], p. 1): 
in S, sind immer, wenn man ein N-Eck (r +2 <N<2r) mit einer Hyperebene 
schneidet, die Spuren jedes[r — 1] des N-Ecks und des gegenüberliegenden [N — r 
— 1] konjugiert in bezug auf ein lineares System 007"? von Enveloppen-W®. 

205) Vgl. auch über diese das Ende der ?!°). 

Man bemerke auch den Fall zweier gegenseitig eingeschriebenen Simplexe (wie 
zwei im Nullsystem eines ungeraden R homologe Simplexe). In $, hat A. Giusto, 
Giorn. di mat. 50 (1912), p. 337, 7 Arten gefunden, auf die zwei Simplexe 
einander wechselweise eingeschrieben sein können. 


206) Im $, fällt die Konfiguration, die so aus dem 6-Flach oder 6- Eck 
hervorgeht, mit der Konfiguration von Segre zusammen, von der in Nr. 42 an- 
läßlich der 7°? mit 10 Doppelpunkten die Rede sein wird. Vgl. die Zitate, 
die dort gemacht we@den, und auch E.'Ciani, Ann. di mat. (3) 16 (1909), 
p. 223, sowie die systematische Auseinandersetzung von allem, was sich auf 
diese Konfiguration bezieht, im 5. Kapitel des Buches von E. Jouffret, Melanges 
de geom. ä 4 dimensions, Paris, Gauthier-Villars 1906. 

207) Ann. di mat. (2) 11 (1882), p 93. 

55* 
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eines projektiven Zykels [vgl. *%)]; usw. — Verschiedene andere Kon- 
figurationen werden uns im folgenden begegnen. 

Einige projektive Sätze. Einige Theoreme aus der Geometrie der 
Lage von v. Staudt sind von G. Kohn ausgedehnt, indem er den 
Begriff des Wurfs (von vier Elementen eines einförmigen Gebil- 
des) auf den Fall von n +3 Punkten des S, ausdehnte.?®) Z. B.: 
Im $, ist der Wurf von zwei Punkten P, @ mit den » + 1 Scheiteln 
eines Simplex = dem Wurf, welchen auf der Geraden PQ diese bei- 
den Punkte und die Schnitte mit den » + 1 Wänden des Simplex 
bilden, die jenen Scheiteln gegenüberliegen.”®) Daraus folgt: Der 
Wurf der » + 1 Punkte, in denen eine Gerade die Wände eines Sim- 
plex trifft, ist gleich dem Wurf der » + 1 Ebenen, welche die Gerade 
mit den Ecken des Simplex verbinden.?!%) — Der Wurf der n+3 
Ecken eines einfachen (n + 5)-Ecks ist gleich dem Wurfe der n +3 
'Gegenhyperebenen [vgl. Ende von '%)].?”') 

Assoziierte Punktgruppen. Wir nennen 2» + 2 Punkte assoziiert, 
wenn sie allen V,:_, angehören, die durch 2» + 1 von ihnen hin- 
durchgehen. W. Killing*"?) bemerkte, daß die 2» + 2 Scheitel von zwei 
in einem Polarsystem autopolaren Simplexen assoziiert sind; und umge- 
kehrt können 2» +2 assoziierte Punkte in den Gruppen der Scheitel 
von zwei autopolaren Simplexen eines Polarsystems verteilt werden. 


208) Math. Ann. 46 (1895), p. 285. Man sagt, daß m in gewisser Reihen- 
folge genommene Elemente a, ... a, einer rationalen M, denselben Wurf be- 
stimmen, wie m Elemente a,’ ... a, einer rationale M,, wenn eine birationale 
Beziehung zwischen den beiden M, besteht, vermöge welcher a, ...a,, der Reihe 
nach a,’..a/, entsprechen. Unter dem Wurf von n + 3 (independenten) Punkten 
eines [n] versteht man den Wurf, den sie als Elemente der C” bestimmen, 
die sie enthält. Analog für den Wurf von m—k-+2[k] eines [m], die 
durch einen festen [k — 1] dieses hindurchgehen: man betrachtet die [X] als Ele- 
mente des Kegels P,,, der Art k und von der Ordnung m—k, der sie enthält. 

209) Hieraus hat Kohn eine Definition der homogenen Koordinaten von P 
in bezug auf das Simplex und auf Q als Einheitspunkt hergeleitet, als Wurf- 
koordinaten: Sitzungsber. Wien. Ak. 104 (1895), Abt. IIa, p. 1167. 

210) Wir fügen noch hinzu: sind ein Simplex und ein Punkt P nebst einer 
hindurchgehenden Geraden g gegeben, so ist der Wurf, den (im Bunde P)g mit 
den nach den Ecken gehenden Strahlen bestimmt, gleich dem Wurf, den auf 
g9 P mit den Schnittpunkten von g mit den Wänden definiert. 

211) W. Burnside, Messenger of Math. (2) 30 (1901), p. 177 hat die abso- 
luten Invarianten von n-+ 3 Punkten im 8, betrachtet, Doppelverhältnisse von 
Determinanten, die aus ihren Koordinaten gebild&t sind, in Beziehung auf die 0%, 
die durch die n+ 3 Punkte hindurchgeht. 

212) „N.E.R.“, p. 101. — Vgl. ein Theorem von Rosanes in *#"). — Es 
gibt andere Assoziierungen von Punkten in bezug auf V*®, wie klar ist. Siehe 
ein Beispiel in ®"), 


2 
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G. Castelnuovo hat zu diesen weitere Resultate hinzugefügt.?!3) Ja, 
er hat auch allgemeiner in zwei 8, zwei assozüerte Gruppen von 2» -12 
Punkten a, ...Qyn49> di. .dy„;s betrachtet, von der Beschaffenheit, 
daß sämtliche unendlich vielen Reziprozitäten zwischen beiden S,, in 
welchen a, b,,..., 4,41 dan, Paare reziproker Punkte sind, auch 
Qyn+2 Dany, als reziproke Punkte haben.?*) (Fallen a, und 5, für jedes 
‘ zusammen, so wird man auf die vorhergehenden assoziierten Punkte 
zurückgeführt.) Als Definition nimmt er diese andere Eigenschaft: 
es existiort eine Reziprozität, in welcher den beiden Simplexen 
(@ 4,21) (Gn43:--Ag,;3) bez. die beiden Simplexe d,.:, 
(Bu43- : Dgnyz) entsprechen, (d. h. dem Punkte a, die Hyperebene 
b2....d,41, usw.).25) Im Falle eines ungeraden » hat man: die 
Scheitel und die Wände eines Simplex im [297 -+1] sind bezüglich 
projiziert und’ ausgeschnitten aus einem [q] mittels zweier assoziierter 
Gruppen von 29 + 2 Elementen.?!5) 


213) Rend. Circ. mat. Palermo 3 (1889), p. 179. Daraus daß 2n-+2 be- 
liebige Punkte einer 0” von S,, assoziiert sind, folgt: 2 in die 0” eingeschriebene 
Simplexe sind immer autopolar in einem Polarsystem. — Auch die 2n + 2 Durch- 
schnitte einer elliptischen 0”*! von 8, mit einer Q sind assoziierte Punkte. — 
Sind 2% + 2 assoziierte Punkte gegeben, so schneidet die C”, die durch a -+3 
von ihnen hindurchgeht, den [n — 2] der übrigbleibenden n— 1 Punkte in wei- 
teren n— 1 Punkten, die mit jenen eine Gruppe von 2n— 2 assoziierten 
Punkten in dem [» — 2] bilden. 

‚Man hat auch (Castelnuovo, Atti Acc. Torino 24 (1889), p. 348 für i—1; 
und ferner G. Fano, Mem. Acc. Torino (2) 44 (1894), p. 335 für >21): Wenn 
2n +21 (linear unabhängige) Punkte so beschaffen sind, daß die Q durch 
2n + beliebige von ihnen immer notwendig durch die übrigbleibenden ö +1 
Punkte hindurchgehen, so liegen jene Punkte sämtlich auf einer Ort 
von 00! $;—ı (für =1 einer 0”), die nach einer Y’;Z, durch den [n — 2] 
von n—1 beliebigen unter jenen Punkten geschnitten wird. 

214) Es handelt sich also um die Ausdehnung der „linear abhängigen Punkt- 
systeme“ von J. Rosanes (Journ. für Math. 88 (1880) p. 241; 90 (1881), p. 303). 

215) Das Band zwischen den beiden Eigenschaften ist durch ein Theorem 
über besondere Homographien gegeben. 

216) Nicht daß eine Reziprozität zwischen den beiden Gruppen von 
2q-+-2 Elementen bestehe! 

Castelnuovo hat noch für beliebiges n und für zwei assoziierte Gruppen von 
®2n +2 Punkten a und b folgende Sätze bewiesen. Die Hyperebenen, die 
"+3 Punkte a, z.B. a, ...a,;,; aus dem [a — 2] der übrigbleibenden a pro- 
jizieren, geben einen Wurf = den Wurf db,...b,,3. Die Kollineation, die 
n--2 Punkte a in die homologen Punkte b überführt, führt die Hyperebene 
der n übrigbleibenden a in die Hyperebene der übrigbleibenden db über. Jedem 
[n — 2] « entspricht ein [fn — 2] ß der Art, daß 


a(a, . ir Agnr3) AR (b, ae Dan43) ist, 
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13. Das Problem der Projektivität. H. Schubert hat die folgenden 
vier abzählenden Resultate über dieses Problem im 8,*17) ausgespro- 
chen, wobei wir der Kürze halber p(b,u) an Stelle der Summe 
(&),+(), + (ba +...+ (b), schreiben. Für b= 0 wird 9 ((,u) —=1. 

1. Gebilde, das aus zwei projektiven geraden Punktreihen besteht, 
die auf zwei Strahlen s, s’ liegen. Wir legen ihm die Bedingung. auf, 
daß s die Grundbedingung (Nr. 3) (v, w) und s’ die (v, w’) erfüllt. 
Ferner bmal die Bedingung, daß entweder s oder s’ einen gegebenen 
[» — 2] schneidet. Endlich amal die Projektivitätsbedingung, daß s, s’ 
von zwei gegebenen Hyperebenen in projektiv entsprechenden Punkten 
geschnitten werden: watb=v+w-+v"+ w +1 ist. Die Zahl 
der genannten Gebilde s, s’ ist dann 


+), wtu),gP&v ti) +plbw+t w) — 2°) 

(+0, +), B&bv+wW)+pbw+v)— 2%) 

2. Gebilde, das aus zwei projektiven Strahlenbüscheln besteht. Wir 
legen ihm die Bedingung auf: daß ihre beiden Ebenen bez. die 
Grundbedingungen (u, v, w) und (uw, v’, w’) erfüllen; bmal die Bedin- 
gung, daß entweder der Scheitel des einen oder der Scheitel des an- 
deren Strahlenbüschels auf einer gegebenen Hyperebene liegt; amal 


die Projektivitätsbedingung, daß zwei gegebene [a — 2] zwei PRESSEN 
zugeordnete Strahlen schneiden; wo 


a+tb=u+vtututV/v+twW+l 
Die Zahl der Gebilde ist gleich der Summe von sechs Produkten, die , 
aus folgendem 


u+u),' - (® +rV),: (w An w), ee + (Q),+#- b + (+) 


durch Permutation von w v’’ hervorgehen und mit dem Zeichen 
+ oder — von dieser Permutation behaftet sind. 

3. Gebilde, das aus zwei korrelativen Ebenen besteht Wir legen 
ihm die Bedingungen auf: daß die beiden Ebenen die Bedingungen 
(u, v, w) und (w, v’, w') erfüllen; ferner amal die Bedingung, daß 
zwei gegebene Hyperebenen die beiden Ebenen in konjugierten Strahlen 
schneiden; b mal die Bedingung, daß zwei gegebene [n — 2] die beiden 


Aus diesem letzten Satze folgt, durch Anwendung der Reziprozität (des 
Textes), die zwei Simplexe von Punkten b in zwei Simplexe von Punkten a über- 
führt, eine ein-eindeutige Korrespondenz zwischen den [n — 2] und den Geraden 
von S,, die durch zwei gegebene Simplexe definiert ist: vgl. L. Brusotti, Rend. Circ. 
mat. Palermo 20 (1905), p. 248. Daraus folgt, vorausgesetzt, daß die beiden Sim- 
plexe aufeinander bezogen sind, ein Theorem von L. Berzolari (ebendort, p. 232,) 
das an die Schläfischen Simplexe (Nr. 11) anknüpft. 

217) Mittl. der Math. Ges. Hamburg 3 (1891), p. 12. 
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Ebenen in konjugierten Punkten schneiden; wa +b=u-tv+tw 
+wW+vV+w-+2 ist. Die Zahl der Gebilde ist dann 2? D — R, wo 
urn +, Wwtin), 

De/etr), , hr), ,..@re)% 
\utw), +0, wto), 
und R eine Summe von sechs Produkten ist, die aus folgendem wie 
oben, durch Permutation von #’ v’ w’ und dem Zeichen + oder — 
hervorgehen: 
tn, + rn),-wtw),: [p&u+ u — a) 
+9 be +tV/— )+9bwu+rwW—a)]. 

4. Die folgende Formel?!®) hat einen allgemeineren Charakter 
(aber sie umfaßt die vorstehenden nicht). Die Zahl der aus zwei korre- 
lativen [k] (zweier gegebenen [n]) bestehenden Gebilde, welche die Lage- 
bedingungen (a,a,...a,) bzw. (b,d,...b,) erfüllen, und außerdem 
Da+ D5b+ kmal die Projektivitätsbedingung, daß ein Paar von 
gegebenen zugeordneten Hyperebenen die beiden [k] in zwei konju- 
gierten [k— 1] der Korrelation schneiden, ist 
(a + Do)a, (+ D)a, ra Di), 
+5) art Di )a, (+ di) 








(a, + Dy)a, (a, + da (+ b2)a; 

@. Z. Giambelli hat noch allgemeinere Probleme der Korrelation 
behandelt, unter denen dasjenige, das man aus dem letzten erhält, 
indem außer den Lagebedingungen (a, a ...@), (bu di -.. d,), m, 
mal (für s=0,1,..,%k— 1) die Bedingung u, auferlegt, daß zwei 
gegebene [n —k-+s] die beiden [A] in zwei konjugierten [s]*der 
Korrelation schneiden, ww I m—= Dat Db+% ist.) Alle die 


218) Für diese vgl. auch Schubert: Jahresber. der Deutsch. Math.-Verein. 4 
(1894/95), p. 158. 

219) Mem. Ist. Lomb. 19 = (3) 10 (1903), p. 155. Giambelli bedient sich der 
Schubertschen Methode der Ausartungen. Die ausgearteten Reziprozitäten, die 
er benutzt, sind die von Del Prete'’*) (als Homographien) gegebenen. Man nenne 
n, die degenerierte Reziprozität zwischen den beiden [%k] von der Beschaffenheit, 
daß in diesen Räumen zwei singuläre Räume A,, B, existieren, sowie eine ge_ 
wöhnliche Korrelation zwischen diesen und auch eine gewöhnliche Korrelation 
zwischen den Gebilden {A,}, {B,}, die sie als Träger haben (wobei die erste 
Korrelation für *=0, die zweite für *=%k—1 verschwindet). Mittels Reduk- 
tionsformeln, wie 

N-s-1=2W, — U -1— Us+1 0<s<k—1), 
können alsdann die Bedingungen n statt der u eingeführt werden. 
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vorhergehenden Zahlen, die Schubert ohne Beweis gegeben hat, findet 
man aus den Untersuchungen von Giambelli bewiesen. 

Dies gilt insbesondere für die vierte erwähnte Formel von Schu- 
ber. Aus ihr empfiehlt es sich hier das folgende Korollar zu 
ziehen: Die Zahl der Paare von [k] in zwei [n], die bezüglich von 
2n (k +1) —.k? Paaren von gegebenen zugeordneten [a — 1] in Paaren 
von [k— 1] geschnitten werden, die in bezug auf eine Korrelation 
der zwei [%] konjugiert sind, ist (wenn wir n—k= h setzen) 

CH, CR+NAHn+M... htm, 
PHYNMAR+FNARLH N: RM), 

Alle diese Zahlen bleiben bestehen, wenn einer der beiden [n] 
mit einem zu diesem reziproken [%] vertauscht wird: alsdann beziehen 
sie sich z. B. auf Gebilde, die aus einem [k] und einem kollinearen 
{n— k— 1} zusammengesetzt sind. Oder auch wenn die beiden [»] 
reziprok transformiert werden: dann hat man Gebilde, die aus zwei rezi- 
proken {a —k— 1} bestehen. Erinnern wir uns jetzt daran (Nr. 8), daß eine 
Reziprozität zwischen zwei [n], die ausgeartet von der Art % ist, sich 
auf eine gewöhnliche Reziprozität zwischen zwei {h — 1} reduziert, so 
sehen wir, daß die zuletzt hingeschriebene Formel die Ordnung der 
Mannigfaltigkeit gibt, die in dem Raume, dessen Punkte die Rezipro- 
zitäten zwischen zwei [n] sind (Nr. 10), von den ausgearteten Rezipro- 
zitäten der Art h gebildet wird.??°) 


14. Klassifikation der Kollineationen. Gegeben sei innerhalb S 


die Kollineation 
0, = Dia, %;. 


Ihre Fixpunkte ergeben sich, wenn man in diesen Formeln z’= x setzt 





& Giambelli hat auch ein allgemeineres Problem behandelt: zu zwei rezi- 
proken Gebilden ({A—1} eines [h+%k] und {’—1)} eines [’+%] werden Grund- 
bedingungen für die vier Räume auferlegt und Bedingungen des Konjugiums 
analog den u. 

In einer anderen (in °*°) zitierten) Abhandlung über die mehrfach schnei- 
denden Räume einer algebraischen Kurve hat Giambelli im 8, h+1 gegebene 
kollineare 8, betrachtet; und die Anzahl der S,(c<h) bestimmt, die sie in 
h-+-1 homologen Punkten schneiden, und außerdem der Grundbedingung 


(0, :.+.@) 


e(c+1) 
+1) n-9+ I - Na=r 
ist. Jene Anzahl ist die Determinante der Ordnung c-+1 der Größen 
(a+h—d),,(ath—c+V). :-,(a+h) 


220) Vgl. das Ende von Nr. 9, wp=g=n zu setzen ist (Nr. 10). Vgl. auch 
das Zitat CO. Segre in '**), 


genügen, wo 


14. Klassifikation der Kollineationen. 841 


und für eg der Reihe nach die verschiedenen Wurzeln der Gleichung 


Mo 70 Ay Ayo 
a Aı—0...q 
01 11 ni 
A(o)= 0: 
Agn An Ai 








.. 


Die Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von o in der Entwick- 
lung von A (o) geben die Invarianten der Kollineation.??!) 

Im allgemeinen Falle, in welchem A(o)=0 n + 1 verschiedene 
Wurzeln hat, sind die festen Punkte und Hyperebenen die Scheitel 
und die Wände eines Simplex.2??) In jedem Falle sei 6 die Anzahl 
der verschiedenen Wurzeln, die wir mit 0',0”,... bezeichnen wollen. 
Nehmen wir an, daß, wenn wir diese der Reihe nach an Stelle von o 
einsetzen, die Determinante A(o) vom Range 


n—W"+1l,n—hW+Ll,... 


wird, so daß sie Wurzeln von der Multiplizität >A,ı’>h”,... 
sind (also A’-—+-h”’”+...<n-+1 ist. Aus diesen ergeben sich 
bez. 6 Räume P[Y — 1], PW’—1],..., die Örter der Fixpunkte: 
diese heißen Haupträume; sie sind schon von H. Graßmann??) be- 


221) Es si A)=A+me+ 104... + e'"t+e"r', wo A=|a;| 
ist. Die geometrische Bedeutung des Nu!l-Werdens eines der J ist implizit bei 
C. Segre, Math. Ann. 24 (1884), p. 152 enthalten. Dafür, daß J,—= 0 ist, genügt 
es, daß ein Simplex von der Beschalfenheit existiert, daß jedem seiner [k—1] 
in der Kollineation ein R entspricht, der mit dem gegenüberliegenden [n —k] 
des Simplex inzident ist. Diese Bedingung ist auch notwendig fürk=1,2,n — 1, n. 
So hat, wenn J, =0ist, d.h.a,,+ a, +:-..+ a,, = 0 ist, für jedes Simplex von 
der Beschailenheit, daß » seiner Scheitel in der Kollineation Punkte entsprechen, 
die in den gegenüberliegenden Wänden liegen, auch der (n-+ 1). Scheitel 
dieselbe Lage. Als Korollar ergibt sich unmittelbar: eine Kollineation mit 
J, = 0 hat die charakteristische Eigenschaft, daß ein beliebiger Punkt zusammen 
mit seinen homologen in der Kollineation, ihrem Quadrate, Kubus, ..., Po- 
tenz (n— 1) und Potenz (n+1), n + 1 Punkte einer Hyperebene sind: F. Enri- 
_ques, Giorn. di mat. 30 (1892), p. 319. 

222) Nimmt man diesen Simplex als fundamental für die Koordinaten, so 
nehmen die Formeln der Kollineation die folgende Gestalt an: og, =a,2;. 


223) In A,, Nr. 377ff. findet man im wesentlichen eine Theorie der Homo- 
graphien eines $,_,; in Nr. 387 werden die Hauptzahlen eo’, o0”,... und die zu 
ihnen gehörigen Hauptgebiete (unsere Haupträume) betrachtet; diese dienen dann 
in der Nr. 390 dazu, um eine kanonische Darstellung der Homographie, verwandt 
denjenigen, von denen wir noch sprechen werden, zu erhalten. 

(Über die Rechnung, zur Bestimmung aller Fixräume der Kollineation, vgl. 
L. Autonne, Bull. Soc. Math. de Fr. 33 [1905], p. 172.) 
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trachtet worden. Neben diesen hat O. Segre?**) die o Räume TT[n — A], 
T[n — h”],... eingeführt, die sich in dualer Weise ergeben, d. h. 
derart, daß die durch sie hindurchgehenden Hyperebenen sämtliche 
Fixhyperebenen geben; wir können sie Hauptachsen nennen. Ein 
Hauptraum und eine Hauptachse heißen homolog, wenn sie aus einer 
und derselben Wurzel der Gleichung A (0) = 0 hervorgehen. Dies 
vorausgesetzt, hat O. Segre die folgenden Eigenschaften abgeleitet. Die 
Haupträume sind linear unabhängig, d. h. sie werden durch einen 
[” -++%’+...— 1] verbunden. Jede Hauptachse enthält alle Haupt- 
räume, die nicht zu ihr homolog sind. Der Strahl, der zwei ent- 
sprechende Punkte x, x’ der Kollineation verbindet, schneidet sämt- 
liche Hauptachsen; und die o -+ 2 Punkte, die wir so auf jenem 
Strahl haben, liefern o — 1 Doppelverhältnisse, die den Verhältnissen 
der Wurzeln oe’, 0”,... gleich sind und daher durch Variation von 
x, x nicht verändert werden: sie sind absolute Invarianten der Homo- 
graphie.?°) Nimmt man einen Hauptraum P[% — 1], so entspricht 
jedem [A] durch diesen in der Kollineation ein [7], der zu ihm 
perspektiv ist, und das Zentrum der Perspektivität liegt auf der ho- 
mologen Hauptachse TT [a — h] (und variiert dort beim Variieren des 
ersten [%], indem es ihm in einer gewöhnlichen Kollineation ent- 
spricht).??®) 


224) Mem. Ace. Lincei (3) 19 (1884), p. 127; Rend. Ace. Lincei (4) 2 (1887), 
p. 325.— Vgl. auch E. Bertini, Rend. Ist. Lomb. (2) 20 (1887), p. 650.— Vgl. das 
Buch von P. Muth, „Theorie und Anwendung der Elementarteiler‘“, Leipzig 1899. 

225) Im allgemeinen erhält man so oo” Strahlen, welche das Analogon T\, 
des Reyeschen tetraedralen Komplexes bilden. Im Falle von nur n+1 Fixpunk- 
ten a, ... 4,5; kann man sagen, daß der Wurf (a)... a,4,%%) (Nr. 12), wo 
x x 2 variable entsprechende Punkte sind, konstant ist. 

Eine Kollineation & gibt eine Reihe von Räumenkomplexen, analog dem 
tetraedralen Linienkomplex. So hat man den Komplex T}, der $,, die die 
homologen $, nach einem [k—1] schneiden, d.h. der $,, die zwei homo- 
loge $,_, enthalten. Bestimmen ein Punkt und die ihm in 2,2°, ..., 2* ent- 
sprechenden Punkte einen $,, so liegt dieser in T,. Die o0' Geraden von I}, die 
von einem gegebenen Punkte ausgehen, bilden einen rationalen Normalkegel; die 
Ebenen von T,, die $, von Ty,..., die von demselben Punkte ausgehen, sind 
diejenigen, die zu je zweien, dreien, ... die Erzeugenden jenes Kegels ver- 
binden. — Für den Fall n=4 vgl. @. A. Aprile, Mem. Acc. Zelanti Acireale 
(3) 6 (1908—1911), p. 1. 

226) CO. Segre hat in den erwähnten Arbeiten von einer analytischen Dar- 
stellung der Kollineation innerhalb eines $, Gebrauch gemacht, die allgemeiner 
als die im Text angegebene ist: d. h. mit n-+1 Gleichungen 


>! 0, = 0 > b,: %; 


(vgl. 1%). Betrachtet man in einem zweiten Raum R, den Punkt y, dessen Ko- 
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Weitere Eigenschaften hängen von den Graden ab, in welchen jeder 
der linearen Divisoren von A (o) als Divisor in A (o) und in seinen 
Minoren von den Ordnungen n,n — 1,... erscheint. Wenn alle Mi- 
noren der Ordnung m (<n +1) teilbar sind, z. B. durch (o — e)), 
und diejenigen der Ordnung m — 1 durch (e — ce)‘, so sagt man (mit 
K. Weierstraß), daß (0 — c)'"' ein Elementarteiler von A (o) ist (der der 
Wurzel o=c entspricht). Dieses vorausgesetzt, seien 


; et DT} 


W"—1 

die Grade der Elementarteiler von A (eg), ‘die der Wurzel o’ ent- 
sprechen; und analog für die anderen Wurzeln. Alsdann hat Segre 
aus einem Theorem von Weierstraß??‘) über die Äquivalenz von zwei 
Paaren bilinearer Formen [1 B2 (W. Fr. Meyer), p. 330] gefolgert, daß 
eine Homographie projektiv völlig charakterisiert ist durch ihre Cha- 
rakteristik 


\(e e, 2 6.) (e' en ea) ee: (e'” ENAE as 


und durch die Werte der 6 — 1 oben genannten absoluten Invari- 
anten.??®) 


ordinaten y, gleich den beiden Seiten dieser Formel sind, so hat man die Kol- 
lineation in $, als Produkt von zwei Kollineationen zwischen $, und R,. 
Hieran knüpft sich die Betrachtung des Bischels von Homographien zwischen 
$” und R,„, das durch die Formeln 


Yy= »2 (4, — eb); 


dargestellt ist, wenn man e variieren läßt. Vgl. die Eigenschaften dieses Bü- 
schels in der ersten Abhandlung von Segre, und bei F. Enriques, Rend. Acc. 
Lincei (4) 6, (1890), p. 63. Mittels des symbolischen distributiven Kalküls sind 
die Büschel von Homographien kurz behandelt von $. Pincherle, Rend. Ist. Lomb. 
2) 41 (1908), p. 751. 

227) Monatsber. der Akad. ufaegs 1868, p. 310 = Werke 2, p. 19. Vgl. auch 
P. Muth, zitiert in 22%), 

228) Außerdem: es gibt immer Reziprozitäten, die eine gegebene Homo- 
graphie des S, in ihre inverse transformieren. Jede Homographie innerhalb 
eines 8” kann immer als Produkt zweier passend gewählter Polarsysteme auf- 
gefaßt werden. 

Die Theorie der Elementarteiler und das erwähnte Theorem von Weierstraß 
über die Äquivalenz der Büschel bilinearer Formen sind auf die folgende Weise 
auf o0’-Systeme solcher Formen von $. Kantor in den zwei in 18°) zitierten Ab- 
handlungen ausgedehnt worden. Die Koeffizienten einer bilinearen Form wer- 
den, wie in Nr. 10 gesagt wurde, als Koordinaten von Punkteu in einem [n? + 2] 
dargestellt: so dazu die degenerierten Formen der verschiedenen Arten durch die 
Punkte gewisser V dargestellt werden: Y(!) (Determinante der a;,), v9. . vm. 
Ein lineares o0”-System von Formen 


ı Da {7} ey + >, Y,r 
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Innerhalb einer Hauptachse, z. B. innerhalb TT [» —#), wird von 
der gegebenen Kollineation des 8, eine Kollineation subordiniert, deren 
Charakteristik man aus der früheren durch Subtraktion der Einheit 
von jeder der Zahlen e der ersten Gruppe erhält (indem man dabei die 
Differenzen O unterdrückt); die Haupträume dieser subordinierten Kolli- 
neation von TT [n — h’] sind der Durchschnitt (wenn er existiert) P[k— 1] 
dieser Achse mit P[ — 1], und weiter Pf’ —1], P[#" —1),...®) 

An diese letzte Tatsache kann man weitere Untersuchungen von 
P. Predella anschließen.”®) In jener Kollineation von TT[» — h’] hat 
der Hauptraum P[k— 1] als homologe Hauptachse einen [na — h’ —k], 
der P[h’—1], P[h”—1],.... enthält. Ähnlich wird in jenem 
[a—h’—k] eine Kollineation subordiniert sein, deren Haupträume 
der Durchschnitt (wenn er existiert) P[7— 1] des [n — W— k] mit 
P[k —1] und weiter noch P[A’— 1], P[W” —1],... sind: in 
dieser Kollineation wird P[!— 1] zur homologen Hauptachse einen 
fa—h—k—T] haben. Im weiteren Verfolg gelangt man schließlich 
zu Räumen P[W —1], P[k—1], Pfl—1],... (deren jeder die 
folgenden enthält), wobei W-k+1!-+...=4 ist. Predella nennt 
auch die neuen Räume P[%—1], P[!—1],.... Haupträume; und 
wenn diese existieren, sagt er, daß P[ —1] vielfach ist, wenn nicht, 
daß er einfach ist. Eine reguläre Homographie [vgl. ?*°)] ist eine solche, 
für die sämtliche Haupträume einfach sind. Wiederholt man für 
P[h’ —1], für Pf” —1],.... dasselbe, was für Pf —1] geschehen 
ist, so kann man beweisen, daß die gegebene Homographie als die 
Grenze einer regulären betrachtet werden kann, für die einige 


wird durch die Punkte eines [r] dargestellt; und die Charaktere dieses Systems, 
die seine Äquivalenz mit einem anderen System zu erkennen gestatten, sind ge- 
geben durch die Invarianten der Durchschnitte von [r] mit jenen Y und durch die 
Ordnungen der ev. Berührungen dieses R mit denselben Y. — In der zweiten 
zitierten Abhandlung von Kantor ist die Sache weiter ausgedehnt worden. 

229) Der einfachste Fall ist derjenige, in dem sämtliche e=1 sind, d. h. 
indem Wh’ +..-=n-+1 ist. Es ist der Fall, in dem die Homographie, 
wie in ??%), mittels der Formeln o@/ =a;x, dargestellt werden kann: wo die a 
sich in Gruppen von Äh’ gleichen, A” gleichen ... verteilen. Einige nennen diese 
Homographie allgemein: wir sagen indessen regulär. 

Die Zahl der Kollineationstypen, d. h. der möglichen Charakteristiken, findet 
man bei E. R. Wilson, Jahresber. der Deutsch. Math.-Verein. 17 (1908), p. 341, 
und P. Wernicke, ebendort 18 (1909), p. 397. 

Über eine weitere Klassifikation der Kollineationen auf Grund von Iterierung 
der gegebenen Kollineation und Betrachtung ihrer eingliedrigen Gruppe sowie 
der Natur der Trajektorien dieser G, usw. handelt E. B. Van Vleck, Trans. 
Amer. Math. Soc. 13 (1912), p. 353. 

230) Ann. di mat. (2) 17 (1889), p. 113. 
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Wurzeln in bestimmter Weise zusammenrücken, und demgemäß die 
Haupträume, die jenen Wurzeln entsprechen, einer in den anderen 
fallen, wie auch die Hauptachsen. Predella verwendet in Rücksicht 
hierauf eine Charakteristik der Kollineation, die von derjenigen Segres 
verschieden ist: er schreibt die Dimensionen der verschiedenen Haupt- 
räume (auch derjenigen der neuen Art), indem er in einer ()) diejeni- 
gen vereinigt, die sich auf Räume beziehen, die ineinander ent- 
halten sind. 

Predella hat noch andere charakteristische Räume betrachtet, einen 
für jede der 6 Wurzeln®®!): es sind 6 unabhängige Räume, deren ver- 
bindender R 8, ist. Mittels gewisser passend gewählter Paare entsprechen- 
der Punkte in diesen bestimmt man die Homographie.2®) Nimmt man 
dagegen in diesen Räumen die Fundamentalpunkte der Koordinaten, 
so gelangt man zu einer kanonischen Form der Gleichungen der Ho- 
mographie®®), welche die Charakteristik und die absoluten Invarianten 
der Homographie unmittelbar erkennen läßt.3%) 


231) Atti. Acc. Torino 27 (1892), p. 270. Der charakteristische Raum, welcher 
der Wurzel g° entspricht, ist der [Y +k-+7-+-.-.— 1], Grenze des R, der 
die Haupträume P,_1, Pi-ı, P_ı, - - - verbindet. 

232) E. Bertini, zitiert in ***), hatte schon angegeben, wie man mit nt 2 
passenden Punktepaaren eine Homographie gegebener Art bestimmen kann. 


233) Diese kanonische Form findet man schon bei (©. Jordan, Traite 
des substitutions etc. Paris 1870, p. 125; und Compt. Rend. 73 (1871), p. 787. 
Die n-+ 1 Koordinaten verteilen sich in o Gruppen: entsprechend der 4’-fachen 
Wurzel 0° hat man eine Gruppe von 4’ Koordinaten, die sich nur unterein- 
ander transformieren. Die Determinante der Transformation dieser X Koordi- 
naten ergibt sich so (nach Predella): längs der Hauptdiagonale werden die 4° Ele- 
mente sämtlich gleich g° gesetzt; um alsdann die Stellen der anderen nicht-ver- 
schwindenden Elemente zu finden (die beliebige Konstante sein können), verteilt 
man jene A Hauptelemente der Ordnung nach in Gruppen I von A‘, II von k, II 
von },... und bewirkt, daß die II. Gruppe um A’ Stellen, die III. um % Stellen, 
die IV. um /,... vertikal von unten nach oben rückt. 


234) $. Pincherle, Rend. Ist. Lomb. (2) 29 (1896), p. 397, Math. Ann, 49 
(1897), p. 327, hat kurz die Klassifikation der Homographien mittels der An- 
wendung des allgemeinen Begriffes distributiver Operationen behandelt. Vgl. 
auch das Buch von $. Pincherle, Le operazioni distributive e le loro applicazioni 
all’ analisi, Bologna, Zanichelli 1901; wo in dem 4. Kapt. die Haupträume aus 
diesem Gesichtspunkte behandelt sind. 


8. Pincherle, Giorn. di mat. 50 (1912), p. 1, hat bemerkt, daß die Unter- 
scheidung der Kollineationen in allgemeine und degenerierte verschiedener Art, 
wie auch die Klassifikation mittels der Elementarteiler sowohl auf die Räume 
mit einer abzählbar unendlichen Zahl von Dimensionen (wie der Raum der Potenz- 
reihen von x) als auch auf andere Räume mit unendlich vielen Dimensionen 
(wie derjenige der kontinuierlichen Funktionen in einem gegebenen Intervall, oder 
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Wenn in einem S, eine Kollineation einen einzigen Fixpunkt a 
hat (der also für m +1 zählt)?®), so hat sie auch eine einzige 
Fixgerade a,, eine einzige Fixebene a,,..., einen einzigen Fix-[m — 1]; 
jeder Fixraum enthält die vorhergehenden. — In einer Kollineation 
des $, kann man immer Fixräume finden, die bezüglich den ver- 
schiedenen Elementarteilern von A(o) entsprechen, von der Dimen- 
sion e— 1 für einen Elementarteiler vom Grade e, und linear un- 
abhängig voneinander sind, so daß auf jedem derselben eine Kollineation 
mit einem einzigen Fixpunkt subordiniert ist. Verteilt man die Fun- 
damentalpunkte der Koordinaten auf solche Fixräume, so hat man eine 
andere passende Zerlegung der gegebenen linearen Substitution (Homo- 
graphie), und zwar in partielle lineare Substitutionen, bezüglich diesen 
Fixräumen. 2°) 


15. Weiteres über Kollineationen. Die zyklischen Kollineationen 
von der Ordnung » (d.h. diejenigen, die vmal und nicht weniger 
wiederholt die Identität ergeben) sind reguläre Kollineationen, d.h. 
(Nr. 14) Kollineationen mit nur einfachen Haupträumen.””) Sie 
können dargestellt werden mittels Formeln x’,= a,x, wo die a, v-te 
Einheitswurzeln sind (multipliziert, wenn man will, mit einem und 
demselben Faktor).?) Daraus folgt, daß die Zahl o der Haupträume 
<v ist. — 

Betrachtet man für eine beliebig gegebene Kollineation 2 die 
sukzessiven Transformierten eines Punktes p durch 2, 2°, 2 RR 


der integrablen Funktionen usw.) ausgedehnt werden können; und daß mit solchen 
geometrischen Betrachtungen z. B. in der Theorie der Integralgleichungen eine 
Orientierung und ein klarer Einblick erlangt wird. 

285) Bertini ?**) und Predella haben sich in den erwähnten Arbeiten aus- 
führlich mit den geraden Linien und anderen Räumen beschäftigt, die in einer 
gegebenen Kollineation fest sind und einen einzigen Fixpunkt enthalten. 

236) Diese Zerlegung fällt im wesentlichen mit der Reduktion auf eine 
kanonische Form des Büschels von bilinearen Formen von Weierstraß zusammen. 
Vgl., außer den Arbeiten von Predella, $. Medici, Giom. di mat. 44 (1906) 

.189. — 
: In dem Buche von Bertini „Introduzione“ ist eine systematische geome- 
trische Behandlung der Klassifikation der Homographien auf Grund der zitierten 
Arbeiten dargelegt. 

237) Das folgt unmittelbar aus der Tatsache, daß eine Homographie, für 
die nicht sämtliche Haupträume einfach sind, feste gerade Linien mit einem 
einzigen Fixpunkt zuläßt. 

288) Dieses Theorem, das auch eine Folge der kanonischen Gleichungen 

von Jordan *°°) ist, scheint explizit zuerst von @. Frobenius dargelegt zu sein, 
Journ. f. Math. 84 (1878), p.16 und von O0. Jordan, in demselben Bande, p. 112- 
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so hat man eine Folge von Punkten p, 9, Ps Py -+., die von 
8. Kantor?®®) und von @. Veronese”") betrachtet worden ist. — 
Gruppen von Kollineationen in endlicher Anzahl (vgl. IB3f (Wi- 
man), p. 522) bieten sich von selbst dar, z. B. die Vierergruppen, von 
denen schon in Nr. 11 gesprochen wurde; die Gruppe von der Ordnung 
(Rn + 2)!, die ein gegebenes (n + 2)-Eck oder (n-+ 2)-Flach in 
sich transformiert*!); die (in jener enthaltene) Gruppe der Kollinea- 
tionen, die auf alle möglichen Weisen die a1 Koordinaten x, 
eines Punktes (oder auch nur einen Teil derselben) vertauschen**®); 
die Gruppe von der Ordnung 2” von involutorischen Kollineationen 
&,—= + 2,”°); und verschiedene Untergruppen von ihnen. C. Jordan hat 
bewiesen, daß die Kollineationsgruppen endlicher Ordnung zu einer 
begrenzten Anzahl von Typen gehören.) 245) FE. Study hat alle Gruppen 
von involutorischen Kollineationen untersucht. *°) — 


239) Bull. Soc. Math. de F. 8 (1880), p. 208. Kantor setzt als fest n+1 
Paare entsprechender Punkte in X und auch den Punkt p voraus und unter- 
sucht die Korrespondenz, die daraus zwischen p, und 9, hervorgeht, und 
gibt die Anzahl der & an, für die p, mit p zusammenfällt. 

240) Vgl. 2°”). Veronese hat die Kurven W von Klein-Lie betrachtet, die 
sämtliche Punkte pp,p,... enthalten; und verweilt speziell bei den Besonder- 
heiten des projektiven Zykels von v Punkten, auf die sich jene Punktfolge 
reduziert, wenn 2 zyklisch von der Ordnung » ist. — Über die zyklischen Homo- 
graphien vgl. auch F. Enriques, Giorn. di mat. 30 (1892), p. 311. 

241) F. Klein, zitiert in ?”), verwertet diese Gruppe für eine geometrische 
Repräsentation der Galoisschen Resolventen algebraischer Gleichungen (n + 2). 
Grades (eine solche Darstellung ist durch die Gruppen transformierter Punkte 
eines und desselben Punktes durch die Kollineationen der Gruppe gegeben). Stellt 
man das (n-+ 2)-Flach, wie in Nr. 12 gesagt wurde, mittels &,2, ... %,41 = 0 


dar, wo Ix=0 ist, so wird die Gruppe durch die Permutationen der über- 


zähligen Koordinaten x, dargestellt. Invarianten für diese Gruppe sind Be ==(0, 
Da. =0, Deie}= 0, usw. 

E. Ciani, zitiert in ?°%), hat für den $, diese Gruppe G,,, eingehender 
studiert, indem er ihre Untergruppen untersucht usw. Vgl. auch Nr. 42. 

242) @. Veronese?””). 

243) E. Bertini, Rend. Ist. Lomb. (2) 19 (1886), p. 176. — J. A. Barrau, 
Nieuw Archief voor Wiskunde (2) 8 (1908), p. 185 hat die Gruppe, Produkt der 
beiden vorhergehenden, studiert (indem er auch noch die Reziprozitäten hinzu- 
gefügt hat, die aus der Betrachtung der x, als Koordinaten einer Hyperebene 
hervorgehen). 

244) Journ. für Math. 84 (1878), p. 89; und vollständiger in Atti Acc. Na- 
poli 8 (1879). Der Beweis stützt sich auf die Betrachtung einer invarianten Unter- 
gruppe, deren Transformationen (für ein passendes Fundamentalsimplex) sämtlich 
vom Typus a; = a,x, sind. 

245) Ein anderes allgemeines Theorem, das man A. Löwy, Paris. Compt. 
Rend. 123 (1896),, p. 168, und .E. H. Moore, Record Univ. Chicago 1 (1896); Math. 
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Die kontinuierlichen Gruppen von Kollineationen sind von S. Lie”) 
studiert worden. Die Trajektorien einer eingliedrigen Gruppe von 
Kollineationen sind die W- Kurven, die Klein und Lie im $, betrachtet 
haben und von denen @. Veronese?”) die analogen Eigenschaften im 
S, angegeben hat. — 


Von @. Del Prete*°) ist untersucht worden, wann swei Kollinea- 
tionen vertauschbar sind. Mit einer regulären Kollineation 2 sind alle 
diejenigen vertauschbar, für die die Haupträume sich selbst ent- 
sprechende Räume sind; und weiter noch, im Falle die Haupträume und 
die Wurzeln von & in passende Gruppen verteilt werden können, gewisse 
Homographien, die diese Haupträume zyklisch vertauschen. Wenn 


Ann. 50 (1898), p. 213, verdankt (vgl. auch L. Fuchs, Sitzungsber. Akad. Berlin 1896, 
p. 753), kann man geometrisch so ausdrücken: jede Gruppe endlicher Ordnung vor. 
Kollineationen führt eine Antipolarität ohue fundamentale Punktmannigfaltigkeit 
(Nr. 47) (= einer definiten Hermiteschen Form) in sich über. Mittels einer linearen 
Transformation kann diese auf die Form ’x,x;—= 0 gebracht werden. Daraus 
folgt, daß die gegebene Gruppe holoödrisch-isomorph zu einer Gruppe reeller 
orthogonaler linearer Substitutionen in 2» + 2 Variablen ist (den reellen Kompo- 
nenten der &,) oder auch zu einer Gruppe reeller euklidischer Rotationen um 
einen Punkt im Raum von 2» + 1 Dimensionen. 

246) Zitat in 2°), Es handelt sich im wesentlichen darum, die Maximal- 
gruppen zu bestimmen, d.h. die Gruppen, die nicht in umfassenderen Gruppen der- 
selben Art enthalten sind. Wenn die Kollineationen paarweise syzygetisch sind 
200), so ist die Gruppe in der schon erwähnten = +2, (Ü=0,1,2,...,%) 
von der 2”. Ordnung enthalten. Wenn dagegen in der Gruppe«zwei Kollinea- 
tionen vorhanden sind, die azygetisch sind, so daß n--1=2m ist, so hat 
wan eine Y,, zu betrachten, deren Punkte die Koordinaten u,v; (h=1, 2; 
k=1,2,..., m) (vgl. Nr. 10) haben: Ort von 00”-! geraden Linien und oo! 
Sn; die Maximalgruppe ergibt sich als Produkt zweier Untergruppen, deren 
eine jede dieser geraden Linien festläßt und eine Vierergruppe innerhalb der 
00! von S,_. bestimmt; die andere läßt umgekehrt diese 5-1 einzeln in Ruhe. 
Für diese zweite Gruppe mache man (wenn m gerade ist) eine analoge Zerle- 
gung, usw. Vgl. ©°%). 

247) Theorie der Transformationsgruppen, Bd. 1 und 3, Leipzig 1888, 18983. 
Andere Zitate in IIA 6 (Maurer-Burkhardt), p. 433. — Spezielle Kollineations- 
gruppen werden sich auch z. B. in Nr. 18 und anderswo finden. 3 

248) Giorn. di mat. 37 (1899), p. 107. Früher indessen waren schon analy- 
tische Untersuchungen von @. Frobenius vorhanden, Journ. f. Math. 84 (1878), p.1 
(wo man z. B. die Ordnung der Unendlichkeit der Gesamtheit der linearen Sub- 
stitutionen findet, die mit einer gegebenen vertauschbar sind); A. Voss, Sitzungs- 
ber. der Münchner Akad. 19 (1889), p. 283. — Vgl. auch V. Volterra, Mem. Soc. 
It. Scienze (dei XL), (3) 12 (1902), p. 3; U. Amaldi, Rend. Ist. Lomb. (2) 45 (1912), 
p- 433. 

Es gibt auch vereinzelte geometrische Bemerkungen über die vertausch- 
baren Kollineationen. So bei @. Fano, Rend. Circ. mat. Palermo 10 (1896), p. 21. 
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ferner & nicht regulär ist, muß man auf die charakteristischen Räume 
(Nr. 14) von Predella zurückgreifen. — 
Zwei Reziprozitäten zwischen zwei S5,, die bez. auf die zwei 
zueinander dualen Arten (Nr. 8) dargestellt sind: DIa,,x,;a, = 0, 
DB;,58 = 0, heißen harmonisch oder konjugiert oder apolar, wenn 
die simultane bilineare Invariante Ia,,ß,, —= 0 ist. Ihr Produkt ist 
alsdann z. B. im ersten Raum eine Kollineation mit der Invariante 
J, = 0: Vgl. ??'). — Wenn die erste Reziprozität in ein Produkt von 
zwei Hyperebenen degeneriert, müssen diese bezüglich der zweiten 
konjugiert sein. — Beschreibt die erste ein lineares System oo* (vgl. 
Ende von Nr. 8), so beschreibt die zweite ein lineares System (nicht 
in demselben, aber im dualen Sinne) von der Dimension 
| nn +2) —h—1. 
Interpretiert man x’ nicht mehr als Punkt, sondern als Hyperebene 
und $ als Punkt, so definieren die beiden früheren Gleichungen (auf 
verschiedene Weise) zwei Kollineationen anstatt Reziprozitäten; und 
man kann für die Kollineationen wiederholen, was für die Rezipro- 
zitäten gesagt wurde. **°) 


III. Mannigfaltigkeiten 2. Grades. 


16. Die Mannigfaltigkeiten 2. Grades. Wir bezeichnen in dieser 
Nummer mit p die durch die Gleichung a,,x,;x, = 0 dargestellte Hyper- 
fläche 2. Ordnung (quadratische Hyperfläche, quadrica; abgekürzt: Q). Wie 
schon gelegentlich der Polarsysteme erwähnt wurde (Nr. 11), ist p der 
Ort der selbstreziproken Punkte des Polarsystems g&, = > ia,,x,; und ver- 
schiedene Eigenschaften dieses können als Polareigenschaften bezüglich 
p ausgesprochen werden, was wir hier nicht tun wollen.) 

Wenn die Determinante |a,,| +0 ist, so sagt man, daß g eine 
gewöhnliche Q ist. Wenn sie dagegen = 0 ist, und zwar vom Range 
n—h-+1, so sagt man, daß p eine h-fach spezialisierte oder degene- 
rierie (ausgeartete) oder singuläre Q ist. Diese ist ein Kegel von 
der Art h, der zum Scheitel den singulären [% — 1] des Polar- 
systems hat. .. 


249) Vol. F. Ennriques, Giorn. di mat. 30 (1892), p. 319. 

Wir erwähnen noch hinsichtlich der Homographie eine Bemerkung von 
F.J. Richeloi, am Ende der Note im Journ. f. Math. 70 (1869), p. 137, über eine 
metrische Frage (gleiche Büschel von homologen Hyperebenen). 

250) Die ersten Eigenschaften der Mannigfaltigkeiten 2. Grades @ findet 
man in schon in Nr. 1 erwähnten Arbeiten über diesen Gegenstand. Vgl. auch 
die Zitate über die Polarsysteme in Nr. 11. Eine vollständigere Untersuchung 
der @ ist dann von C. Segre ausgeführt worden: „Quadriche“, 

251) Bezieht man p auf ein Polarsimplex, so wird = Ya;r}, mit Ah ver- 
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i Die polare Hyperebene eines (nicht singulären) Punktes x von 
heißt Tangential-Hyperebene in & (Nr. 37) und enthält alle in x be- 
rührenden Geraden. Wenn g ein Kegel von der Art A ist, so hat jede 
Tangential-Hyperebene als Berührungspunkte x sämtliche Punkte eines 
erzeugenden [A]. — Jeder [m], der nicht in @ enthalten ist, schneidet 
diese nach einer F}_ı, und die in den Punkten von dieser, @ be- 
rührenden Hyperebenen gehen durch den [a — m — 1] hindurch, der zu 
[2] polar ist, indem sie den Kegel(®) einhüllen, der p aus dem [a — m —1] 
umschrieben ist. Insbesondere: von einem Punkte x, der. nicht auf 
liegt, geht ein p umschriebener Kegel aus, Ort der berührenden Ge- 
raden, die durch & hindurchgehen (die Berührungspunkte dieser 
liegen in der Polaren von x). Eine Tangential-Hyperebene an 
schneidet diese in einem Kegel (V}_2s), dessen Scheitel im Berührungs- 
punkte lieg. Wenn 9 gewöhnlich ist, so ist sie von der zweiten 
Klasse, d. h. in einem Büschel von Hyperebenen gibt es zwei Tan- 
gential-Hyperebenen. °°?) 

Der Schnitt-[m] der » — m Hyperebenen &...E®-”) berührt @, 

d. h. er schneidet sie nach einem Kegel (oder ist inzident mit seinem 
Polarraum), wenn die Determinante von der Ordnung (a +1) + (n— m), 
die man durch Rändern der Determinante |a,,| mit den Koordinaten 
jener n— m Hyperebenen erhält, gleich Null ist (vgl. !'®); oder symbolisch 


(aa’...am$'... &*- m)? — 0, wenn 9 symbolisch durch = a’=:-- 
schwindenden Koeffizienten a, wenn p h-fach degeneriert ist. Hieraus folgt (Segre, 
„Quadriche“, Nr. 27), daß eine solche p in sich transformiert werden kann oder 
in eine andere derselben Art mittels einer Unendlichkeit von Kollineationen, die 
durch 4n(n +1) +4h(k — 1) ausgedrückt wird. 

252) Der Kürze halber wird im weiteren Verlauf dieser Nummer vorausge- 
setzt, daß p gewöhnlich ist, wenn nicht das Gegenteil gesagt wird. Wenn g ein 
Kegel der Art A ist, so werden seine Eigenschaften mittels Projektion aus einem 
[— 1] aus denjenigen einer gewöhnlichen @ eines [n — A] abgeleitet. 

Hier vermerken wir, daß, während die Gleichung von p als Ort zweiter 
Ordnung auf die Kegel als Ausartungen führt, die Gleichung als Enveloppe 
2. Klasse (von Hyperebenen) Se;,8;5.—=0 dual zu anderen Ausartungen führt 
(vgl. inNr. 8 die Ausartungen der Reziprozitäten). Wenn nämlich die Determinante 
|&;;| = 0 ist vom Range n— h+1, so daß p h-fach spezialisiert oder ausgeartet 
oder singulär, als Enveloppe, ist, so reduziert sie sich auf eine gewöhnliche @ des 
[n—h] (diese Q heißt nach Segre: Kern (nucleo) von 9): d.h. p ist die Ge- 
samtheit der [na — 1], die jene Q berühren. Eine Q@ des $,, die als Ort einfach 
ausgeartet ist, ist n-fach ausgeartet als Enveloppe, dabei reduziert sie sich auf 
einen Bund von Hyperebenen; dual usw. Eine @, die als Ort (oder Enve- 
loppe) eine gewisse Anzahl von Malen —>1 degeneriert ist, gibt nicht zu einer 
bestimmten Enveloppe (bzw. Ort) Veranlassung. 

Andere Ausartungen (betrachtet von H. Schubert) werden wir im folgenden 

Nr. 17) nennen. 
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dargestellt ist. Diese Form (Determinante) liefert für m = 0,1,...,n 
die verschiedenen Invarianten und Kontravarianten von g. (Verschwindet 
sie identisch, so sagt dieses, daß p vonder Artn — m-+ 1 ausgeartet ist.) ?*) 
Die Mannigfaltigkeiten, die in @ liegen, lassen sich bequem 
untersuchen mittels der siereographischen Projektion, d. h. durch Pro- 
jektion von auf eine Hyperebene von einem Punkte der p aus.) 
Nach F. Klein haben sich dieser Projektion @. Veronese („Behandlung“) 
und C. Segre („Quadriche“) bedient, um die in @ enthaltenen Räume 
zu bestimmen. Sie finden, daß für jedes m <”" auf p eine Mannig- 
falüigkeit von [m] von der Dimension 4 (m + 1) (2» — 3m — 2) vor- 
handen ist, derart, daß durch jeden [%] von $ (k<m) eine Mannigfaltig- 
keit solcher [m] vonder Dimension 1(m — k) (2» — 3m — k— 3)hindurch- 
geht. Die höchsten Räume, welche in p liegen, sind: wenn n gerade = 24 
ist, eine Mannigfaltigkeit von der Dimension 449 (g + 1) vnfg — 1]; 
wenn » ungerade =29g-+- 1 ist, zwei Systeme von [g] von der Di- 
mension 49 (g + 1). In bezug auf diese beiden Systeme ist noch ein 
Unterschied zu machen: je nachdem g ungerade oder gerade ist, 
schneiden im allgemeinen zwei [q] von p einander nur, wenn sie ver- 
schiedenen Systemen bzw. demselben System angehören. In jedem 
Falle kann man sagen, daß in einer 7?, zwei [q] desselben Systems 


. einen [g — 2:] und zwei [q] verschiedener Systeme einen [g — 25 + 1] 


miteinander gemein haben, wo i eine ganze Zahl ist.*®) 


253) Wenn ein [m] seinen Polar-[n— m— 1] nach einem [7] schneidet, so 
wird er p nach einer V},_, schneiden, welche diesen [7] als singulären Raum 
hat; man nennt ihn tangential von der Art I+1; er berührt längs jenes [7). 
Wenn der [m] in g liegt, so liegt er auch im polaren R; es ist Z=m. 

254) F. Klein, zitiert in *) und *%). Die Korrespondenz zwischen den 
Punkten von g und der Hyperebene (sie heiße H)) ist im allgemeinen ein-eindentig. 
Indessen entsprechen dem Projektionspunkt P in H sämtliche Punkte eines 
[r—2]I, und in diesem existiert eine F?_,, von der jeder Punkt das Bild aller 


‚Punkte eines Strahles von 9 ist, äsr von Puungehi Einer Y7;. von @ entspricht 


im allgemeinen in H eine V„, die I in einer Mannigfaltigkeit schneidet, die 
vollständig i in der V;_, enthalten ist; insbesondere hat der Durchschnitt von 
mit einer V,„“, als Bild in H eine V?”,, für welche die 7:_, u-fach ist. 

In der zweiten Note von Klein, zitiert in *%), ist mittels dieser Abbildung 
bewiesen, daß: wenn n>4 ist (und g nicht 00”-* Doppelpunkte hat), jede in 0) 
enthaltene algebraische Y„_, der vollständige Durchschnitt von g mit einer al- 
gebraischen Hyperfläche ist; ein Theorem, das unmittelbar für die Liniengeo- 
metrie des R, verwandt werden kann (algebraische Darstellung der Linienkom- 
plexe). (Vgl. ein allgemeineres Theorem in Nr. 39.) 

255) Es scheint, daß die beiden Systeme von [g] auf einer 7, und die 
genannten wechselseitigen Relationen zuerst A. Voss gefunden hat, der in der 
Note am Fuße von S. 341 der Arbeit über die orthogonalen Substitutionen, Math. 
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Ist g reell, d. h. mit reellen Koeffizienten, und will man wissen, 


welche in g enthaltenen Räume reell sind, so führt man @ (mittels 


einer linearen reellen Substitution) in die Form Sa,x? über: die Dimen- 


sionen der reellen Räume, die in g enthalten sind, sind diejenigen 
ganzen Zahlen, die kleiner sind als die Anzahl der positiven Koeffi- 
zienten a sowie als die der negativen.?°®) 

Mit den in g enthaltenen Räumen ist die Erzeugung der p durch 
reziproke Gebilde verknüpft. Nimmt man auf p zwei [m], die ein- 
ander nicht schneiden, so kann man die beiden Gebilde {m}, die 
diese als Träger haben, derart reziprok aufeinander beziehen, daß 
p der Ort der Durchschnitte der Hyperebenen des einen Gebildes mit 
den homologen [m + 1] des anderen wird.?°”) 


Ann. 13 (1878), p.' 320 zu diesem Zwecke die Rechnung ausgedehnt hat, die 
A. Cayley, Quart. Journ. 12 (1873), p. 176 (= Coll. Pap. 9, p. 79) für die V3 von 
S, angestellt hatte. Die vollständigeren Resultate über die in @ enthaltenen 
Räume findet man bei Segre. Mittels stereographischer Projektion beweist dieser 
auch das folgende Theorem: bezeichnet man mit «, ß die Anzahl der Punkte, 
in denen eine V,, die in einer Y?, liegt, bez. die [9] der beiden Systeme schneidet 
(so daß «+ ß die Ordnung der P, wird), und mit «’, ß’ die analogen Charaktere 
einer anderen V,, so ist die Anzahl der Durchschnitte jener beiden V, durch 
«a + ßß’, oder auch durch «ß’-+- fa’ gegeben, je nachdem g gerade oder un- 
gerade ist. 

E. Borel, Aun. Ec. Norm. (3) 9 (1892), p. 63, hat wie im Text, letzter 
Satz (In jedem Falle...) das Theorem über die Durchschnitte von zwei [q] auf der 
V2, ausgesprochen (vgl. auch E. Bertini, Atti. Acc. Torino 30 (1895), p. 350); 
und daraus abgeleitet, daß keine Kurve, die einem [24+ 1] angehört, als 
Schmiegungs-[q] erzeugende Räume einer V* hat. — 

H. W. Richmond, Proc. Cambridge Phil. Soc. 10 (1899), p. 210, hat die fol- 
gende Bedingung dafür gefunden, daß 5 gerade Linien a, b, c, d, e, eines $, 
in einer W* liegen: die 5 Schnittpunkte von a mit dem $, (ed), b mit (de), © 
mit (ea), d mit (ab), e mit (bc) liegen in einem $,. 

256) Dieses Theorem (das eine geometrische Erklärung des Trägheits- 
gesetzes der quadratischen Formen gibt) ist in allgemeiner Form von C. Segre, 
Math. Ann. 24 (1884) (Fußnote zu S.489) gegeben worden. Indessen hatte schon 
früher Th. Reye, Journ. für Math. 82 (1877), p. 173 im &, die reellen linearen 
Systeme von F* bestimmt, die in einem quadratischen oo®-System enthalten sind, 
und zwar auf Grund der Zeichen, die in der kanonischen Gleichung desselben 
auftreten. 

257) Ausgesprochen von Veronese („Behandlung“, Nr. 28), bewiesen von 
Segre („Quadriche“, Nr. 42 u. ff.; vgl. auch in diesem Artikel Nr. 38); geome- 
trischer von A. Da Porto, Giorn. di mat. 37 (1899), p. 124. — Wenn die Achsen 
der zwei reziproken Gebilde einander schneiden, so ist die erzeugte V? ein Kegel: 
vgl. die eben zitierten Autoren. — Es ist noch zu vermerken, daß die Erzeu- 
gungen von @ durch reziproke Gebilde spezielle Fälle der Erzeugung von p als 
Ort der selbst-konjugierten Punkte einer Reziprozität des $, sind: wenn nämlich 
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Von den weiteren Fragen projektiven Charakters in bezug auf 
Mannigfaltigkeiten 2. Grades sind von A. Voss analytisch diejenigen be- 
handelt, welche die einfachen Polygone betreffen, die einer Q um- 
schrieben sind?°®), und diejenigen, die eingeschrieben sind, deren 
Seiten durch gegebene Punkte hindurchgehen.®°) 

Was die (euklidischen) metrischen Eigenschaften der quadratischen 
Mannigfaltigkeiten betrifft, so sind einige unmittelbare Verallgemeine- 
rungen derjenigen der F? ?); alle ergeben sich dadurch, daß man 
außer p die unendlich ferne Hyperebene I und die J?_s dieser be- 
trachtet (Nr. £)?): hieraus ergibt sich auch die Unterscheidung der 
Q@ in Arten.”®) Es gibt auch Sätze über die zu @ normalen Ge- 


diese Reziprozität ausgeartet von der Art m--1 ist, so führt diese Erzeugung 
auf diejenige mit zwei reziproken {m} zurück. 

258) Math. Ann. 25 (1885), p. 39. Es gibt zwei Arten, je nachdem das Pro- 
dukt der Abstandsverhältnisse der auf jeder Polygonseite liegenden Berührungs- 
punkte gegen die beiden Ecken = +1 ist. 

259) Math. Ann. 26 (1886), p. 231. Es ist eine Frage, die mit den 
Kollineationen verknüpft ist, die eine Q in sich überführen (Nr. 18). (Vgl. 
für 8, die geometrische Behandlung von Zeuthen, Math. Ann. 18 (1881), 
p- 33.) 

260) So ist der Pol O der unendlich fernen Hyperebene / Symmetrie-Zentrum 
(wenn er im Endlichen liegt); die Geraden durch dieses (Durchmesser) und spe- 
ziell die Hauptachsen mit den entsprechenden Haupthyperebenen geben die Rich- 
tungen anderer Symmetriearten, die in sich überführen. Liegt O im Endlichen, 
d.h. berührt p / nicht, so gibt es im allgemeinen ein n-tupel von Hauptachsen, 
und man findet im wesentlichen schon bei Grassmann, A,, Nr. 391, das Problem 
gelöst, die Hauptachsen zu bestimmen (das auf die Bestimmung der Doppel- 
elemente einer Kollineation zurückgeführt wird). Vgl. auch Veronese, „Behand- 
lung“, Nr. 20 und folgende; Schläfli, „Theorie“, p. 140 u. f. 

Eine @ mit dem INT im Endlichen hat, auf die Hauptachsen be- 

N 
zogen, die Gleichung von der Form Da;«? =... 
1 

261) Alsdann handelt es sich um das System von zwei Q@ von I: Nr. 20, 
21. So erhält man durch die Schnitt-Vi_, dieser Q die ebenen Kreisschnitte 
von p und analoge Schnitte mit verschiedenen Räumen. Vgl. Veronese, „Behand- 
lung“, Nr. 24, 25. 

262) p kann I berühren (Paraboloide), kann ein Kegel der Art h sein und 
den Scheitel auf I haben (Zylinder) und kann außerdem tangential an I sein 
(parabolische Zylinder). Vgl. die algebraischen Behandlungen von K. Hensel, Journ. 
für Math. 113 (1894), p. 308; W. A. Wythoff, Nieuw Archief (2) 4 (1899), p. 162; 
H. E. Timerding, Journ. für Math. 122 (1900), p. 172. 

Aus dem Gesichtspunkte der Realität ergibt sich eine Unterscheidung nach 
Arten für die reellen Q schon aus dem, was im Text über die reellen in p ent- 
haltenen Räume gesagt würde. Betrachtet man ferner die Determinantengleichung 
vom Grade n, von der die Untersuchung der Achsen abhängt (eine Gleichung, 
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raden?%®), über verschiedene metrische Invarianten?®) usw. Was die 
Fokaleigenschaften betrifft, vgl. Nr. 21.?%°) 

Endlich bemerken wir, daß die oo” @, die durch eine V7_» 
und durch einen Punkt außerhalb dieser hindurchgehen, ein (komalo- 
idisches) System bilden, das man den 00” Hyperebenen in einer bira- 
tionalen (quadratischen) Transformation des 8, entsprechen lassen kann, 


deren sämtliche Wurzeln reell sind), wenn es eintritt, daß eine Wurzel (k + 1)-fach 
ist, so wird sie bewirken, daß die Determinante vom Range n — k— 1 wird ?°°), und 
dementsprechend gibt es oo* Hauptachsen, die einen [% + 1] bilden, dessen Schnitt 
mit p eine Sphäre ist: p ist alsdann eine Drehungs- oder Rotationsmannigfaltigkeit 
2. Grades der Art k, d.h. eine Q, die durch Drehung um einen [n —k— 1] 
erzeugt werden kann (der durch O zu dem [% +1] senkrechte Raum oder der 
Polarraum in bezug auf p des Raumes im Unendlichen des [% + 1]). Gibt es meh- 
rere mehrfache Wurzeln, so ist die Mannigfaltigkeit 2. Grades ein Rotationsgebilde 
mit mehreren Achsen. Vgl. U. Concina, Giorn. di mat. 38 (1900), p. 129. So sind 
im 8, die Rotations-V3 (erster Art) diejenigen, die gewöhnliche Kugeln ent- 
halten. 

263) P. H. Schoute, Archives Teyler (2) 6 (1899), Fußnote zu 8. 217. 
Durch einen Punkt P gehen 2» Normalen hindurch; ihre Fußpunkte liegen auf 
einer C” des S,, die durch O0, P und durch die Punkte’ im Unendlichen der 
n Hauptachsen von p hindurchgeht (eine O*, die nicht geändert wird, wenn 
man die Achsen proportional untereinander variieren läßt). 

264) So hat man bei Schläfli, „Theorie“, p. 151, für die verschiedenen 
Systeme von n konjugierten Halbmessern: die Summe der Quadrate aller m- 
dimensionalen aus den konjugierten Halbmessern eines Systems gebildeten Paralle- 
lotope ist konstant. Und allgemeinere Sätze. 

265) Wir zitieren hier noch: ©. F. Geiser, Rend. Ist. Lomb. (2) 1 (1868), 
p. 778, wo die größten Simplexe bestimmt sind, die einer ellipsoidischen @ ein- 
geschrieben sind. (Für sie liegt der Schwerpunkt in dem Mittelpunkt der Q usw.) 
Und P. H. Schoute, Nieuw Archief (2) 3 (1897), p. 239 = Proc. Edinburgh Math. 
Soc. 16 (1897—98), p. 51; hierin handelt es sich um die Ausdehnung auf $, von 
drei Erzeugungen der Wellenfläche mittels einer F*. Die beiden bekannteren 
Erzeugungen, angewendet auf die Q des S,, geben eine V„_, von der Ordnung 
und Klasse =2n — 2. 

Das Volumen, das von der ellipsoidischen ® Day En % = 1 eingeschlossen ist, 
wo die linke Seite eine positive quadratische Form von der Determinante D ist, 
ergibt sich durch Multiplikation des Volumens der Sphäre vom Radius 1, das 


n 


272 
r() 
(Produkt, dessen Quadrat = 1: .D ist): vgl. H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, 
Leipz. 1896, p. 196, und L. Schläfli, „Theorie“, p. 193. Schläfli bestimmt allge- 
meiner das Maß eines Raumes, der zwischen n Paaren von konfokalen Q ent- 
halten ist. Er verbreitet sich weiter über die metrischen Eigenschaften der 9, 
verschiedene Fokaleigenschaften, Eigenschaften der Krümmung, der geodäti. 
schen Linien auf einer Q (mittels der elliptischen Koordinaten von S,„: vgl. Nr. 21). 


in !16) gegeben wurde, d.h. in das Produkt der n halben Hauptachsen 
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die den bekannten quadratischen Transformationen der Ebene und des 
S, analog ist. Vgl. HIC11 (Berzolari). 

17. Abzählendes über V?.?%) Im 8, wollen wir die Y?_ı der ver- 
schiedenen [q] für einen gegebenen Wert von q betrachten (so daß wir 
für g—=2,3,...,n die Kegelschnitte, die F®, ..., die 72_, haben). 
Der Kürze halber bezeichnen wir für den Augenblick diese 7? mit 
0. Wir bezeichnen mit u, (i<g) die einfache Bedingung, die einer 
Q auferlegt wird, wenn sie einen gegebenen [» — i] berühren soll 
(d. h. wenn sie die Spur [g — :] dieses [a — i] auf dem [q] von © 
berühren soll. Die auf @ bezüglichen Anzahlen, die Schubert zu 
bestimmen gelehrt hat, sind diejenigen (Elementaranzahlen) der Q, 
die m,-mal der Bedingung u, @ =1, 2, ..., q) und außerdem 
mit ihren [q] der Grundbedingung (a,a, ...a,) genügen: diese An- 
zahl ist endlich, wenn man voraussetzt 

m tm+ tm = nt. + 74: 

Für diese Bestimmung greift man (wie im gewöhnlichen Raume) 
auf die Ausartungen 9,9, ...9,_ı der Q@ zurück, deren Konstanten- 
zahl nur um 1 kleiner ist als die von Q. Die Ausartung , besteht 
aus einem doppelt zu denkenden [9 — 1] und einer V?_s, die in ihm 
liegt. p,_, besteht aus einem doppelt zu denkenden Punkte, von 
dem ein Kegel erster Art V7_ı ausgeht. Jede andere Ausartung 
Y,; besteht aus einer Kegel-V?_, der Art g—i und einer gewöhn- 
lichen Y3_:; 2, die in dem Scheitel [g — © — 1] jenes Kegels liegt. Man 
gelangt zu einem Ausdruck der gesuchten Zahl (a,a, ...a,) ur ug®...u7? 
mittels der Symbole 9, (a, ...a,), und der einfachen Bedin- 
gung e, die Q auferlegt wird, wenn ihr [9] mit einem gegebenen 
[a —q— 1] inzident sein soll.) So wird das gegebene Pro- 
blem in bezug auf Q auf ein Problem in bezug auf Räume und auf 
niedere quadratische Mannigfaltigkeiten (die in den 9, auftreten) 


266) H. Schubert, Drei Noten in den Mitteil. der Math. Ges. Hamburg 1 
(1889), p. 290; 2 (1890), p. 172; 3 (1891), p. 12; und speziell die vollständigere 
Abhandlung Math. Ann. 45 (1894), p. 153. 

267) Duren Anwendung des Korrespondenzprinzips innerhalb eines Büschels 
von Räumen findet man unmittelbar die folgenden (symbolischen) Formeln: 


2m, =W-ı +9 + 2e 
2, =W4ı FW-ı+ 9-1 


2u,=W-r 9-19 
mittels derer die u durch die $ und e ausgedrückt werden. 
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zurückgeführt; geht man weiter in dieser Reduktion, so wird man 
schließlich dahin geführt, daß man nur noch Räume hat.?%®) 
Gleichwohl besitzt man den allgemeinen Ausdruck noch nicht. 
Schubert hat nur diejenigen Zahlen ausgedrückt, die sich auf die Fälle 
beziehen, in welchen die einzigen Bedingungen u, die auftreten, 
&ı, Us, U; sind. Im besonderen aus einer derselben erhält man das 
folgende Resultat?®): die Anzahl der Y?_,, die ng +1) — (g) 
Hyperebenen berühren, ist ausgedrückt, wenn n — q = h gesetzt wird, 
durch 
RN, Rn +3 (Rai 
,Rh+2,.@h—1), ° 
wenn Ah ungerade ist, und durch 


Rr+MııR + dr Rn +Mırı 
(k+YdıR+ +1 @h— Dass: 


wenn h gerade ist. Es ist gut, ausdrücklich zu vermerken, daß durch 
das Gesetz der Dualität diese beiden Formeln, je nachdem A ungerade 
oder gerade ist, auch die Anzahl der degenerierten VY7-ı (Kegel) 
A P n(n + 3) h(h+1) 
der Art Ah liefern, die durch arte er gegebene Punkte 
hindurchgehen, d. h. die Ordnung derjenigen Mannigfaltigkeit, die 
aus den degenerierten V?_ı der Art h gebildet ist (vgl. das Ende von 
Nr. 13).270) 











268) Genauer gesagt, man endet mit einem Gebilde, das Schubert Raum- 
inzidenz nennt, und das aus einer Reihe von ineinanderliegenden Punkt, 
Strahl, ..., [97 — 1], [q] entsteht; und man findet die Anzahl der Rauminzidenzen, 
deren [k— 1] m, gegebene [n—k] schneidet, wo k=1, 2, ..., g+1 ist, 
und für die außerdem der [g] der Bedingung (a,a, ...a,) genügt, wobei 
mn +. +m,1=%,+%4+:4+@ ist. 

269) Zuerst ausgesprochen in dem Jahresber. der Deutsch. Math.-Verein. 1 
(1891), p. 48. Die ‚Formeln von Schubert (nur scheinbar verschieden von den- 
jenigen des Textes) können auch durch eine einzige ersetzt werden: vgl. *°°). — 
In den in *) erwähnten Arbeiten findet man die Spezialisierung für 0? und F*? 
(wie auch für S,-Kegel) der früher genannten Formeln, sowie Tabellen aller Ele- 
mentaranzahlen für die in S, liegenden 0*, F®, V}. 

270) D.h.: in dem Raum, in dem man als Koordinaten die Elemente 
einer symmetrischen Determinante (in Nr. 13 hatte man statt dessen eine allge- 
meine Determinante) vom Grade n+1 nimmt, hat die VY, die man durch 
Nullsetzen sämtlicher Minoren vom Grade n—h+2 erhält, die im Texte an- 
gegebene Ordnung. Vgl. C. Segre, zitiert in 19). — 

CO. Burali-Forti, Rend. Cire. mat. Palermo 4 (1890), p. 118, hat für das System 

a0? —=0 der V?_, mit einem gegebenen autopolaren Simplex die Anzahl 
derjenigen berechnet, die gegebene Räume der verschiedenen Dimensionen 
berühren: indem er jene Q mittels der Punkte (a, ...a,) eines anderen 
S, darstellt und so die Frage auf Schnittprobleme von V zurückführt. — 


- 


- 
\ 
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18. Kollineationen, die eine Mannigfaltigkeit 2. Grades in 
sich überführen. Die Eigenschaften dieser Kollineationen findet man 
zum Teil in den Arbeiten über die linearen Substitutionen, die eine 
quadratische Form p in sich überführen ”''), und im besonderen tiber die 
orthogonalen Substitutionen (Fall der = 2). Demzufolge erwähnen 
wir neben den Arbeiten von W. Frahm °°) und A. Voss (vgl. Ende 
von °®)) eine rein algebraische Arbeit von @. Frobenius.?”) Geome- 
trischer sind diese Kollineationen von C. Segre studiert worden. ?’®) 

Die Homographie D}a,,a, id, führt eine nicht degenerierte 
Q in sich über, wenn (notwendige und hinreichende Bedingung, nach 
Frobenius) die Elementarteiler von |a,, — ob,, | paarweise von glei- 
chem Grade sind und für reziproke Werte verschwinden, mit Aus- 
nahme derer, die für den Wert +1 oder — 1 verschwinden und 
einen ungeraden Exponenten haben?"*). Geometrisch führt das auf 
eine Art, nach welcher die Haupträume (Nr. 14) der Homographie, 
die den von +1 verschiedenen Wurzeln entsprechen, gepaart sind 
(indem sie reziproken Wurzeln entsprechen). Jeder von ihnen liegt 
ingp und in ihm ist der Tangential-(Polar-)Raum zu p die Haupt- 
achse, die zu dem Hauptraum, der mit dem ersten gepaart ist, 


P. H. Schoute, Verhandelingen k. Ak. Amsterdam 7, (1901) hat direkt 
für $, die sbzählenden Fragen in bezug auf die 0°, F?, V? behandelt, und 
so die Resultate von Schubert (Ende der Abhandlung in Math. Ann. 45) wieder- 
gefunden. — A. Orepas, Rend. Ist. Lomb. (2) 36 (1903), p. 255 und 381, hat einige 
Anzahlen in bezug auf Kegelschnitte bestimmt, die gegebene Räume schneiden, 
gegebene Räume berühren, und deren Ebenen gegebenen Grundbedingungen ge- 
nügen sollen. — A. Toxopeus, Verhandel. k. Ak. Amsterdam 9, (1905) gibt die An- 
zahlen in bezug auf die V? von S, an, die 20 Bedingungen genügen. 

271) Vor allem ist zu zitieren Hermite, Journ. f. Math. 47 (1354), p. 307. 
Hierher kommt der Name: Hermitesche Substitutionen oder Kollineationen. 

272) Journ. f. Math. 84 (1878), p. 1. 

273) Mem. Acc. Torino (2) 37 (1886), p. 395. 

274) So, wenn die angegebene lineare Substitution bewirkt, daß p(x) = p(y) 
identisch besteht. Verlangt man nur, daß die Mannigfaltigkeit 2. Grades p (x) = 0 
in sich übergeführt werde, so ist dazu nur erforderlich, daß p(&)=c:- p(y) ist, wo c 
eine Konstante ist. Aber dieser Fall kann auf den vorhergehenden durch Multipli- 
kation der y mit Ye zurückgeführt werden. 

Für den Fall einer reellen Homographie, die eine reelle @ in sich über- 
führt, vgl. auch A. Loewy, Nova Acta, Halle 71 (1898), p. 377. 

Wenn im Text an Stelle „ungeraden“ Exponenten „geraden“ gelesen wird 
so hat man (Frobenius) die charakteristische Bedingung dafür, daß die Homo- 
graphie (an Stelle einer Q) ein Nullsgstem in sich überführt. — @. Kowalewski 
beweist in den Leipziger Berichten 58 (1906), p. 237 eine charakteristische Eigen- 
schaft der projektiven Gruppe des Nullsystems. 
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homolog (nach Nr. 14) ist. Jeder Hauptraum, der einer Wurzel 
+1 entspricht, ist konjugiert in bezug auf p zu allen anderen Haupt- 
räumen. ?”°) 

Für ungerades 3» hat man zu unterscheiden: Kollineationen erster 
Art (eigentliche Substitutionen) und zweiter Art (uneigentliche Substi- 
tutionen), je nachdem das Verhältnis der Determinanten | «,, |, | b;; | 
gleich + 1 oder — 1 ist. Die beiden Arten entsprechen den Fällen, 


daß die Kollineation jedes der zwei Systeme von 5 von p in sich 


überführt oder sie untereinander vertauscht (Segre). Bei den Kollinea- 
tionen erster Art sind die Haupträume, die den Wurzeln + 1 
entsprechen, wenn diese existieren, von ungerader Dimension; für die- 
jenigen zweiter Art existieren die Wurzeln +1 sicher und die ent- 
sprechenden Haupträume haben gerade Dimension (Voss).?®) 

Eine (euklidische) Bewegung des S,, und allgemeiner eine Trans- 
formation der Gruppe der Ähnlichkeitstransformationen bewirkt in der 
unendlich-fernen Hyperebene J eine Kollineation, welche die absolute 


275) Vgl. Segre. Für den gewöhnlichen Fall hatte Frrahm bemerkt, daß, 
wenn n ungerade ist, sämtliche » + 1 Fixpunkte einer Kollineation erster Art 
in p liegen, während, wenn n gerade ist, einer außerhalb von 9 liegt. Wenn 
das Simplex dieser n-+-1 Punkte als fundamental genommen wird, so nimmt die 
Gleichung von p die folgende Form an a@,, +ba,2, +: -+kx,_-1%, =0 oder 
bzw. au, +b2,0, +: +kx,-3%,-ı+12}=0, und die Kollineation führt 
nicht nur p in sich über, sondern sämtliche @ derselben Gleichungsform (mit 
verschiedenen Koeffizienten). Frahm hat auch bemerkt, daß die Kollineation 
auch die linearen Linienkomplexe (oder Nullsysteme) 


Pit PP ++ 099-1,n = 0 
oder Pe tPßPes ++ OPpn-e, n-, = 0 


in sich überführt. 

276) Die involutorischen Kollineationen, die p in sich überführen, sind 
Homologien und geschaarte Kollineationen, deren Achsen zwei polare R in bezug 
auf p sind; und außerdem, für ungerades n—=2q--1, diejenigen gescharten 
involutorischen Kollineationen, die als Achsen zwei nicht-inzidente [q] haben, 
die in liegen. Vgl. Nr. 11%. 

Eine beliebige Kollineation, die p in sich überführt, kann als Produkt 
harmonischer Homologien erhalten werden (oder, bei Beschränkung auf die 
Punkte von p, von Projektionen von auf sich selbst). Voss hat gefunden, 
daß höchstens » Homologien notwendig sind; außer wenn n ungerade und die ge- 
gehene Homographie von der ersten Art ist, ein Fall, in dem im allgemeinen 
n-+-1 Homologien auftreten. Vgl. auch Segre *"°) und E. Bertini, Atti Acc. 
Torino 22 (1887), p. 865, wo man einige weitere Sätze findet. Von jener Zer- 
legung in Homologien handelt auch P. F. Smith, Trans. Amer. Math. Soc. 6 (1905), 
p. 1, wo auch das Theorem steht: jede Hermitesche Kollineation kann in ein 
Produkt zweier involutorischer Kollineationen aufgelöst werden. 


19. Allgemeine (nicht-euklidische) Metrik. 859 


J%_; in sich überführt. Demgemäß lassen sich auf die euklidischen 
Bewegungen und Ähnlichkeitstransformationen die vorhergehenden Re- 
sultate anwenden.?’”) Sie lassen sich auch für die nicht-euklidischen Be- 
wegungen des S, verwenden, wenn man g als absolute Mannigfaltigkeit 
betrachtet: vgl. die folgende Nr.?’?) 

Projiziert man p aus einem seiner Punkte O auf einen S,_,, 
und nimmt man in diesem als absolutes euklidisches Gebilde die V?_;, 
Spur. des Kegels von Geraden der p, die von O ausgehen, so pro- 
jizieren sich die kollinearen Transformationen der p in sich in die 
konforme Gruppe des S,_,: die Gruppe, welche die Ähnlichkeitstrans- 
formationen (die aus den Kollineationen von p mit O als Fixpunkt hervor- 
gehen) und die Inversionen (Projektionen der homologischen Trans- 
formationen von 9) umfaßt. ?’?) 


19. Allgemeine (nicht-euklidische) Metrik. Die allgemeine Maß- 
bestimmung, die A. Cayley im 8, eingeführt und F. Klein in Rück- 
sicht auf die nicht-euklidische Geometrie weiter vertieft hat, ist ins- 
besondere von E. D’Ovidio °°) in der folgenden Weise auf 8, aus- 
gedehnt worden. i 

Wir fixieren in S, eine @, die wir mit A bezeichnen, 


a(®%) = 0,0%, =(, 
als absolutes Gebilde. Man nennt Abstand zY zweier Punkte x, y 


den Logarithmus, dividiert durch 27 — 1, des Doppelverhältnisses 
von 2, y und desjenigen Punktepaares, das ihre Verbindungs- 


277) So ist die Auflösung (Nr. 4) der (euklidischen) Bewegungen in Rota- 
tionen mit der Zerlegung der Kollineationen von J?_, in harmonische Homo- 
logien *’®) verknüpft. (Die Hauptebenen von Schläfli projizieren die reellen 
Geraden, die die Paare von konjugiert-imaginären Fixpunkten der Kollineation 
von J2_, enthalten.) — 

Zu den im Text auseinandergesetzten Eigenschaften der Kollineationen, 
die eine @ in sich überführen, könnten andere hinzugefügt werden, indem man 
geometrisch weitere Sätze der zitierten Abhandlungen von Frobenius und Voss 
überträgt. Vgl. auch C. Segre in Giorn. di mat. 22 (1884), p. 29; H. Werner, 
Math. Ann. 35 (1890), p. 113 (größte Gruppen solcher Kollineationen); S. Kantor, 
Rend. Ist. Lomb. (2) 27 (1894), p. 712. Über die Invarianten der projektiven 
Gruppe einer @: E. Study, Leipz. Berichte 49 (1897), p. 448. 

278) Eine andere Anwendung (von $. Kantor) auf Oremonasche Transfor- 
mationen in der Ebene ist in der Anm. °°) angegeben worden. 

279) F. Klein, Math. Ann. 5 (1872), p. 257. (Diese Transformationen von 
S„-ı, die Gerade, Ebenen, ... in Örter der 2. Ordnung überführen, findet 
man wieder bei $. Kantor, zitiert in ?7”).) 

Für n=5 ergibt sich durch Interpretation der Punkte von p als Gerade 
im $,, daß die projektive Geometrie von S, der konformen Geometrie des $, 
äquivalent ist. Vgl. auch hierüber A. Giacomini, Ann. Scuola Norm. Pisa 8 (1899). 
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gerade mit dem absoluten Gebilde gemein hat. (Es ist bestimmt bis 

auf ein Multiplum von =.) Setzt man a(xy) = Da,,2;y,, so wird 
a(cy) 

Va(ea) a(yy) 


ihr Abstand z ist: d.h. wenn sie konjugiert oder reziprok in bezug 


co8 zy—= usw. Zwei Punkte heißen orthogonal, wenn 


auf das absolute Gebilde sind. Ebenso erhält allgemein die Polarität in 
bezug auf A den Namen Orthogonalität. 

Die Entfernung Null haben zwei Punkte voneinander, die auf 
einer und derselben Tangente von A liegen; die Entfernung unend- 
lich hat ein Punkt des absoluten Gebildes von einem beliebigen an- 
deren Punkte. Die Punkte, die eine gegebene Entfernung g von einem 
festen Punkte y haben, sind diejenigen einer @ (Sphäre oder Hyper- 
kugel), die A eingeschrieben ist, d.h. A längs dem Durchschnitt 
mit der orthogonalen Hyperebene von y berührt. 

Es sei gegeben ein [k]o und ein [k]o’, und es sei h>k. Wenn 
co’ einen [7] von Punkten enthält, die zu 6 orthogonal sind, sagt man, 
daß 6, 6’ (l+ 1)-fach orthogonal sind. In dem extremen Falle ! = % 
(d. h. wenn jeder Punkt von o zu jedem Punkte von 0° orthogonal 
ist), heißen sie vollständig orthogonal. — Eine Gerade ist orthogonal 
zu 6, wenn sie den [a —h— 1] schneidet, der zu 6 in bezug 
auf A polar ist: wenn sie außerdem 6 schneidet, so sagt man, 
die Gerade stehe senkrecht oder normal auf o. Durch einen Punkt 
geht eine Senkrechte zu einem gegebenen R: sie liefert die (kürzeste) 
Entfernung des Punktes von dem R. — Gemeinschaftliche Senkrechte 
eines [A] und eines [k], 6 und 0’, gibt es im allgemeinen so viele, wie 
die kleinste von den vier Zahlen A+1,k+1,n—h,n—k an- 
gibt.2%) Sie sind paarweise vollständig orthogonal, und geben, im 
Falle, daß 6, 0 reell sind, die kürzesten Entfernungen zwischen Punkten 
von o, 6. Das Produkt der Sinus dieser Entfernungen wird Moment 
von 6, 0’ genannt; es wird bezeichnet m (6, 0’): bei D’Ovidio findet 
man den Ausdruck dafür.?®!) 

Zwei R heißen p-fach parallel, wenn sie einander nach einem R 
schneiden, der A längs eines [p — 1] berührt. In einem solchen 
Falle sind p der obengenannten Entfernungen = 0. 

Sind k + 1 linear unabhängige Punkte x, Y, ... gegeben, so de- 


280) Wenn die beiden R einen größeren Durchschnitt als gewöhnlich 
haben, oder zueinander orthogonal sind, treten Modifikationen ein. — 
Vgl. auch bei Killing, „N. E.R.“, p. 86 u. f., was die gegenseitige Lage zweier 
R betrifft. 

281) D’Ovidio hat auch das Komoment, cm (6, 6°) eingeführt, das Produkt 
der Kosinus (anstatt der Sinus) der obengenannten Entfernungen. 
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finiert man den Inhalt der Figur (Simplex des $,) (xy...), indem 
man setzt: sin’(xy...) = DI+ cos (xx) cos(yy)... Dann wird 


ö Dtaajayyı--- 
sin’(zy...) = LE 


Man kann auch den Sinus eines (n + 1)-Ecks (Simplex) als das 
Produkt des Sinus eines seiner Basis-n-Ecke mit dem Sinus der ent- 
sprechenden Höhe definieren. *#) 

Es gibt verschiedene Theoreme über die Inhalte analog den Theo- 
remen des S,. So z.B.: Sind % +4 1 linear unabhängige Punkte a...d 
in zwei Gruppen @...b, c...d geteilt, deren Räume 6, 6 seien, so 
hat man: sin (a...d)=sin (a...b) sin (ec... d)m(e, 6').”°°) 

Alles das überträgt sich vermöge der Dualität; so kommt man 
zu Winkeln der Hyperebenen, usw. 

Wenn man die Realität in Beiracht zieht, empfiehlt es sich voraus- 
zusetzen, das absolute Gebilde sei in eine Summe von Quadraten 
überführbar, die dasselbe Vorzeichen haben (elliptische Maßbestim- 
mung), oder für die ein Zeichen den anderen entgegengesetzt ist 
(hyperbolische Maßbestimmung). Der Fall, in dem das absolute 
Gebilde als Enveloppe degeneriert ist (parabolische Maßbestimmung), 
die als Kern eine definite @ des S,—ı hat, entspricht der euklidischen 
Metrik. 

Die Bewegungen in der allgemeinen Maßbestimmung sind die 
Kollineationen, die das absolute Gebilde in sich überführen. Daher 
übertragen sich auf diese die Aussagen von Nr. 18, insbesondere über 
die Elemente, die bei einer Bewegung festbleiben usw.”#) — 

Es gibt auch eine Riemannsche Geometrie des endlichen I} von 





* 


282) G. Loria, Giorn. di mat. 26 (1888), p. 96. — Über den Zusammenhang 
der Inhalte der Simplexe mit der verallgemeinerten Zulerschen Formel über 
Polyeder (Nr. 5) vgl. M. Dehn, Math. Ann. 61 (1906), p. 561. 

283) Wir zitieren noch eine Relation ähnlich derjenigen von Graßmann 
(4,, Nr. 207), erwähnt in '%), wo ab... als Punkte interpretiert werden und 
cm (6, 0’) an Stelle von cos (o, 6’) geschrieben ist. 

Vgl. auch Strecken-Relationen in EZ. Schering, Gött. Nachr. 1873, p. 13 
(= Ges. Werke 1, p. 169). 

284) Siehe die in der vorigen Nummer zitierten Arbeiten von Frahm und 
Voss. Vgl. auch *'”). So hat, wenn es sich um die elliptische Geometrie han- 
delt, eine eigentliche Bewegung (oder Bewegung erster Art) des $,, mit unge- 


en Er reelle 





radem n, im allgemeinen keinen reellen Fixpunkt, aber sie läßt 
Gerade in Ruhe; während für gerades » eine Bewegung im allgemeinen einen 
reellen Fixpunkt und - reelle feste Gerade hat. Daraus folgt die Zusammen- 
setzung der Bewegung als ein Produkt von Rotationen. 
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n Dimensionen (hypersphärischer Raum), in der jeder Punkt seinen ent- 
gegengesetzten hat usw.“®°) Diese fällt zusammen mit derjenigen einer 
Q des S,,,, mit reellen Punkten, aber ohne reelle Gerade, wenn man 
außerdem einen Punkt O in ihrem Innern festhält, und wenn man als 
Gerade, Ebenen, ... die Spuren auf ® der S,, S,, ... die durch 
O hindurchgehen, bezeichnet. ?®®) 


20. Büschel von Mannigfaltigkeiten 2. Grades Q. System von 
zwei (oder mehreren) (). Es seien 


T=2a,0—V, 9 =2b.0%, — 0 


zwei quadratische Mannigfaltigkeiten. Die Besonderheiten der Lage, 
welche diese darbieten können, hängen sämtlich von der Determi- 
nante A(A,u) des Büschels Af-+ up = 0 ab, das durch sie bestimmt 
ist: eine Determinante, die gleich O gesetzt, die Kegel des Büschels 
liefert. Setzt man 


AQ,u)= At! JMu Saturn + J,Au® + Butt), 
so werden A, B die Diskriminanten und J,, da, ..., J, die simul- 
tanen Invarianten von f und g. Setzt man symbolisch 


ER, EUR, rn ER ER, 
= = =..,yal)=bm.., 


so wird bis auf einen numerischen Faktor J,—= (aa... a®-»bb'...b*-D)}, 
Die Betrachtung der Schar (Nr. 21), die durch die zwei @ be- 
stimmt ist, wenn man ihre Enveloppengleichung benutzt, d.h. A.F(&) 
+ud®(£)=0, führt zu denselben Invarianten in inverser Ordnung. ”®”) 


285) Dieser R ist auch von Schering *°?) berücksichtigt worden. Veronese, 
„Fondamenti“, Nr. 161 u. f. nennt ihn vollständigen Raum. Killing, „N. E. R.“, 
p. 64 u. f. und „Einführung“, Bd. 1, p. 205 u. f. stellt die Punkte jenes R mit- 
tele »n-+ 1 nicht-homogenen Koordinaten x dar, die durch die Gleichung 


Ko’ +n’+. +0, =k? 
verknüpft sind. 


286) Man hat auch andere Maßbestimmungen eingeführt. @. Fontene, 
L’hyperespace ä(n — 1) dimensions, Paris 1892, nimmt eine allgemeine Rezipro- 
zität; ihre Q@ der selbst konjugierten Punkte (vgl. Nr. 23) dient als absolutes Gebilde 
für die Entfernungen und die @ von selbst konjugierten Hyperebenen für die Win- 
kel. — @. Fubini, Atti Ace. Gioenia Catania (4) 17 (1903), Atti Ist. Veneto (63) 1904, 
p. 501; und E. Study, Math. Ann. 60 (1905), p. 321 nehmen indessen als abso- 


lutes Gebilde eine Hermitesche Form, z.B. Ya —%,%, (vgl. Nr. 47): zwei 


Punkte x, y haben mit diesem Gebilde eine absolute Invariante, die man als Ent- 
fernung von x, y nimmt; die Kollineationen, die jenes Gebilde in sich über- 
führen, werden die Bewegungen, usw. 

287) J. Rosanes, Math. Ann. 23 (1884), p. 412 hat bewiesen, daß J, =P, 
(oder auch S'A,,b;,= 0) die notwendige und hinreichende Bedingung dafür ist 


20. Büschel von Mannigfaltigkeiten 2. Grades. 863 


Sind zwei nicht degenerierte Q gegeben, so existiert immer eine 
Reziprozität, die jede von diesen in die andere überführt. ?®8) 


nn — 1) 





daß sich ein Simplex (und zugleich eine Mannigfaltigkeit der Dimension 


von solchen) angeben läßt, das in p eingeschrieben und zu f autopolar ist (womit 
man ein Theorem über zwei autopolare Simplexe in einem und demselben 
Polarsystem verknüpfen kann: Nr. 12, assozüerte Punktgruppen). CO. Segre, 
Math. Ann. 24 (1884), p. 152 hat so verallgemeinert: eine hinreichende Bedingung 
dafür, daß J,= 0 ist, besteht darin, daß zwei zueinander polare Simplexe in be- 
zug auf f von der Beschaffenheit existieren, daß jede Seite [k—1] des einen 
konjugiert in bezug auf (im Sinne von Nr. 8, vgl. !75)) zu der entsprechen- 
den Seite [k— 1] des anderen ist (d. h. zu derjenigen, die in dem zwei- 
ten Simplex dem polaren [n—%] des ersten [k— 1] in bezug auf f gegen- 
überliegt). (Insbesondere ist J,=0, wenn ein autopolares Simplex von f exi- 
stiert, für das sämtliche Seiten [«— 1] berühren.) Jene Bedingung ist auch 
notwendig fürk—=1,2,n—1,n. Vgl. ?*') für die analogen Invarianten einer Kollinea- 
tion. — K. Rohn, Abhandl. der Sächs. Ges. Leipz. (Math.-phys. Klasse Bd. 31) Bd. 58 
(1909), p. 335 (wesentlich = Math. Ann. 70 (1911), p. 266), hat n--2 @ eines 
Büschels betrachtet: sie seien MA,AN, ...A,. Existiert dann ein Polarsimplex 
von M, dessen Ecken einzeln auf A,A, ... N, liegen, so existieren noch 003"? 
solche Simplexe. Die Bedingung dafür ist, daß im binären Gebiete (2, u) die 
Jacobische Gruppe der Gruppe der A und der Gruppe A (der Kegel) das Element 
M enthält. Koinzidieren alle A, so hat man wieder die Rosanessche Deutung von 
J,= 0. Rohn untersucht auch die Bedingung J, = 0, insbesondere die oo! Polar- 
simplexe von f, deren 4n (a -+-1) Kanten @ tangieren. 

S. Kantor, Sitzungsber. der Münchner Akad. 26 (1896), p. 531 sagt, daß 
J,;,=0 zum Ausdruck bringt, daß die beiden Gebilde zweiten Grades apolar im 
k. Range sind, d.h. der Tangenten-S,_,-Komplex von g und der Tangenten- 
S8,-;Komplex von f apolar sind. Man betrachte nämlich die speziellen Kom- 
plexe zweiten Grades von Räumen S,_,, deren jeder in den doppelt gezählten 
speziellen linearen Komplex der $,_, ausartet, die mit einem festen Tangen- 
tial-S,_, von g inzident sind. Alle diese quadratischen Komplexe gehören 
einem linearen System an. J,=0 besagt, daß dieses lineare System auch den 
quadratischen Komplex enthält, der aus den Tangential-S,_, an f gebildet ist. 
So bei L. Brusotti, Rend. Circ. mat. Palermo 23 (1907),, p- 265. 

Die Geometrie im binären Felde (4, #) des Büschels Af-++ up, insbesondere 
die Polarität in bezug auf die binäre Form vom Grade nr +1,A=0, gebildet 
aus den n+-1 Kegeln, ist systematisch in jener Arbeit von Brusotti ausgenutzt, 
um in $, die Eigenschaften von zwei Q zu erhalten, usw. 

K. Rohn, Leipz. Ber. 61 (1909), p. 95 beginnt die Untersuchung einer In- 
variante zweier Q, deren Verschwinden die Bedingung dafür gibt, daß ein Sim- 
plex (und damit oo!) existiert, dessen 4n (nm -+1) Kanten beide Q@ tangieren. 

283) Theorem von C. Segre, Giorn. di mat. 22 (1884), p. 29: es folgt aus 
der Tatsache, daß die Determinante von Af-+ up dieselben Elementarteiler hat 
als diejenige von ABöO--uAF. 

Kann man gleichzeitig fund p auf Summen von n + 1 Quadraten bringen, 
s0 sieht man unmittelbar, daß für jene Reziprozität des Textes ein Polarsysiem 
genommen werden kann, d.h. daß fund g immer polar in bezug auf eine 


7 
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Die Invarianten zweier Q@ gehen in den Begriff der (n -+ 1)-line- 
aren Invariante (ab...e)” von n-+ 1 quadratischen Mannigfaltig- 


keiten a,’—=0,b,’=0,..., e?=(0 ein (die man in verschiedener Weise 


zusammenfallen lassen kann). Die $,, die k -+ 1 gegebene Q nach 
k-+-1 V}_ı mit verschwindenden (% + 1)-linearen Invariante schnei- 
den, bilden einen quadratischen Komplex von $, (fürk—=n— 1 hat 
man im allgemeinen die Tangentialhyperebenen einer Q.)?®). — 

Die allgemeine Theorie der Büschel von Q ist von C. Segre 
(„Quadriche“) entwickelt worden. Die zu einem Punkte allgemeiner 
Lage x in bezug auf die @ des Büschels polaren Hyperebenen bilden 
ein Büschel (projektiv zu jenem).?°°) Aber es gibt Punkte, von denen 
jeder eine und dieselbe polare Hyperebene in bezug auf sämtliche @ 
hat: es sind (nur) die singulären oder Doppelpunkte von @ des Büschels. 
Im allgemeinen enthält das Büschel » + 1 Kegel, deren Scheitel ein 
für alle @ gemeinsames Polarsimplex bilden.?”') In jedem Falle ent- 


dritte Q sind: F. Siacei, Atti Acc. Torino 7 (1872), p. 758. Und zwar hat man 
alsdann im allgemeinen 2” paarweise vertauschbare Polarsysteme, deren Grund- 
formen zweiten Grades folgendermaßen dargestellt werden können: (+ ,2})= 0, 


wenn man sämtliche Kombinationen der Zeichen + nimmt. Über diese vgl 
Del Pezzo, zitiert in ?°°). 

Die Frage, ob fund g (wenn sie nicht degeneriert sind) einander immer 
in einem Polarsystem entsprechen (d. h. auch im Falle, daß sie nicht gleichzeitig auf 
Summen von Quadraten zurückgeführt werden können), ist noch nicht gelöst worden. 

289) Ist ein Büschel von Q gegeben, so kann man für jede Gruppe von 
n Q@, die im binären Gebiete des Büschels eine erste Polare in-bezug auf die 
Gruppe der Kegel A(A, #=0 bilden, die einhüllende Q@ der Hyperebenen be- 
trachten, die jene n Q in V?_, mit verschwindender n-linearer Invariante 
schneiden. Die ©0'Q0, die man so erhält, bilden eine Schar, die so zu dem 
Büschel assoziiert ist. Vgl. L. Brusotti, zitiert gegen Ende *°?). 

In einer späteren Note hat Brusotiti, Rend. Circ. mat. Palermo 25 (1908,), 
p. 78 andere Betrachtungen über die Gruppen von n--1 Q mit verschwindender 
(n -+- 1)-linearer Invariante hinzugefügt; und auch auf das (k + 1)-äre Feld eines 
linearen oo'-Systems von Q und auf die Diskriminantenform Y7:}, die aus 
ihren Kegeln besteht, das ausgedehnt, was in 29) über die vorhergehende Note 
von Brusotti vermerkt worden ist. 

290) Die Achse [n — 2] dieses Büschels heißt Polar-[n — 2] von x in bezug 
auf das Q-Büschel. Die polaren [n —k— 1] eines [X] allgemeiner Lage in bezug 
auf die 00'Q bilden eine V%+} (Nr. 9), die als Sekantenräume die Polar-[n — 2} 
der Punkte des [k] in bezug auf das Büschel hat. 

291) Wenn das absolute Gebilde einer allgemeinen Maßbestimmung 
(Nr. 19) ist, so geben jene n +1 Scheitel n-+ 1 Haupt- oder Mittelpunkte von 
/, und ihre Polaren die n-+ 1 Haupthyperebenen. In bezug auf das Hauptsimplex 

2 n 


wird f in rechtwinkligen Koordinaten durch > a,%,°= c dargestellt. Der Durch- 
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hält der Polarraum [n — h] des Scheitels [h — 1] eines beliebigen 
Kegels des Büschels, in bezug auf die Q des Büschels, alle anderen 
Scheitel. 

Betrachten wir zuerst den Fall, in dem die Diskriminante A (A, u) 
«von Af + up nicht identisch verschwindet, d. h. in dem es sich nicht 
um einen Büschel von Kegeln handelt. Alsdann liefern die Elementar- 
teiler von A(A, u) die Klassifikation der Büschel von quadratischen 
Mannigfaltigkeiten.?®) Segre nennt Charakteristik eines Büschels von 
Q das Symbol 

ea...) er)... (Mara); 

wo e'&'...er-ı die sukzessiven Exponenten der Elementarteiler sind, 
die einer Wurzel A: u entsprechen; und analog für alle 6 verschie- 
dene Wurzeln. Ein Theorem von K. Weierstraß aus dem Jahre 1868 
führt zu dem folgenden Satze?”): die einzigen projektiven Cha- 
raktere des Büschels sind, außer der Charakteristik, die o — 3 Doppel- 
verhältnisse jener o Wurzeln, d. h. der o degenerierten Q des Büschels; 
so daß man 2 Büschel von Q mit derselben Charakteristik und den- 
selben Doppelverhältnisse in einer Kollineation einander entsprechen 
lassen kann.?”) Sowohl für diese Doppelverhältnisse?®) als auch für 


schnitt I’ von f und 9, von dem noch die Rede sein wird, gestattet metrische 
Fragen über f zu lösen: z. B. f mit einer Hyperebene so zu schneiden, daß der 
Schnitt mehrere gleiche Achsen hat. Vgl. Killing, „N. E. R.“, p. 129 u. £. 

292) Diese entspricht der Klassifikation der Homographien (Nr. 14) und kann 
aus jener durch Anwendung auf die Homographie hergeleitet werden, die 
das Produkt der Polaritäten in bezug auf zwei nicht-singuläre Q des Büschels 
ist. So sind die singulären R des Büschels (Kegelscheitel) die Haupträume der 
Homographie, usw. Vgl. im folgenden ?”), 

293) Schon J. J. Sylvester, Phil. Magazine 1 (1851), p. 119, u. 7 (1854), p. 331 
(= Math. Pap. 1, p. 219, u. 2, p. 30) hatte bemerkt, daß die verschiedenen Fälle, 
die zwei Q (f, p) in ihrer wechselesitigen Lage darbieten können, sich aus den 
verschiedenen Möglichkeiten der Koinzidenz der Wurzeln von A(4, u) = 0 und 
den Multiplizitäten derselben Wurzeln für die Systeme von Minoren von A ergeben. 
Weierstraß, zitiert in *?”), hat später das Theorem, das diese Bemerkung präzi- 
siert, vollständig bewiesen. — Vgl. auch Muth, zitiert in ??”). 

Geometrischere Beweise bei $. Medici, zitiert in ?®°), und bei P. Predella, 
Atti Acc. Torino 42 (1907), p. 937. 

294) In bezug auf die Kollineationen, die ein gegebenes Büschel von Q) 
in sich überführen, kann man einige Sätze aus @. Frobenius, Journ. f. Math. 
86 (1879), p. 44, herleiten. Vgl. auch P. Predella, zitiert in *9®). Insbesondere 
ergeben sich die involutorischen Kollineationen, die jede Q in sich über- 
führen, aus den Nr. 11 und 18°”); sie sind von E. Bertini, Rend. Ist. Lomb. (2) 
19 (1886), p. 176 betrachtet worden. Zu diesen kommen noch diejenigen, welche 
die Q untereinander vertauschen. 

295) Jeder Polar-[n — 2] eines Punktes allgemeiner Lage x in bezug auf 
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die Charakteristik kann man geometrische Deutungen angeben 
(Segre). — Wenn sämtliche Elementarteiler linear sind (alle e= 1) 
und nur dann, können die Formen f, p gleichzeitig in die kanonischen 
Formen Ia,r?, Ib; übergeführt werden.?”) Der singuläre [— 1] 
eines Kegels der Art A >1 schneidet sämtliche @ des Büschels nach 
einer und derselben V}_s, längs der alle denselben Tangentialkegel 
haben. — Wenn dagegen in der Gruppe der h Indizes e, die einem 
Kegel der Art h des Büschels entsprechen, die ersten ! (und nur diese) 
>1 sind, so wird der ['»— 1}Scheitel des Kegels berührend von der 
Art 1, d.h. längs eines [| — 1] für alle @ des Büschels.?”) — Die 
Indizes oder Elementaranzahlen des Büschels (Nr. 17) erhält man un- 


das Büschel von @ ist zu den o singulären R mittels 6 Hyperebenen verbunden, 
deren Doppelverhältnisse beim Variieren von © konstant und gleich denjenigen 
der 6 Wurzeln sind. 

296) Dieser Fall bietet sich sicher dar, wenn das Büschel reell ist (d. h. 
wenn z.B. fund g reelle Koeffizienten haben) und eine Q enthält, deren sämtliche 
Koeffizienten reell sind, die aber frei von reellen Punkten ist (definite Form): Theorem 
von K.Weierstraß, Monatsber. der Berliner Akad. 1858, p.208 (= Werke 1, p.233). 
Es ist der Fall, der sich bei der Klassifikation der Q aus dem Gesichtspunkte 
der euklidischen Metrik darbietet (da J$_, frei von reellen Punkten ist); vgl. 
261), wie auch in der allgemeinen elliptischen Metrik (Nr. 19). Ein allgemeinerer 
Satz ist von F. Klein gegeben worden, Inauguraldissertation, Bonn 1868 = Math. 
Ann. 23 (1884), p. 539: Wenn eine reguläre Q des Büschels, in eine Summe 
reeller Quadrate verwandelt, von Quadraten des einen Vorzeichens m mehr auf- 
weist als von denen des anderen, so wird A (A, u) mindestens m reelle Elementar- 
teiler ungerader Ordnung besitzen (so daß es mindestens m, voneinander verschie- 
dene oder nicht verschiedene, reelle Wurzeln gibt: wie schon J. J. Sylvester, Phil. 
Mag. 6 (1853), p. 214 = Math. Pap. I, p. 634 bemerkt hatte). Ein noch allgemei- 
nerer hierauf bezüglicher Satz, für den Fall, daß die betrachtete Q ausgeartet 
ist, findet sich bei A. Loewy, Journ. f. Math. 122 (1900), p. 53. 

297) Man kann eine weitere Betrachtung einführen. Wie die ersten I In- 
dizes e>1 sind, so seien die ersten m Indizes > 2, ferner die ersten p» Indizes 
>83; ... wobei h21>m>p... ist. Man kann das gegebene Büschel von 9 
als Grenze eines solchen betrachten, das einen dem schon genannten Kegel der 
Art h unendlich benachbarten Kegel der Art /, einen der Art m, einen der 
Art p... enthält. P. Predella, zitiert ?*®), betrachtet innerhalb des [h — 1] die 
Räume [1— 1], [m— 1], [p — 1], -. . Grenzen der Scheitel dieser Kegel: Räume, 
deren jeder die folgenden enthält. Es sind, mit dem [A — 1], die übereinander- 
liegenden Haupträume von Predella in der in ?*°°) genannten Homographie. 
Außerdem gibt es in dem [I—1] eine V}_,, einen Kegel, dessen Scheitel der 
[m — 1] ist, den man als Grenze des Durchschnitts des [I — 1] mit jeder © allge- 
meiner Lage des Büschels betrachten kann (wenn auch der [?— 1] sämtlichen Q 
des Büschels angehört); und ebenso liegt in dem [m — 1] eine Vn-, ein Kegel, 
dessen Scheitel der [p—1] ist, der ebenfalls die analoge Grenze ist, usw. 
Predella hebt die Bedeutung dieser aufeinanderfolgenden Kegel, die er „sigilli 
der aufeinanderfolgenden Räume im Büschel der Q nennt, hervor. 
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mittelbar aus der Charakteristik: die Anzahl der Q, die einen ge- 
gebenen [%k] berühren, ist 


Seo +39 +--- +De ai —n + 8) 

Wir nennen IT’ den Durchschnitt V;_s von zwei und daher sämt- 
lichen @ des Büschels.?®) Er hat die Durchschnittspunkte einer allge- 
meinen @ mit den o singulären Räumen zu Doppelpunkten. Er ent- 
hält im allgemeinen om+)@-2m-2) 9, wo m<.— 1 ist?0); und 
ist rational, wenn 2 >3 ist.°%) T kann in zwei 73_, mit einer 
gemeinsamen V7_; zerfallen oder sich auf eine doppelte V?_s redu- 


zieren. Er projiziert sich in [a — 1] aus einem Punkte nach bemer- 
kenswerten V* und V3.3%) 


298) So ist die Anzahl der Q, die eine Hyperebene berühren, Ie” — 1. 
Diese Anzahl wird =1, und demnach wird das Q-Büschel zu gleicher Zeit eine 
Q-Schar (Nr. 21), nur wenn o—=2 ist und sämtliche e=1 sind, oder auch 6—=1, 
e=2 ist. Im ersten Fall ist das Büschel (die Schar) durch zwei Kegel bestimmt, 
die als Scheitel zwei nicht inzidente duale Räume haben; es besteht daher aus 
allen Q, die eine gegebene Q in den Schnittpunkten mit zwei solchen Räumen 


n-+1 
berühren, von denen der eine zu dem anderen polar ist (man hat so E—— en _—— 


Arten von Büschelscharen: vgl. Del Pezzo, zitiert in °°%)), In dem zweiten Falle 
enthält das Büschet einen einzigen Kegel; man kann ihn jedoch als Grenze des 
ersten Falls betrachten, wenn die beiden genannten Räume aufeinander liegen. 

299) C. Segre, „Quadriche‘“, hat die Eigenschaften jener Vt_, untersucht 
und sie dann für n—=5 auf die quadratischen Linienkomplexe des $, angewandt 
(Mem. Acc. Torino (2) 36 (1884), p- 87); und für n=4 auf die quadratischen 
Linienkongruenzen des S, (ebenda) und (durch Projektion in den $,) auf die F* 
von 8, mit einem Doppelkegelschnitt (Math. Ann. 24 (1884), p. 313). 


300) Wenn n gerade ist, so ist die Anzahl der & — 1| ‚ die in der V* 


enthalten sind, im allgemeinen — 2r: C. Rosati, Rend. Ist. Lomb. (2) 32 (1899), 
p. 1267. 

301) Die Rationalität folgt für n>3 unmittelbar aus der Existenz von 

geraden Linien auf der V*: Es genügt, sie von einer Geraden aus auf einen 
[n — 2] zu projizieren, um die Abbildung auf diesen R zu erhalten. Das 
ist für n—5 (von F. Klein) ausgeführt worden in einer Note von M. Noether, 
Gött. Nachr. 1869, p. 298 (wobei von dem quadratischen Linienkomplex anstatt 
von der V3 gesprochen wird). Für beliebiges n sind die Formeln der Abbil- 
dung, wenn manmitx, ... „und y, ... Y,_, 4ie Koordinaten der entsprechenden 
Punkte der V* und dag [r — 2] bezeichnet: ;=y(ad —Py) (=0,. 
Nn— 2), m -ı=ep+PY, 2,=YrP-+0dYy, wo «ßyd lineare Formen der y Bi 
und 9, % quadratische Formen. C. Segre hat den Fall n—=4 in den Math. Ann. 
24 (1884), p. 313 behandelt. C. Rosati, Ann. di mat. (3) 1 (1898), p. 25, hat 
die Abbildung für beliebiges: n geometrisch studiert. Man hat im [an — 2] eine 
ausgezeichnete V$_, (deren Punkten Gerade entsprechen), die eine dreifache 
Y#_, enthält usw. 

302) Man erhält so im S,„_, sämtliche V%_, mit einer Doppel-V?_, und 
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Wir kommen nun zu den Büscheln von quadratischen Kegeln.°®) 
Vernachlässigt man den Fall, in dem der Kegelbüschel durch Projektion 
eines Büschels von F? eines Unterraums aus einem Punkte sich .er- 
zeugen läßt, so hat man zuerst, daß die Art der allgemeinen Kegel 


eines Büschels eine beliebige Zahl h ee sein kann. Der Ort der 


Scheitelräume [R — 1] ist alsdann eine V4"*', die einem $, 
angehört?%) (Nr. 9), die für die Basis-V* des Büschels doppelt ist 
Diese Y* enthält den $,, einfach; längs dieses haben sämtliche allge- 
meinen Kegel des Büschels denselben Tangential-[n + Rh — m — 1.17) 
Es gibt im allgemeinen in dem Büschel n+h—2m— 1 Kege] 
der Art A +1, die jedoch zusammenfallen oder auch durch Kegel 
höherer Art ersetzt werden können. °®) 





sämtliche Y%_,, die einen [n— 3] enthalten. Wenn die Y2_, das absolute 
euklidische Gebilde im S,_, ist, so kann man die V}_», die sie doppelt 
enthalten, und die V3_,, die sio einfach enthalten, Zykliden nennen: 
da sich für n—4 die F*- und F’-Zykliden ergeben; diese sind auf diese 
Weise, d.h. als Projektionen einer F* eines $, von CO. Segre *°°) mittels einer 
Methode studiert worden, die unmittelbar auf beliebiges n ausgedehnt werden 
kann. Sei g die Q des gegebenen Büschels im $,, die durch das Zentrum 
P der Projektion hindurchgeht. Jede der n-+1 harmonischen Homologien, 
die im allgemeinen T' in sich überführen, gibt eine Transformation von p, die 
in den S,_, nach einer Inversion (durch reziproke Radien) projiziert wird: 
daraus folgt, daß es im allgemeinen n + 1 Inversionen gibt, die eine Zyklide 
V„-, eines $,_, in sich überführen. Mit diesen Inversionen sind ferner die 
Erzeugungen der Zykliden als Enveloppen von Sphären verknüpft, die zu einer festen 
Sphäre (Direktrix) orthogonal sind und deren Zentren auf einer festen V?_, 
(Deferente) liegen. Die festen Sphären sind wechselweise orthogonal; die V?_, 
sind konfokal. Usw. — Während (. Segre so die Zykliden-F' des $, als Projek-. 
tionen einer F* im $, studiert hat, hat P. H. Schoute, Archives Teyler (2) 5, 
p. 241; (2) 6, p. 163 (1898—99) die Zykliden-V (die er indessen Hyperzykliden 
nennt) für beliebiges » studiert, indem er mittels sukzessiver Inversionen vom 
5, zum S,,.... zum $, aufsteigt. @. Schlumberger, zitiert in '?°), hat die Zykli- 
den-Y* behandelt, indem er von einem Komplex 2. Grades f(a) = 0 (die a wie 
Ende von Nr. 5) von Sphären ausgeht und diejenigen nimmt, die sich auf Punkte 
reduzieren (die also einer weiteren quadratischen Gleichung p(a) = 0 genügen). — 
Auf analytischem Wege findet auch V. Snyder, Bull. Amer. Math. Soc. 6 (1900), 
p- 194, alle oben auseinandergesetzten Resultate. 

308) O. Segre, Atti Acc. Torino 19 (1884), p. 878. 

304) Vgl. das Ende von Nr. 8. Für lineare oo*-Systeme von quadratischen 
Kegeln und den Ort ihrer Scheitel vgl. $. Kantor, Sitzungsber. der Wiener Ak. 
112, IIa (1903), p. 815. 

305) Notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß zwei Kegel 
2. Ordnung von der Art A ein Büschel von ebensolchen Kegeln bestimmen, 
besteht darin, daß sie einen erzeugenden S$,, (d. h. einen solchen, der durch ihre 
Scheitelräume hindurchgeht) und den Tangential-[n +h—m—1] längs dieses 
gemein haben. 
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21. Scharen von Mannigfaltigkeiten 2. Grades, insbesondere kon- 
fokale. Wenn F($)=0, D($)—=0 zwei quadratische Mannigfaltig- 
keiten Q als Enveloppen von Hyperebenen sind, so definiert die 
Gleichung AF+u®=0 eine Q-Schar. Die Eigenschaften der Q- 
Scharen (vgl. Segre, „Quadriche*) ergeben sich unmittelbar mittels 
Dualität aus den oben auseinandergesetzten der Q-Büschel: so z.B. 
was ihre Klassifikation betrifft. Wir erwähnen nur einiges. Die um- 
schriebenen Kegel an sämtliche Q aus einem gegebenen $, bilden 
eine Schar (im {m}). Unter den Q@ der Schar sind im allgemeinen 
n— m, die den S, berühren; die a — m Tangentialhyperebenen 
an diese Q in den Berührungspunkten mit dem $,, bilden eine Gruppe 
von n — m in bezug auf alle @ der Schar (und auch in bezug auf die 
genannten Kegel) konjugierten Hyperebenen. 

Die Pole einer Hyperebene in bezug auf sämtliche Q@ der Schar 
bilden eine Gerade, die in einem o-tupel von Punkten, das pro- 
jektiv zu einem festen o-tupel ist, die R der Kerne (vgl. ?®%)) der o 
ausgearteten Q (als Enveloppen) der Schar schneidet. Insbesondere 
bilden die Berührungspunkte der 00”? gemeinsamen Tangentialhyper- 
ebenen an (zwei und damit) sämtliche @ der Schar ebensoviele Gerade. 
Der Ort dieser Geraden ist eine V„_,, die von jenen o0*-* Hyper- 
ebenen längs jener Geraden berührt wird und folglich abwickelbar von 
der 4. Klasse ist; während ihre Ordnung 4» — 4 beträgt. Auf ihr 
liegen, als Doppelmannigfaltigkeiten, die Kerne der 6 degenerierten 9.) 


306) Die projektive Klassifikation der Büschel von quadratischen Kegeln der 
Art A ist durch die folgenden Charaktere gegeben: 1. Die Anzahl m und andere 
Anzahlen, welche die V}'-*+1 des $,, charakterisieren (Nr. 43); 2. die Charak- 
tere des Büschels der Kegel (die sämtlich den $,, als Scheitelraum haben), in 
dem das gegebene Büschel durch den [ar +h— m— 1] geschnitten wird. 

Zu den synthetischen Beweisen von Segre (vgl. auch eine Arbeit über die 
Büschel von Q@ von E. Bertini, Rend. Acc. Lincei (4) 2, (1886),, p. 208) kann man 
(wie Segre tut) analytische Beweise hinzufügen, die auf der kanonischen Form 
beruhen, auf die L. Kronecker ein Büschel von quadratischen Formen gebracht 
hat, dessen Determinante identisch verschwindet (Monatsber. der Berliner Ak. 
1868, p. 339, und 1874, p. 59 —= Werke 1, p. 163 u. 349). 

307) Wenn eine @ (als Enveloppe) ausgeartet von der Art % ist, so geht 
durch jeden Punkt ihres Kernes ein Kegel V}; von erzeugenden Geraden jener 
abwickelbaren V„_, hindurch. — Es gibt ferner auf dieser noch eine Reihe 
von Cuspidal- Örtern: im allgemeinen hat der Ort der Punkte, durch den 
i—=2,3,...,n) unendlich benachbarte Q der Schar hindurchgehen, die Dimen- 
sion a—i--1 und die Ordnung 2i1.5n — 5-1). 

Segre hat auch die Schar von Gebilden 4. Ordnung betrachtet, nach der 
eine Q der Schar, p, durch sämtliche andere geschnitten wird: sie ist indi- 
vidualisiert, wenn man p und eines der Gebilde 4. Ordnung gibt; sämtliche oo! 
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Wenn eine Q das euklidische (d. h. Ja—s als Enveloppe) oder 
allgemeine absolute Gebilde (Nr. 19) ist, so hat man die Schar konfo- 
kaler 9.°°®) Durch jeden Punkt gehen » derselben hindurch, die 
einander orthogonal schneiden, und denen » verschiedene Arten reeller 
Q, im euklidischen Falle angehören.) Bei Beschränkung auf den eukli- 
dischen Fall heißt ein Punkt Brennpunkt oder fokal von der Art k 
für eine Q, wenn der Q-Kegel aus diesem, der jener Q umgeschrieben 
ist, ein Drehungskegel der Art k ist; vgl. ?). Alsdann ergibt sich, daß 
eine allgemeine Q (und die ganze konfokale Schar) nur Fokalpunkte der 
ersten Art hat, die n V}_s bilden (Fokalmannigfaltigkeiten, die 
im Endlichen gelegenen Kerne der degenerierten Q@ der Schar), die 
alle von verschiedener Art sind (einschließlich einer mit lauter ima- 
ginären Punkten).?!%) — 


Gebilde 4. Ordnung berühren 00”-® gerade Linien, die eine Y,„_, von der 
Ordnung 8” — 16 bilden, die in p liegt (Bestandteil des Durchschnitts von @ 
mit der abwickelbaren V,„_,). Aus den Eigenschaften dieser 00! Gebilde 4. Ord- 
nung gehen für » = 5 (vgl. *°%) diejenigen der 00! quadratischen Komplexe von 
geraden Linien im S, hervor, welche dieselbe singuläre Fläche haben usw.; und 
für beliebiges n erhält man durch stereographische Projektion von p auf einen 
S,-ı (vgl. ®°%%) ein System konfokaler Zykliden. 

F. Klein, Math. Ann. 28 (1887), p. 533 hat mittels der hyperelliptischen 
Integrale die R studiert, die in einer Q der Schar enthalten sind und eine 
gewisse Anzahl anderer Q der Schar berühren. 

308) Sie werden als Örter: im euklidischen Falle (in nicht-homogenen 

N 





2 
— — 1 dargestellt; im nicht-euklidischen Falle, wenn 
ger | 


n+1 4 n+1 ; 
9y= > x? —=0 als absolutes Gebilde vorausgesetzt wird, durch > 1: ER 
1 1 


Koordinaten) durch > 
1 


a;—ı 


Im ersten Falle sind die » Wurzeln der Glejchung in 4 die elliptischen 
Koordinaten der Punkte von $,: vgl. das Zitat von Jacobi in ?) und von Schläfl 
am Ende der ?°°), 

Im zweiten Falle kann man auf g n— 1elliptische Koordinaten betrachten, 
Wurzeln der Gleichung in A: Vgl. @. Darboux, zitiert in !?), und F. Klein, Math. 
Ann. 5 (1872), p. 278. Mittels stereographischer Projektion von p geben diese 
(wie schon die &,) Koordinaten im S,_,. Die = konst. sind bez. die Schar von 
Gebilden 4. Ordnung auf g von °°”) und das System der konfokalen Zykliden. 
Vgl. auch @. Darboux, Acta Math. 26 (1902), p. 227. 

309) Diese Eigenschaften und die inverse Tatsache, daß n Q verschiedener 
Art einander in 2” reellen Punkten schneiden, findet man schon (in algebraischer 
Sprache) bei Jacobi. 

310) Vgl. für die Fokaleigenschaften (außer Killing, „N. E. R.*) J. Sommer, 
Math. Ann. 53 (1900), p. 113 (vorläufige Mittl. im Jahresber. d. Deutsch. Math.- 
Verein. 8 (1899), p. 193); und U. Coneina, zitiert in ?%). Sommer beschränkt 
sich auf den S, und beschäftigt sich speziell mit den geodätischen und Nabellinien 
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In betreff anderer linearer Systeme von Q als Örter und als En- 
veloppen, harmonischer (oder Apolaritäts-) Beziehung zwischen solchen 
Systemen (J, — 0), Jacobischen Örtern usw. verweisen wir auf das, was 
in Hinblick auf die Reziprozitäten in Nr. 17 angedeutet worden ist, und 
auf andere allgemeine Bemerkungen, die sich in Nr. 39 finden.°!) 


IV. Nullsysteme. 


22. Nullsysteme und lineare Strahlenkomplexe. Es ist bereits 
in Nr. 11 vom Nullsystem die Rede gewesen und gesagt, wie es de- 
generieren kann. Wir bemerken, daß mit dem durch die bilineare 
Gleichung Ia,,z;y, — 0 (a,, + a, = 0) dargestellten Nullsysteme, der 
lineare Strahlenkomplex Da,,p,, = 0 seiner Leitstrahlen verknüpft ist, 
d. h. der Geraden, die in den entsprechenden [a — 2] liegen. Ist 
umgekehrt dieser Strahlenkomplex Z gegeben, so bestimmt er das 


der V3, um ‚für diese die Fadenkonstruktionen analog denjenigen von Staude 
für die F* zu erhalten. Vgl. auch für die verschiedenen metrischen Eigenschaften 
der konfokalen (euklidischen) Mannigfaltigkeiten 2. Grades von $,: A. Toxopeus, 
Nieuw Archief voor Wiskunde (2) 6 (1903), p. 1. 

Coneina dagegen operiert im $,; er erhält außer den oben auseinanderge- 
setzten Eigenschaften und außer einigen anderen der Fokalgebilde, analog zu den 
bekannten im $,, die folgenden. Die Bedingung dafür, daß eine Q mit Mittel- 
punkt, f, Brennpunkte der Art k zuläßt, besteht darin, daß sie Rotationsgebilde 
von der Art k— 1 ist. In einem solchen Falle ist ein Punkt allgemeiner Lage 
Brennpunkt von der Art k— 2 (wenn k>2 ist), die Punkte des Rotationsachsen- 
fa —%k] sind Brennpunkte der Art k—1, und endlich sind Brennpunkte der Art 
k die Punkte einer V?_,_, (die in jener Adıs enthalten ist), Kern einer dege- 
nerierten Q@ der konfokalen Schar: der Tangential-[n —k— 1] zu dieser V? in 
einem ihrer Punkte ist die Rotationsachse des der f aus jenem Punkte umschrie- 
benen Kegels. Analoge Sätze gelten für die Paraboloide: man hat im allgemeinen 
nur Brennpunkte erster Art, die n—1 paraboloidische V2_, bilden, usw. 

W. Fr. Meyer, Leipz. Ber. 1907, p. 229 hat die Affinität 

ya —ı—= x,Vaor —% e 
betrachtet, welche die Mannigfaltigkeit 2. Grades A der konfokalen Schar in die 
Mannigfaltigkeit 2. Grades 4° überführt. Wenn A, B zwei beliebige Punkte der 
ersten Qsind und A’, B’ die homologen auf der zweiten, so wird immer AB—B4 
(Ausdehnung des Theorems von Ivory), während AB nur dann — A’B’ wird, 
wenn die Gerade AB auf der ersten Q liegt (Ausdehnung eines Theorems von 
Smith-Durrande). ; 

311) Bezeichnet man mit f, 9, ...., » gegebene quadratische Formen der 
x, so enthält das oo!-System vom Index s von Q#fH "19-4... +9 = 0 im 
allgemeinen (n-+1)s Kegel; und, wenn man seine @ als Enveloppe betrachtet, 
liegen sie in einem linearen System von Enveloppen-Q von der Dimension 
<Sns: daraus folgt, daß der Durchgang durch die (n-+1)s Scheitel der ge- 
nannten Kegel höchstens ns + 1 Bedingungen für eine @ darbietet. Vgl. H. F. 
Baker, Proc. Lond. Math. Soc. (2) 11 (1912), p. 285 (vgl. p. 301). 
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Nullsystem: Jedem Punkte x läßt dieser die Hyperebene entsprechen, in 
der sämtliche Leitstrahlen liegen, die durch & hindurchgehen. — 
Wenn das Nullsystem von der Art h degeneriert ist, d. h., wenn man es 
durch Projektion aus einem [h — 1] (Scheitel) eines nicht degeneriertes 
Nullsystem in einem dualen Raume [» — h] erhält, so heißt auch der 
Strahlenkomplex Z degeneriert, ausgeartet oder singulär von der Arth,und ° 
er besteht aus allen Geraden, die in den [ +1] liegen, die aus 
dem Scheitel [ — 1] die Geraden eines nicht degenerierten linearen 
Strahlenkomplexes von [» — h] projizieren. Im besonderen enthält 
L alle Geraden, die sich auf den Scheitel stützen. — Die entspre- 
chenden oder konjugierten usw. Räume in bezug auf das Nullsystem 
heißen auch entsprechend, konjugiert, usw. in bezug auf L. 
Wenn das Nullsystem in dualer Weise definiert ist 


Sa,En =0(, +, =0), 
so entsteht in ähnlicher Weise ein linearer [a — 2]-Komplex A, 


Sa,7 =), 

der aus den [n — 2] besteht, welche die entsprechenden Geraden ent- 
halten. — Ist das Nullsystem nicht ausgeartet (also » ungerade), so 
entsprechen die Komplexe ZL und A einander in bezug auf dieses. 
Jeder nicht singuläre lineare Strahlenkomplex bestimmt so einen 
linearen [» — 2]-Komplex; und dual.°!2) 

Kehren wir zum Nullsystem zurück, das durch die bilineare Glei- 
chung zwischen Punkten definiert ist, so wird dieses von einem [m] 
in einem Nullsystem geschnitten, dessen Leitstrahlen die Geraden von 


312) Vgl. S. Kantor, Journ. f. Math. 118 (1897), S. 74. Hier ist eine allge- 
meine Theorie der linearen Systeme von [k] aufgestellt worden, und ferner spe- 
zieller der linearen Komplexe von geraden Linien, unter Berücksichtigung einiger 
Dinge, die bei einigen vorhergehenden Autoren zu finden sind, die wir 
bald zitieren werden. Wir entnehmen Kantor die folgenden Konstruktionen der 
linearen Strahlenkomplexe: 1. Gesamtheit der Verbindungsstrahlen aller Paare 
konjugierter Punkte zweier korrelativer [a — 1], wenn jeder Punkt des Schnitt- 
[n — 2] selbst-konjugiert ist (also im [n — 2] ein Nullsystem besteht). — Bemer- 
kenswerte spezielle Fälle erhält man, wenn man die Korrelationen singulär 
nimmt. — 2. Für n—=2qg-+1 nimmt man eine Y,,, von der Ordnung g+1 
(Nr. 10) Ort der oo'[q], welche die homologen Punkte von g+1 projektiven 
Punktreihen verbinden. Wenn unter diesen oo!|gq] irgendeine quadratische In- 
volution gebidet wird, so hat man Paare entsprechender [g] in einem ganz be- 
stimmten Nullsystem. 

F. Palatini, Giorn. di mat. 41 (1903), p. 85, hat die linearen Strahlenkom- 
plexe des S,, definiert als Gesamtheit von 00?”® geraden Linien von der Be- 
schaffenheit, daß in jedem Büschel allgemeiner Lage eine derselben liegt, und 
auch ihre Büschel geometrisch behandelt. 
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L sind, die in [m] liegen. Wenn dieser [m] selbst-konjugiert von 
der Art 2+1 (Nr. 8) ist, d. h. seinen entsprechenden Raum nach 
einem [2] schneidet, so ist das Nullsystem des [m] singulär von der 
Art 2-1. Daraus folgt (Nr. 11) = m (mod. 2). Die Räume ge- 
rader Dimension (0, 2,...) sind sämtlich selbst-konjugiert. Die selbst- 
konjugierten R ungerader Dimension m bilden einen linearen Kom- 
plex.®!8) . 

Für beliebiges m heißen die Räume [m], die selbst-konjugiert 
von der Art m-+ 1 sind, Zeiträume des Nullsystems oder vollständige Räume 
desselben, wie auch von Z. Sie sind nämlich die [m], deren sämtliche 
Geraden Leitstrahlen sind; oder die [m], für die der Schnitt mit 
dem gegebenen Nullsystem identisch O ist. (Es sind die analogen der in 
einer Q enthaltenen Räume.) Wenn das Nullsystem nicht ausgeartet 
ist, oder wenigstens, wenn die betrachteten [m] den Raum der singu- 
lären Punkte nicht schneiden, so sind die vollständigen [m] diejenigen, 
welche in den entsprechenden [a — m — 1] enthalten sind, so daß 
2m<n ist. Es gibt oom+N@-Im) solcher [m].) 

Im besonderen, wenn »n = 2qg -+ 1 und das Nullsystem nicht aus- 
geartet ist, gibt es oo@+2s selbst-entsprechende [9] oder Leit-[q].°") 


813) Die Gleichung (vgl. '"®), der die selbst-konjugierten [m] genügen, 
reduziert sich in der Tat auf eine schiefe Determinante von der Ordnung 
2n-+1— m, und demnach auf die Identität oder auf ein vollständiges Quadrat 
(eines Pfaffschen Ausdrucks), je nachdem m gerade oder ungerade ist; — Die 
selbst-konjugierten [m] von höherer Art genügen mehreren linearen Gleichungen, 
die leicht angegeben werden können (vgl. Young, zitiert in °17)), 

Wenn das Nullsystem ausgeartet ist, so ist jeder [m], der den Raum der 
singulären Punkte schneidet, selbst-konjugiert. 

314) Diese Anzahl findet man bei 7’. Reye, Journ. f. Math. 82 (1877), p. 173. 
Dort ist im letzten Paragraph das Nullsystem im 5, studiert, dessen Punkte die 
F'* des S, sind, und es werden (nur ist das Wort F® in „Punkt“ zu übertragen) 
einige allgemeine für beliebiges n gültige Eigenschaften gewonnen. — Hinsicht- 
lich einiger anderer Dinge, die unter den im Text auseinandergesetzten enthalten 
sind, zitieren wir (wenn auch nicht immer exakt) @. Bordiga, Atti Ist. Veneto (6) 
4 (1885—86), p. 163; und für $8, @. Castelnuovo ®'). — Ferner findet man wei- 
teres bei F. Deruyts, Mem. Soc. R. de Liege (2) 17 (1890); und bei K. Zindler, 
Sitzungsber. der Wiener Akad. 101 (1892), p. 159. Dieser bezeichnet als Leit- 
räume nicht nur die obengenannten [m], sondern auch ihre entsprechenden Räume, 
so daß für diese duale Eigenschaften zu den oben erwähnten gelten. — E. Borel, 
Ann. Ec. Norm. (3) 9 (1892) sagt statt Leiträume „die zum Komplex L gehörigen 
R“. — 8. Kantor spricht von vollständigen Räumen. 

Zindler hat auch die Anzahl der selbst-konjugierten [m] der Art 2-1 ge- 
funden: es gibt n®"-mm+nD-4+rn,, 

815) Borel, eben zitiert, hat bemerkt, daß, wenn das Nullsystem mittels 
der kanonischen Gleichung von Nr. 11 dargestellt wird, die Leit-[q] mittels +1 
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Diese Leit-[q] genügen, um alle anderen Leiträume zu bestimmen: 
weil die letzten keine anderen Räume sind als die in den Leit-[q] ent- 
haltenen. °!°) 

Jeder R, der 2 Leiträume verbindet, die in 2 entsprechenden 
nicht-inzidenten .R liegen (insbesondere jede Gerade, die diese beiden R 
schneidet), ist ein Leitraum.®1) — 


Gleichungen 2, ;41 2 @=0,1,..., g) dargestellt werden können, wobei 
p ein beliebiges homogenes Polynom vom 2. Grade in&, &,....%g ist. Ferner stellen 
eben diese g+ 1 Gleichungen, wenn man indessen mit p eine beliebige homogene 
Funktion vom 2. Grade in &,%,...2%g bezeichnet, jede V, dar, die Leit-[qg] als 
Tangentialräume in ihren verschiedenen Punkten hat (Ausdehnung der Kom- 
plexkurven eines linearen Linienkomplexes des $,). 

316) Zindler und Borel. — Sind vier [g] gegeben, so existieren im allgemeinen 
00? lineare Strahlenkomplexe, die sie zu Leiträumen haben: es sind diejenigen, 
die als (9—+ 1)-tupel reziproker Geraden (Nr.11) die +1 mit den vier [q] inzidenten 
Geraden haben: 8. Kantor, Sitzungsber. der Wiener Akad. 112 (1903), p. 815. 

317) Deruyts und Zindler (mit weiteren Eigenschaften der Leiträume). 

In der Abhandlung von Kantor, zitiert in °12), findet man noch andere 
Untersuchungen. So: die Geraden, welche drei Leit-[q] (wenn n=2g9-+1 ist) 
treffen, bilden eine V?}1, welche oo! Leit-[g] enthält. Allgemeiner. bilden, 
wenn n=pqg+p-+-g ist, die [p], welche p-+2 Leit-[qg] schneiden, eine Yy;, 
von Segre (Nr. 10), die oo? Leit-[g] enthält. 

In der anderen Abhandlung von Kantor, zitiert in °!°), findet man: wieder 
vorausgesetzt daß n—=2g9-+1 ist, wenn man zwischen den Erzeugenden einer 
rationalen Normalregelfläche F'?? eine Involution oo! vom Grade q+-1 setzt, so 
geben ihre Gruppen oo! (g-+ 1)-tupel reziproker Geraden eines und desselben 
Nullsystems. Eine rationale Normalregelfläche F'??, die ein rezipfokes (q + 1)- 
tupel eines Nullsystems enthält, besitzt oO! derselben und heißt apolar zu dem 
linearen Komplex oder dem Nullsystem. Die Sache kann auf die rationalen 
Normal-V%+} ausgedehnt werden. 

Man kann die linearen Komplexe von geraden Linien des S, wie diejenigen 
des S, studieren, indem man von einem Strecken- oder Vektorensystem ausgeht, 
das auch mechanisch interpretiert werden kann, z. B. als Kräfte, die an einem 
starren Körper angreifen) und indem man, wie im S,, das Gesetz der Zusam- 
mensetzung mittels des Parallelogramms festlegt usw. Das ist schon impilzite 
in Graßmann, A,, enthalten, aber es ist für den $, (Kräfte, die an einem festen 
Körper angreifen) von D. De Francesco (Giorn. di mat. 34 (1896), p. 182), und für S, 
von E. Lasker, Proc. Lond. Math. Soc. 28 (1896—97), p. 217 und 500, und ausführ- 
licher noch von W. H. Young, ebendort 29, p. 478, und 30, p. 33 (1898—99), ent- 
wickelt worden. Lasker beweist, daß, wenn n=2g ist, das Vektorensystem 
auf qg Vektoren reduziert werden kann (die in einer kovarianten Hyperebene 
liegen); und wenn n=2g-+1 ist, auf q-+1 Vektoren, desen einer auf einer 
willkürlichen Geraden allgemeiner Lage genommen werden kann. Young hat 
gefunden, daß die Geraden, die von diesem letzten Verhalten eine Ausnahme 
machen, diejenigen eines linearen Komplexes L sind (für den die Geraden der 
genannten q—+ 1 Vektoren ein reziprokes (q + 1)-tupel bilden); und allgemeiner, 
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Die metrischen Eigenschaften (betreffend Durchmesser, Achse usw.) 
des Nullsystems findet man analog denjenigen im 8,.°'°) 

Man beachte noch, daß die linearen Strahlenkomplexe auch dem 
Studium der linearen [k]-Komplexe dienen. Sämtliche [k] eines sol- 
chen Komplexes, die durch einen [k—2] allgemeiner Lage hin- 
durchgehen, sind die [%], die aus jenem [k — 2] einen linearen 
Strahlenkomplex von [a — k + 1] projizieren.?!”) (Vgl. auch Nr. 45.) — 

Zwei Nullsysteme, von denen das eine durch eine Punktgleichung, 
das andere durch eine Hyperebenegleichung definiert ist 


PATH ne 


heißen konjugiert oder harmonisch oder apolar, wenn (Nr. 15) 


Za,ß,—0 
ist: dasselbe sagt man in einem solchen Falle von dem linearen Strahlen- 
komplex a,, p,,— 0 und dem linearen [» — 2]-Komplex I'ß,,,,—=0. 
Zu jedem Linearsystem von linearen Strahlenliomplexen ist somit ein 
lineares System von linearen [n — 2]-Komplexen konjugiert: die Dimen- 
sionen der beiden Systeme haben zur Summe (r +1), +2. Die 
sämtlichen Komplexen des ersten Systems gemeinsamen Geraden 
schneiden die sämtlichen Komplexen des 2. Systems gemeinsamen 
[a—2]. Man findet leicht zwischen den beiden Systemen andere 
Gesetze, die dem Studium eines jeden der beiden dienen.??°) — Die 
Strahlen, die % linearen Komplexen, und damit dem linearen Sy- 


während man fordern kann, daß r der g+1 Vektoren in einem willkürlichen 
[2r — 1] liegen, vorausgesetzt, daß er allgemeiner Lage ist, bilden dabei Ausnahmen 
die in bezug auf L selbst-konjugierten [?r — 1]. Aus diesem Gesichtspunkte hat 
Young die selbst-konjugierten Räume der verschiedenen Arten (unter dem Namen 
„null space“: die Leiträume als „thoroughly null space“) studiert. 

318) P. H. Schoute, Jahresber. der Deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 223; 
und „Buch“, Bd.1, p. 246 u. f. Durchmesserraum = Raum, dessen entsprechender 
unendlich-fern liegt. Achse = Gerade, senkrecht zu den Hyperebenen, die zu 
ihren Punkten homolog sind, usw. | 

319) So wird man für die linearen Ebenenkomplexe im $S, auf die linearen 
Strahlenkomplexe von $, zurückgeführt: wie ©. Landsberg, zitiert in ®°), aus- 
geführt hat, der so auf algebraischem Wege z. B. drei Klassen spezieller linearer 
Ebenenkomplexe erhält. 

320) Vgl. für S, Castelnuovo. — Auch für die linearen Komplexe von dualen 
Räumen, d. h. von [k] und [a — k— 1], sagt man, sie seien konjugiert oder har- 
monisch oder apolar, wenn, bei Bezeichnung ihrer Koeffizienten mit a und D, 


Da...; b...m = 0 


ist (wobei ö...jl... m die geraden Permutationen der Indizes 01...n bezeich- 
nen). Vgl. S. Kantor, Sitzungsber. der Bayr. Akad. München 26 (1896), p. 531. 


#. 
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stem oo*-1, das durch diese bestimmt ist, gemeinsam sind, bilden, 
wenn h<n ist, ein System von der Beschaffenheit, daß durch einen 
Punkt allgemeiner Lage oo-viele hindurchgehen, deren Ort ein [a —h] 
ist; die ausgezeichneten Punkte, durch welche mehr hindurchgehen, sind 
singuläre Punkte für einen Komplex des Systems, und umgekehrt. So ist 
im. Falle eines Büschels von linearen Strahlenkomplexen der Ort dieser 
singulären Punkte im allgemeinen: wenn » = 2g ist, eine 0? von $,; 
ist indessen n=2g9-+1, die Gesamtheit von g—+1 Geraden, die 
(für q-+1 Komplexe des Büschels singulär sind und) ein reziprokes 
(q+-1)-tupel bilden, das sämtlichen Konplexen gemein ist.?”") Hier- 
aus kann man für den Ort der singulären Punkte eines mehrfach- 
unendlichen Linearsystems Schlüsse ziehen. 

So hat im 8, @. Castelnuovo gefunden, daß für das oo?-System 
(Netz, Bündel) der Ort der singulären Punkte eine F* mit 00? Kegel- 
schnitten ist (Projektion der Veroneseschen F*, Nr. 33): die oo° den 
Komplexen des Netzes gemeinsamen Strahlen sind die Trisekanten der 
genannten F*. Für das oo°-Linearsystem erfüllen die oo? gemeinsamen 
Strahlen eine kubische Hyperfläche mit zehn Doppelpunkten (Nr. #2), 
die auch der Ort der singulären Punkte ist: es gibt fünf Komplexe 
im System, die degenerieren, indem sie singuläre Ebenen haben (fünf 
Ebenen jener 7°). Die linearen Strahlenkomplexe eines oo*-Linear- 
systems haben oo! Gerade gemein, die eine Regelfläche F’” bilden; die 
oot linearen Ebenenkomplexe, die das konjugierte Linearsystem bilden, 
haben oo! Ebenen gemein, die (eine V5 bilden und) die genannte 
Regelfläche nach kubischen Kurven schneiden.???) 


t 
r 


321) Casielnuovo. — In dem Falle, in welchem, für n = 2q, in dem Büschel 
ein linearer Komplex mit einem [2%] als Scheitel existiert, wird die Ordnung 
der 0? um % vermindert; und wenn n—=29-+-1 ist, und das Büschel einen Kom- 
plex mit einem [2% -+ 1] als Scheitel enthält, so zählt dieser Komplex in der 
Anzahl g-+ 1 der ausgearteten Komplexe des Büschels für k +1. Vgl. Palatini 
sı2), Einige andere Bemerkungen über Büschel von linearen Strahlenkomplexen 
in Zindler. Die Klassifikation dieser Büschel geschieht, analog derjenigen der 
Büschel von Q, mittels der Elementarteiler der Matrix der Koeffizienten, En 
durch Betrachtung der ausgearteten Komplexe der verschiedenen Arten, die in 
dem Büschel enthalten sind. Vgl. E. von Weber, Berichte der Münchner Akad. 
1898, p. 369; P. Muth, Tbeorie der Elementarteiler, Leipzig 1899, Fußnote zu 
p. 142; E. von Weber, Math. Ann. 55 (1901), p. 386 (wo die verschiedenen Arten 
von Büscheln im $, studiert worden sind); 8. Kantor, zitiert in ®'%); und spe- 
zieller die Abhandlung von $. Mediei, zitiert in *?°°) (vgl. in dieser Abhandlung 
z. B. die Nr. 50). 

322) Vgl. das Ende von Nr. 2, ?%, und die erste Arbeit von Segre, zitiert 
in ®2), 

Castelnuovo hat auch Spezialfälle der genannten oo!-, 00°-Systeme usw. 


“ 
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Für die Linearsysteme von linearen Strahlenkomplexen im $, hat 
man auch verschiedene numerische Resultate von F. Palatini.?”?) 


23. Weiteres über Reziprozitäten.’”*) Ist innerhalb S, eine Re- 
ziprozität I a,, 2,&, = 0 gegeben, so bestimmt diese mit der inver- 
sen ein Büschel I(Aa,, + wa,,) 2,2, = 0, das ganz aus Reziprozi- 
täten besteht, die paarweise zueinander invers sind. Diejenigen, die 
den Werten A: = — lund- 1 entsprechen, sind ein Nullsystem L, 
und das in bezug auf die quadratische Mannigfaltigkeit 9 polare Sy- 
stem Ort der selbst-konjugierten Punkte (Nr. 8). Daraus folgt: ist 
eine nicht-involutorische Reziprozität & gegeben und betrachtet man 
die beiden Hyperebenen, die einem beliebigen Punkte x in & und 
in der inversen entsprechen, so entspricht die Hyperebene ihres 
Büschels, die durch & hindurchgeht, diesem in einem bestimmten 
Nullsystem L®®) (und geht daher durch einen festen Punkt hindurch, 
wenn n gerade ist); während die in bezug auf die beiden ersten Hyper- 
ebenen konjugierte harmonische dieser polar zu x in bezug auf  ist.??°) 

Andere Eigenschaften von 2 erhält man, wenn man ihr Quadrat 
22 betrachtet. Diese ist eine spezielle Kollineation, die p und L 
in sich transformiert (Nr. 18).°?”) Ihre Fixelemente geben die in- 


von Strahlenkomplexen untersucht. Er hat auch bemerkt, daß die singulären 
Punkte der genannten Linearsysteme die Antwort auf die folgende Frage geben: 
es sind m>5 gerade Linien im S, gegeben; wo liegen die Punkte, aus denen 
diese Geraden in den $, nach m Geraden eines linearen Komplexes projiziert 
werden? 

823) Vgl. die zweite Note von Palatini, zitiert in 1°). So: in dem oo°- 
System bilden die Scheitelgeraden der ausgearteten Komplexe eine V,’ von der 
Beschaffenheit, daß jeder S, 5 ihrer Geraden enthält. In dem oo°-System er- 
füllen die Scheitelgeraden eine Y# und haben die Eigenschaft, daß 24 drei 8, 
schneiden, 14 sich auf einen $, und einen S, stützen. Im 00°-System bilden die 
00" Scheitelgeraden einen Komplex 3. Grades; diejenigen, die mit sechs S, inzident 
sind, bilden eine F'*?; diejenigen, die mit zwei Geraden inzident sind, bilden eine 
F'® usw. 

324) Vgl. speziell ©. Segre, Mem. Acc. Torino (2) 37 (1886), p. 395. 

325) Der lineare Strahlenkomplex (der Leitstrahlen von) Z besteht also aus 
den geraden Linien, auf denen die Paare in bezug auf 2 konjugierter Punkte 
eine ‘Involution bilden. S. Kantor, zitiert in °!2), betrachtet auch die quadrati- 
schen Komplexe der Geraden, auf denen jene Paare konjugierter Punkte eine 
Projektivität von gegebenem charakteristischen Doppelverhältnis bilden. 

326) Wenn man auf duale Weise verfährt, erhält man aus 2 ein anderes 
Nullsystem und die Polarität in bezug auf die @ der selbst-konjugierten Hyper- 
ebenen. 

Das Studium des Systems eines Polarsystems und eines Nullsystems ist in 
dem Studium einer Reziprozität mitenthalten: vgl. Segre ®**). 

827) L. Kronecker, Berliner Monatsber. 1874, p. 397, $3 (= Werke I, p. 421) 
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volutorischen Elemente von 2 (jedes derselben hat nämlich dasselbe 
entsprechende in & wie in der inversen).?”®) — Es gibt auch Unter- 
suchungen über die Kollineationen und Reziprozitäten, die mit einer 
gegebenen Reziprozität vertauschbar sind.??®) 


V. Kurven. 


24. Kurven; ihre Charaktere. Von hier ab bis Nr.44 wird (wenn 
nichts anderes gesagt ist) die Dimension des Operationsraumes mit r 
und nicht mehr mit n bezeichnet. 


gibt ein Theorem, aus dem sämtliche Besonderheiten einer Homographie folgen, 
wenn sie das Quadrat einer Reziprozität ist; und ein anderes Theorem, nach 
dem sämtliche projektiven Besonderheiten, die Q darbieten kann, aus den- 
jenigen von 2* folgen. — Vgl. auch über diese Untersuchungen P. Muth, Theorie 
der Elementarteiler, Leipzig 1899. 

328) A. Voss, Math. Ann. 13 (1878), p. 320 erhält so, «m allgemeinen und 
für n—=2q +1, n-+1 involutorische Punkte, die sich auf g+ 1 Paare verteilen 
und sämtlich in g liegen, zusammen mit ihren Verbindungsstrahlen mit Aus- 
nahme der zu einem Paare gehörenden. (In Beziehung damit und mit der °*°) 
ist zu bemerken, daß für n—=2q-+1 ein Polarsystem und ein Nullsystem im all- 
gemeinen ein gemeinsames (q-+ 1)-tupel reziproker Geraden zulassen.) — Segre er- 
hält vollständige Resultate. Die Haupträume der Homographie 2? sind die sin- 
gulären Räume der ausgearteten Reziprozitäten des oben betrachteten Büschels; 
sie liegen sämtlich in p, ausgenommen, wenn er existiert, der singuläre Raum von L; 
paarweise entsprechen sie zu reziproken Wurzeln und haben dieselbe Dimen- 
sion; von zwei Haupträumen, die nicht so gepaart sind, liegt der eine in 
dem R, der dem anderen in bezug auf jede Reziprozität des Büschels ent- 
spricht. — Vgl. auch P. Muth, Theorie der Elementarteiler, p. 144, und S. Medici, 
Giorn. di mat. 44 (1906), p. 189, wo man die Sütze von Kronecker und Segre 

"mittels der Resultate von Predella über die Fixräume einer Homographie, die 
einen einzigen Fixpunkt enthalten ?°°), wiederfindet. 

829) Rein-algebraische Untersuchungen sind diejenigen von A. Voss: Münch- 
ner Abhandl. 17 (1890), p. 3, Münchner Berichte 26 (1896), p. 1, 211, 273. Auf 
geometrischem Wege sind die Homographien und Korrelationen, die unterein- 
ander vertauschbar sind, von @. Del Prete, Giorn. di mat. 38 (1900), p. 40 be- 
handelt worden. Die mit Reziprozitäten vertauschbaren Homographien sind (auf 
Grund eines Theorems von Segre) diejenigen, welche zu ihrer inversen kollinear 
sind; diese letzte Bedingung kann unmittelbar (Nr. 14) analog der Nr. 18 aus- 
gedrückt werden. (Außerdem wird eine Homographie, wenn sie eine Reziprozität 
in sich überführt, auch die @ der selbst-konjugierten Punkte in sich überführen, 
so daß sie im allgemeinen zu denjenigen der Nr. 18 gehört). Demgemäß 
konstruiert Del Prete die mit einer gegebenen Reziprozität vertauschbaren Ho- 
mographien und die mit einer gegebenen Homographie vertauschbaren Rezipro- 
zitäten. — F. Enriques, Giorn. di mat. 30 (1890), p. 319 nennt eine Kollineation 
und eine Reziprozität harmonisch, wenn das Produkt der einen in die inverse 


der anderen ein Polarsystem ist. Sämtliche Korrespondenzen, die zu einer ge- 
n(n +8) 


gebenen harmonisch sind, bilden ein lineares oo ? System. 
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Aus der Definition (Nr. 6) der hyperräumlichen Kurven, z. B. aus 
ihrer Darstellung als birational Transformierte der ebenen Kurven, 
schließt man, daß wie für eine ebene Kurve so für eine beliebige 
Kurve ihre Punkte in der Umgebung eines beliebigen Punktes der- 
selben sich auf einen oder Paebrerp (vollständige) Zweige (oder Zyklen 
oder Elemente) verteilen.?°®) 

Die wichtigeren Eigenschaften der Zweige sind mit dem Begriff 
der Schnittmultiplizität eines Zweiges mit einer Hyperfläche ver- 
knüpft.®®) Nimmt man insbesondere für diese eine Hyperebene, so 
findet man die folgenden Resultate Durch den Ursprung O eines 
Zweiges gehen eine Gerade O,, eine Ebene O,,..., eine Hyperebene 
O,_, hindurch, deren jede in der folgenden enthalten ist, derart, daß 


T- 


eine Hyperebene durch O (und nicht durch O,), eine Hyperebene durch 
O, (und nicht durch O,), eine durch 0, (und nicht durch O,),..., end- 
lich die Hyperebene O,_, immer mit dem Zweige bez. gewisse Schnitt- 
multiplizitäten 


set, at, +, ..,„ at, + +%_ı 
haben. Man sagt alsdann, daß O, die Tangente ist, O0, die Schmie- 
gungsebene, ..., O,_, die Schmiegungshyperebene; und daß « die Ord- 


nung des Zweiges ist, und &,, &%,...,&,_, derl1,2,...(r —1). Rang 
“ des Zweiges. Der Kürze halber sagt man auch, daß der Schmiegungs- 
raum (oder oskulierende Raum) O, einen («+ «, + :-+ «,)-punk- 


tigen Schnitt mit dem Zweige hat.°®®). — Das Gebilde, das aus den 


830) Vgl. II C4 (Berzolari) Nr. 13 für ebene Kurven. Für höhere Räume 
vgl. die Arbeiten von Fine und Del Pezzo, zitiert in °°°) und °°%), Ein Zweig 
wird dargestellt, indem man die (homogenen oder nicht-homogenen) Koordinaten 
gleich Reihen von ganzen Potenzen eines Parameters t setzt (der als rationale 
Funktion jener Koordinaten angenommen werden kann): und nur die Werte von 
t nimmt, deren Modul kleiner als eine gewisse endliche Grenze ist (für = 0 hat 
man den Ursprung des Zweiges). — Durch birationale Transformationen wird jeder 
Zweig in einen Zweig übergeführt. — Vgl. auch die systematische Darlegung über 
die Kurvenzweige bei Bertini, „Introduzione‘‘, p. 355 u. f. 

'331) Wenn im $S,F(x, ...x,)=0 eine Hyperfläche ist, die durch den Ur- 
sprung OÖ eines Zweiges hindurchgeht, und wenn man, dadurch daß man in F 
die Ausdrücke der x, in Reihen von £ substituiert, eine neue Reihe erhält, deren 
erstes Glied t* hat, so sagt man, daß in O h Schnitte des Zweiges mit der Hyper- 
fläche zusammenfallen, d. h. daß h die Schnittmultiplizität des Zweiges mit F 
ist: in der Tat wird A die Anzahl der getrennten und O beliebig benachbar- 
ten Durchschnitte des Zweiges mit einer F passend benachbarten Hyperfläche. — 
Die Summe der Schnittmultiplizitäten einer veränderlichen Hyperebene mit den 
von ihr geschnittenen Zweigen einer Kurve ist konstant (wenn sie nicht oo 
wird) und heißt Ordnung der Kurve. 

332) Die tangierende Gerade und ebenso die weiteren Schmiegungsräume 
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Schmiegungshyperebenen eines solchen Zweiges (@«, ... «,_,) gebildet ist, 
entspricht vermöge der Dualität einem Zweige (@,_, @&,_g. . . &, «): mit 
anderen Worten der Schmiegungsraum 0, des gegebenen Zweiges kann, 
in einem gewissen Sinne, als Schnitt von + &,,, +: + «,_, un- 
endlich benachbarten Schmiegungshyperebenen betrachtet werden.?®®) 

Ein Zweig von der Ordnung « kann immer in «a Partialzweige 
zerlegt werden, wie im Falle der ebenen Kurven. Eine Hyperebene 
allgemeiner Lage in der Nachbarschaft des Ursprungs schneidet jeden 
Partialzweig in einem einzigen Punkte. 

Ein Punkt O einer Kurve C heißt s-fach, wenn durch ihn s Par- 
tialzweige hindurchgehen, d. h. wenn s die Summe der Ordnungen der 
vollständigen Zweige ist, die O als Ursprung haben. Die Tan- 
genten und die verschiedenen Schmiegungsräume in O an diese Zweige 
heißen auch Tangenten und Schmiegungsräume für die Kurve. Wenn 
O ein Punkt allgemeiner Lage einer Kurve ist, die nicht vielfache 
Teile hat, o irds=,e=a, =. —=«,_,=1. Ist s>1, oder 
auch irgendeiner der Werte ,>1, so heißt der Punkt singulär.”*) 
Sei O der Ursprung eines einzigen Zweiges, für den sämtliche 
Charaktere bis auf einen =1 sind: alsdann hat man, wenn @—=2 
ist, die Spitze oder den stationären Punkt; wenn «, =2 ist, den Wende-. 
punkt, ..., wenn «,—=2 ist, einen Punkt, für den der Schmiegungs- 
raum 8, stationär ist (superoskulierend, mit (k + 2)-punktigem Schnitt). — 

Die von M. Noether durchgeführte Zerlegung der Singularitäten 
der ebenen Kurven kann man auf die Kurven des 8, ausdehnen. Man 
unterwirft die Kurve C mit einem Zweige von der Ordnung «, der 
von O ausgeht, einer (birationalen, z. B.) quadratischen Transformation 
des $, mit O als isoliertem Fundamentalpunkt: dann erhält man einen 
Zweig von einer gewissen Ordnung «’, der von einem gewissen Punkte 


können auch als Grenzen in der Weise definiert werden, die bei Anwendung des 
Differenzialkalküls üblich ist. Daraus ergibt sich für sie eine analytische Dar- 
stellung, die eine leichte Ausdehnung der für r—= 2, 3 bekannten ist. 

833) H. B. Fine, Amer. Journ. 9 (1887), p. 180. Vgl. auch Segre, „Intro- 
duzione“*, Nr. 43. 

334) Die Weise, in der durch Projektion in niedere Räume die Charaktere 
der singulären Punkte erhalten bleiben oder verändert werden, hat Veronese 
untersucht („Behandlung“, Nr 34, z. B. auf p. 201—202) und ausführlicher P. Del 
Pegzo, Rend. Acc. Napoli (2) 7 (1893), p. 15. Dieser hat studiert, wie man 
einen irgendwie singulären Punkt (dessen Zweige auch gegebene Berührungen 
miteinander haben können) einer Kurve, speziell einer ebenen Kurve, mittels 
Projektion aus einem oder mehreren gewöhnlichen Punkten einer Kurve des $, er- 
hält, indem man die Projektionsachse so nimmt, daß sie die verschiedenen 
Schmiegungsräume in diesen Punkten passend schneidet, usw. 
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O0’ ausgeht. Man transformiert diesen in analoger Weise in einen 
Zweig von der Ordnung «” usw. Man sagt, daß auf dem betrachteten 
Zweige von © dem «-fachen Punkte ein «-facher, ein «”-facher Punkt 
usw. folgen. Ebenso: wenn der Punkt O für O's-fach ist, und die 
erste Transformation ihm Punkte entsprechen läßt, die für die 
Kurve 0’, die Transformierte von C, s,-fach, s,-fach,... sind; und 
wenn in ähnlicher Weise einer dieser Punkte, der ö-te, durch eine zweite 
Transformation s,,-fache, s,,-fache,... Punkte auf der Kurve C”, der 
Transformierten von CO’, erscheinen lüßt usw., so sagt man, daß dem 
Punkte O von C s,-fache Punkte folgen, und diesen s,,-fache Punkte, 
... 99). — Man kann mit einer Schar von birationalen Transformationen 
des ganzen Raumes $, (wenn r>2 ist) die gegebene Kurve auf eine 
solche zurückführen, die frei von vielfachen Punkten ist.?°®°). 

Die Geometrie auf der Kurve (vgl. Ende von Nr. 6) — d.h. das 
‚Korrespondensprinzip, die linearen ‚Scharen (von Punktgruppeh), die 
Involutionen usw. — die schon in IIIC 4 (Berzolari) für die ebenen 
Kurven behandelt worden ist, wird auf die hyperräumlichen Kurven 
ohne Modifikation angewandt: es sind nämlich invariable Eigenschaften 
hinsichtlich der birationalen Transformation, mit der man von der 
ebenen Kurve zur Kurve des S, übergeht. Wir brauchen sie daher 
nicht zu reproduzieren. Wir erinnern nur daran (Nr. 6), daß eine 
lineare Schar auf der C des $, durch ein lineares System von Hyper- 
flächen ausgeschnitten wird; insbesondere schneiden die Hyperebenen 


335) C. Segre, Ann. di mat. (2) 25 (1897), p.1. B. Levi, Mem. Acc. Torino 
(2) 48 (1898), p. 83. Dieser letzte beweist, daß nach einer endlichen Anzahl von 
Transformationen einfache Punkte erhalten werden (wenn (C keine mehrfachen 
Bestandteile hat). Die oben definierten Charaktere der Zusammensetzung dienen 
zweckmäßig der Berechnung der Schnittmultiplizität von C mit einer Hyper- 
fläche. \ 

Mittels der sukzessiven quadratischen Transformationen, ebenso wie mittels 
der Reihenentwicklungen, welche die Zweige darstellen, werden weitere Charak- 
tere der Zweige erhalten. So hat B. Levi in der zitierten Abhandlung die Geraden 
eingehender untersucht, die Grenzlagen von Sehnen sind, obgleich sie auf O nur 
einen Punkt haben:, uneigentliche Sehnen. Ein mehrfacher Punkt O ist Stützpunkt 
für oo! uneigentliche Sehnen, die sich in eine gewisse Anzahl von Hauptebenen 
verteilen: jede ist Grenzlage der Geraden, die zwei O unendlich benachbarte 
Punkte auf zwei Partialzweigen von C, die von O ausgehen, verbindet. Auf diese 
Weise gibt ein vollständiger Zweig der Ordnung & zu «— 1 Hauptebenen (die 
getrennt sind oder nicht) Veranlassung; zwei Zweige mit verschiedenen Tangen- 
ten geben als Hauptebene diejenige der Tangenten; zwei vollständige Zweige 
mit einer und derselben Tangente geben so viele (getrennte oder nicht getrennte) 
Hauptebenen, als der größte gemeinsame Divisor ihrer Ordnungen angibt. 

336) B. Levi, Rend. Acc. Lincei (6) 7 (1898),, p. 111. 
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des 8, auf C eine Schar 00” von der Ordnung n aus, d.h. eine g’. Wenn 
C aus der ebenen Kurve f(y,9,y,) = 0 mittels der durch die‘ Glei- 
chungen g2,=Y,(y) ausgedrückten birationalen Transformation her- 
vorgeht, so entsprechen ihre hyperebenen Schnitte der linearen Schar, 
die auf f durch das System IA, %,(y) = 0 ausgeschnitten wird. 
Daraus folgt, daß die Sätze über die linearen Scharen (einer ebenen 
Kurve), z. B. über die Gruppen, die mit mehrfachen Punkten ausge- 
stattet sind, über die neutralen Gruppen usw., gleichbedeutend sind 
mit Sätzen über hyperräumliche Kurven, z. B. über die Räume, die 
gegebene Schnitte oder Berührungen mit denselben Kurven haben usw. 
(vgl. Nr. 25): dieses ist ein Prinzip, von dem wir im folgenden immer 
Gebrauch machen werden.?””) 

Mit der Kurve C, von der Ordnung », als Ort von Punkten, betrachtet 
man die P,, W3,..., Y41,. . -, Örter der o0! Tangenten, Schmiegungs- 
ebene, ..., Schmiegungs-S, (1., 2.,... Schmiegungsdeveloppable von C). 
Ihre Ordnungen %,, ng, ...,%, - . - heißen 1. Rang, 2. Rang, ..., 
k. Rang, ... von ©. Der letzte, (r—1). Rang n,_,, oder die Klasse 
der Kurve, ist die Anzahl der Schmiegungshyperebenen; die durch 
einen Punkt allgemeiner Lage hindurchgehen. u) 

Das Geschlecht p von C kann man wie für die ebenen Kurven 
durch Betrachtung einer linearen oo!-Schar von Gruppen von m Punk- 
ten definieren: nennt man u die Anzahl der Doppelpunkte dieser 
Schar (ein r-facher Punkt ist äquivalent mit r—1 Doppelpunkten), 


so wird p = nr — m +1. Das Geschlecht ist gegenüber den bira- 


tionalen Transformationen invariant und daher gleich” demjenigen 
einer ebenen Kurve, die mit CO in birationaler Korrespondenz steht. 
-— Die C vom Geschlecht 0 sind die rationalen C. — Man schreibt 


337) Dieses ist schon von A. Brill in den in ?°) und °®) zitierten Arbeiten 
verwandt worden; vgl. auch Brill-Noether, Math. Ann. 7 (1874), p. 269. — Veronese 
hat in der „Behandlung“ für die Definition und das Studium der Kurven auch 
auf die linearen Scharen zurückgegriffen. — Mehr findet man bei Segre, „Intro- 
duzione‘*. 

338) Vgl. Chfford „Loci“, p. 669. 

Wenn C einen Zweig (@ «, ... «,_,) hat, so sind für die Schmiegungs-V,,,, von 
C die Schmiegungsräume $,, S;_ı---,8; (dk) des Zweiges mehrfach, und zwar 


(4-1 +) ltr ++ 0p)-fach. 
Speziell ergibt sich, durch Betrachtung eines $, allgemeiner Lage, daß eine 
Schmiegungs-V vielfach, und zwar bez. 2-, 3-, 4-,...fach für die zu ihr 
folgenden Schmiegungs-V ist. Die Schmiegungs-V, wird durch den Schmie- 
gungs-S, an C in einem Punkte allgemeiner Lage längs des Schmiegungs-S;_, 
berührt. Veronese, „Behandlung“, Nr. 4; Segre, „Introduzione“, Nr. 43. 
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O,, um eine © von der Ordnung n» und vom Geschlecht p zu kenn- 
zeichnen. 

Wendet man die Definition von p auf gewisse lineare 001-Scharen 
an, so erhält man unmittelbar die folgenden Formeln, in denen die 
Summen sich über alle singulären Zweige («, «&,,..., «,_,) von C 
erstrecken: 

2» —2= DI (ke—N)+m, —2n=..-. 

= I(,—1) +91 tm —-2m, =: 

Fr a; IE l) + N._3 Ta 2n,_ı- 
Aus diesen folgt: 

„= (k+l) (a +p— N) — D[ke+k—1), + (k— 2), + 
riss Hl] 

d. h. die sukzessiven Ränge n, n,... können mit Hilfe von n, p mit- 
tels der Formel n, = (k+1) (n+kp—k) ausgedrückt werden; aber 
man muß an dieser Formel Reduktionen anbringen, die durch die 
genannte Summe angegeben sind, für jeden singulären Zweig von C 
Weiter folgt aus den ersten Formeln durch Elimination der Ränge 


Zlre +F— Du +r—9)g+: + rt] 
= ET DUEREN 
und diese kann man so ausdrücken, daß, wenn (© keine anderen sin- 
gulären Zweige hat, sicher (r +1) (n-+rp—r) Zweige mit Hyper- 
schmiegungshyperebenen vorhanden sind; jedenfalls wird die Anzahl 
dieser letzten Zweige durch jeden anderen singulären Zweig um so 
viele Einheiten vermindert, wie in der Summe angegeben ist.°%°) 


339) A. Brill, 1. und 3. Zitat in **), hatte im wesentlichen die Formel 
= (k+1) (n+kp—k)— ke 
erhalten, die sich auf den Fall bezieht, in dem o stationäre Punkte existieren (woraus 
sich eine Grenze für g ergibt). Veronese, „Behandlung“, Nr. 33 hat den Fall be- 
trachtet, in dem die einzigen singulären Zweige sich für ge stationäre Punkte, 
0, Wendepunkte,... ., e, stationäre S, ergeben, und erhält: 


= k+Yn+kp—h—- Re —k— Ya — k—-9).—-—9-; 
rer HdR trPr— N re et - Dr — da — ++ — 20,25: 
Die allgemeineren Formeln des Textes findet man bei Segre, „Introduzione“ 


Nr. 43 (mit weiteren Zitaten). 
B. Levi, zitiert in ®°°), erhält für den 1. Rang den folgenden Ausdruck 


nn =nn—1)—2d— Nsß@— D—- ae —1)—2 Si, 
wo d die Anzahl der scheinbaren Doppelpunkte von (ist, die s sämtliche zu- 
sammensetzenden Multiplizitäten, in dem früher erklärten Sinne der quadrati- 
schen Transformationen, und die i die Multiplizitäten der verschiedenen Büschel 
uneigentlicher Sehnen in der Mannigfaltigkeit der Sehnen sind. 
BR” 
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G. Veronese hat andere Formeln erhalten, analog denen von A. 
Cayley für den S,, die aus demselben Gedanken hervorgehen, der zu 
diesen geführt hat.) Die C möge als einzige Singularitäten haben 
o Spitzen, ... g, stationäre S,,... Man betrachte die sukzessiven Schmie- 
gungs-P,, 9,5, ..., V,_, und ihre Schnittkurven C,, Os, ..., C,_, mit 


r 


S,_1, S,_9, ---, Ss; und es seien d,d,,ds, ...,d,_s die Anzahlen der 


scheinbaren Doppelpunkte von ©, O,, C,,..., C,_,; wo man auch die 
wirklichen Knoten einschließt, wenn solche vorhanden sind, so daß in d 
auch die Knoten (nicht die Spitzen) von O, in d, die doppelt berührenden 
Geraden von (,... in d, die Doppelschmiegungs-S, von © (welche in 
zwei verschiedenen Punkten oskulieren) eingeschlossen sind. In ähn- 
licher Weise seien d,, Ö,, ö3, ..., 6,_, die Anzahlen der scheinbaren 
Doppeltangenten von CO, C,, C,, ..., C,_3%"'), wobei man in d, (wie 
schon in d,) die Anzahl der Doppelschmiegungs-S, von € einschließt. 
Durch Anwendung der Formeln von Plücker auf die ebenen Projek- 


Sei C die r— 1 Hyperflächen der Ordnungen m,,..., m,_, gemzsinsame 
Kurve, so daß n—=m, my: m,_, ist. Mittels einer Methode, ähnlich der für 
den $, bekannten, berechnet man den ersten Rang n,, woraus 


Pehnm + tm —r—D+1 
folgt. Dann ergibt sich 
=(k+Nn+k+ Den + +Mm,-ı rl) 
eine Formel, die für k=r die Anzahl der stationären Hyperebenen liefert. Ve- 
ronese, „Behandlung“, Nr. 36. — Wenn C d gewöhnliche Knoten erhält, erniedrigt 
sich p um d Einheiten. — Wenn ferner Cin zwei Kurven C‘, 0” (ohne mehrfache 
Punkte) von den Ordnungen n’, n”, den Geschlechtern p’, p” und dem ersten 
Range n/, n{ zerfällt, so wird 
"+n=m rm.-ı, »- im —n)m + +m, tr): 

Veronese, „Behandlung“, Nr. 37. Die Zahl der 0’, 0” gemeinsamen Punkte wird 

"(m + +m,.,—r+D—n;- 
Vgl. für 8, @. Salmon, Higher Algebra, 2. Ausg. 1866. 

In demselben Buche gibt Salmon die Formel 

nm + +m—r—)—2p+2 
für die Äquivalenz einer Kurve C von der Ordnung n, dem Geschlecht », für r 
Hyperflächen der Ordnungen m, ...m,, d.h. die Anzahl der Durchschnitte, welche 
die C von den m, m, ...m, absorbiert, wenn sie auf diesen Hyperflächen liegt. 

340) „Behandlung“, Nr. 31—33. Vgl. auch #9). 

341) Dieser Ausdruck ist von Killing, „N. E. R.“, p. 198, bei der Wieder- 
gabe der Formeln von Veronese gebraucht worden. Man kann auch sagen, daß 
ö, die Anzahl der Male angibt, daß zwei Schmiegungs-S;, von C einen [(r—k-+1] 
nach Geraden schneiden, die aus einem [r — k — 2] dieses mittels eines und des- 
selben Raumes projiziert werden. — Die Zahlen ö, ...d,_, entsprechen den d,_,...d 
dual. 
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tionen von (,..., O,, ... und auf die ebenen Schnitte der Schmie- 
gungs-V,_, erhält man die folgenden r — 1 Terme von Formeln von 
Veronese zwischen den 4r— 2 Charakteren nn, ...N,_1, 0 % ::.@,_,; 

2, 0 02... 0,_1 

nn =n(n—1) — 24 — 30 

n=n (m — 1) — 26, — 3n, — 3g, 

BETA TZIN 


= Nr ar 1) — 2 dr — 341 — IN. 43 
BAER: a r dt A spe Bar — 39, 


d, 
| a -_ nm 1) get 24, Er 39 54 Bm; 1 
n,_ı = N, y a7 24,_ — 30,.3 — 3N,_3 
| N,_g —N,_ı (n,_ı 2er 1) SER a 30,_1 
ER Yeah: 8, Tu ER Yes 3n,_ı Sr, In,_g - 
Sind z. B. n, d, 0, @,, -- -, 0,_s gegeben, so berechnen sich un- 
mittelbar mit Hilfe dieser Formeln die anderen 3r — 3 Charaktere. 
25. Weitere Charaktere. Schneidende und berührende Räume. 
In den voraufgehenden Formeln treten die Hyperebenen auf, welche 
die © in einem Punkte berühren. Um Formeln zu haben, die sich auf 
‘ diejenigen beziehen, die C in mehreren Punkten berühren, genügt es, 
eine Formel von E. De Jonquieres®?) anzuwenden, die im wesent- 
lichen besagt, daß auf einer Kurve vom Geschlecht p die Anzahl der 
Gruppen einer linearen Schar 9’, die mit einem »,-fachen, einem 
vg-fachen, ..., einem v,-fachen Punkte behaftet sind, wenn man vor- 
aussetzt, daß die v(>1) sich in Gruppen von « gleichen, ß glei- 
chen, ..., ö gleichen verteilen und so beschaffen sind, daß 


ist, ZeW—)=r 
A [Io — )n—r—1...n—r—t+1]) 

Er WER 
+a_r—2... a r—t+1)-P@—1)-8, 
sr en a ee RE 
ER, 

Fark) en art 8. 

+Prß—1)...@—:+1)8] 


342) Journ. f. Math. 66 (1866), p. 289. Wir haben jene Formel nach Art 
von A. Cayley, Phil. Trans. 158 (1868), p. 75 —= Coll. Math. Pap. 6, p. 191 ge- 
schrieben. 
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beträgt, wo $,; die Summe der (£), Produkte der zu je © kombinierten 
Größen v» — 1 angibt. 

Diese Formel wird im besonderen für eine 0” vom Geschlecht p 
des S, ohne mehrfache Punkte*?) die Anzahl der Hyperebenen geben, 
die mit jener # Berührungen der Ordnungen v, — 1,..., 9, —1 
haben (d.h. »,-,..., v,-punktige Schnitte), wo I(v, — 1)=r ist. Wenn 
dagegen I(v,—1)=r<r ist, so gibt dieselbe Formel, in der 
man an Stelle von r r’ schreibt, die Anzahl der Hyperebenen mit Be- 
rührungen von den Ordnungen v, —1,....,v,— 1, die durch einen 
[r—r—1] allgemeiner Lage des $, hindurchgehen. 

Eine andere Reihe von Charakteren ist durch die mehrfach schnei- 
denden Räume von Ü gegeben (die den sogenannten neutralen 
Gruppen einer 9” entsprechen. In 8, gibt es im allgemeinen 
ooli-r-M@-%-N] S,, die C in © Punkten schneiden: wenn daher 
die Anzahl in der Klammer [ ] > 0 ist, so hat man die M zu be- 
trachten, die von jenen gebildet wird; und wenn diese Anzahl 
— 0 ist, die endliche Anzahl jener Räume. Zunächst sind einige 
spezielle Fälle behandelt worden. 

G. Castelnuovo hat auf Grund des Prinzips der Erhaltung der 
Anzahl (vgl. III C 3 (Zeuthen)), durch Zerlegung der gegebenen (,' in 
eine C5_;\, mit einer ö-fach schneidenden Geraden, oder auch in eine 
rationale Kurve mit p ihrer Sehnen, in den folgenden Fällen, in wel- 
chen die Anzahl endlich ist, die Werte erhalten ®*): 

1. Wenn i=k+2,r=2k-+2 ist, 


€ Es ') I 7) + (pP) & Pal . 385), 


343) Im folgenden wird in dieser Nummer für die C diese Beschränkung 
vorausgesetzt. 

344) Für die ersten beiden Fälle in Rend. Circ. Mat. Palermo 3 (1889), 
p. 27, und für den 3. und 4. in Rend. Lincei (4) 5 (1889),, p. 130. 

345) Es versteht sich, hier und in der folgenden Formel, daß man bei dem 
ersten verschwindenden Glied haltmachen muß, (Vgl. eine andere Schreibart 
dieser Formel bei Tanturri, zitiert in °*®) Ende.) 

Der Fall dieser Formel, der sich für p=0 ergibt, war schon von A. Brill, 
Math. Ann. 5 (1872), p. 378 gegeben worden. Vgl. auch im folgenden die all- 
gemeine Formel von W. Fr. Meyer, für p=0. 

Für k=1 gibt die in Rede stehende Formel die Anzahl der Trisekanten 
einer Kurve im $,. Vgl. auch, für diese Anzahl, L. Berzolari, Rend. Circ. mat. 
Palermo 9 (1895), p. 186. — 

Was die Methode betrifft, der gegebenen Kurve eine zerfallene zu substi- 
tuieren, vgl. ein weiteres Beispiel bei P. H. Schoute, Jahresber. der Deutsch. 
Math.-Vereinig. 9 (1901), p. 103; wo die C® vom Geschlecht 5 des S,, Basis eines 
Netzes von Q, mittels ihrer Ausartung in eine Doppelvier studiert worden ist, 
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2. Wenn i=2k +2, r—k+2 ist, 
1 —k—1\ /n—k—2 1 n—k—2\ nmn—k—3 
ala at sd...) 
1 n—k—3\ m—k—4 
+ ol'-ı CET) - 
3. und 4. Wenn öi=(r — k)(i—k— 1) und die Ordnung der Kurve 
bezüglieh =p-+r oodr =p-+r—1 ist, 


2) MIN... (Fe -R-NI121 80... Fat 
# 1.81 37,..@ 141 se — Si 





oder 
pilit2l... Pi... Por]. 
112!3!1...2p—i—r—i)! 

Für p=0 hat W. Fr. Meyer®*®) und für p=0,1 A. Tanturri®") 
die allgemeine Formel vermutet, welche sich auf den Fall einer end- 
lichen Anzahl von Räumen bezieht. In diesem Falle, findet man, 
wenn mn =k+1-g sez, r=k +1+ zu Und die Anzahl 
der ö-fach schneidenden S, beträgt, für p = 0), 

mM kN, rn — kN... n—k—M-r, 
| —k+g9—1,-.1 +9 N-1...r—h, 
und für p=], 
nn —k—2),_,n—k—3),._r:- m k— Id: Ba Nurr 
r—k+g—W-ı r -k+g—D-2...(r—k+1).(r—M 

Tanturri hat auch das allgemeine Problem für beliebiges » 
vertieft, und damit den Weg angegeben, auf dem man die ge- 
suchte Zahl in jedem numerisch gegebenen Falle erhalten kann.’#) 











die aus vier Geraden allgemeiner Lage mit ihren vier Trisekanten besteht; und 
wenn man dann einige dieser Geraden fortnimmt, ergeben sich auch Kurven 
der Ordnungen 7, 6,... 

346) „Apolarität“, S. 363. 

347) Ann. di mat. (3) 4 (1900), p. 67. — Der erste Beweis der Formel ist für 
p=0 von F. Severi, Rend. Lincei (5) 11 (1902),, p. 52 gegeben worden: daraus 
hat A. Tanturri, Atti Torino 37 (1902), p. 413 den Beweis für p = 1 hergeleitet. 

348) Auch er (eben zitierte Abhandlung der Annali) verfährt, wie Castel- 
nuovo, mittels der Erhaltung der Anzahl. Er substituiert der C (n,p) ein zusam- 
menhängendes System von » Geraden mit n+p— 1 einfachen Schnitten (wie es 
durch die Formel von Noether für das Geschlecht einer reduziblen Kurve gefordert 
wird). Damit ist das Problem aufein kombinatorisches zurückgeführt und auf das geo- 
metrische der Sekantenräume gegebener Geraden (vgl. Nr. 7). So werden schritt- 
weise die (k + 3)-fach schneidenden Räume $;, fürr—=3(k +1) bestimmt, und es 
ergeben sich auch die bezüglichen Formeln explizit für k= 3, 5, 7. — In dieser 
Abhandlung findet man ferner einige Bemerkungen über die Mannigfaltigkeiten 
mehrfach schneidender Räume in den Fällen, in denen diese unendlich sind. 

In einer weiteren Note, Atti. Acc. Torino 39 (1904), p. 483, hat Tanturri 
die auf den Fallie=k+3, r=3i— 3 bezügliche Formel angegeben. 
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Aber die vollständigere Untersuchung über die mehrfach schneidenden 
Räume gegebener algebraischer Kurven ist von @. Z. Giambelli unter- 
nommen worden, der in expliziter Form die Formel erhalten hat, 
die symbolisch die Bedingung, die einem [%] innerhalb 8, aufer- 
legt wird, wenn er imal eine gegebene CO, des S, schneiden soll, als 
Summe von Grundbedingungen in bezug auf [k] ausdrückt.®#) Diese 
Formel gestattet mit Hilfe symbolischer Multiplikation, die Anzahl der 
Räume zu erhalten, die eine gegebene Anzahl von Malen eine oder 
mehrere gegebene Kurven schneiden und die außerdem ev. ge- 
gebene Grundbedingungen erfüllen. Im besonderen hat man: Wenn 


k+l)r—M)=ir—k—1) wdi>k+1 


ist, so ist die Anzahl der i-fach schneidenden [k] einer gegebenen 
C, des S, 

2 

>= 


lu, ...%® 





8 


! 
DEN 
v!utu!...%,! 
1%,:..% 


> (m + u)! (m +u)!...(m+ u)! 
G-E-NIG—ht...G-k+s-DIA+W!AFU... dt W!’ 
ws=r—k—l,i=n—p—i—s m=n—p—r ist, und die 
Summe sich über alle ganzzahligen Werte von v, u, u, ... u, erstreckt, 
für welche 


0<vr<p O)SwWw<Wm<...-<U, „+ Sup + et) ie, 


Hier sind die vorhergehenden Formeln eingeschlossen, die wir 
wegen ihrer größeren Einfacheit gegeben haben. — 


r 











Eine umfangreichere Untersuchung wird die Räume betrachten, 
die nicht nur mehrere Male eine Kurve schneiden, sondern mit 
dieser verschiedene Berührungen vorgegebener Ordnungen haben. So 
kann man eine Formel suchen, die (die hier vorher gegebene von 
De Jonquieres mit umfaßt und) die Anzahl der [%] angibt, die mit 
CO tvy>-,..., vppunktige Schnitte haben (wo die v>1 sind): eine An- 


349) Mem. Acc. Torino (2) 59 (1908), p. 433. Zuerst betrachtet er den Fall 
p=0: für diesen dient ihm eine Formel, die hier in Nr. 13, am Ende der ?'®), 
zitiert wurde. Dann nimmt er passende Ausartungen der Oy. 

Vor Giambelli hatte A. Crepas, Rend. Ist. Lomb. (2) 35 (1902), p. 883 mittels 
der Methode des Zerfalls einer Kurve in zwei Teile die Bedingungen T,, TZ,, 
die einer Ebene auferlegt werden, wenn sie Bisekante oder Trisekante einer 
Cr von gegebenem 1. Range des 8, sein soll, als Summe von Grundbedingungen 
für die Ebene symbolisch ausgedrückt; und davon verschiedene Anwendungen 
auf die Bestimmung der Anzahlen derartiger Ebenen gemacht. 
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zahl, die im allgemeinen endlich ist, wenn die beiden Bedingungen 
ır—h=hn>atr 
erfüllt sind, wg —= Dv—k— 1 ist. 


F. Severi hat diese Frage für p = 0 vollständig gelöst md dabei 
die folgende Formel erhalten °°°) 


YVYg +... 9° a (n—k—1), ui (n — k— 2),._ r* a — Mr - 
BES N. Et, eins 


wo man durch Zusammenfassung der v, die untereinander gleich 
sind, Gruppen von «, ß,...,d hat. Für beliebiges p hat Severi die 
Frage in einigen Fällen gelöst.) Wenn k=r—2,t=2 ist, so ist 
die Anzahl 

„al r +, +PW—r—2n4+r)+2(), m -Dm—1)] 
die durch 2 zu teilen ist, wenn „=», is. Wennk=r—3, 
t=3,v1,—=1 ist, so wird die Zahl 

vu [6(n—r+2),+p {na —1)(r—4)—2n(r —1)(r—3)+Hr(r—1)(r—2)) 

+2), 2a—r+2) mn 1) a D-42297,» —-r+2}], 

die durch 2 dividiert werden muß, wenn v, =», wird oder wenn 
eine von ihnen — 1 ist; sie ist indessen durch 3 zu dividieren, wenn 
beide gleich 1 sind. Mit diesen und anderen Resultaten ist es Severi 
gelungen, für die Kurven des S,, ebenso für diejenigen des $, alle 


Anzahlen anzugeben, die sich auf Gerade, Ebenen und Räume mit ge- 
gebenen Schnitten und Berührungen beziehen.°??) 





350) Rend. Ac. Lincei (5) 9 (1900),, p. 379. — In speziellen Fällen, auch be- 
züglich p=0, war die Frage schon von F. Deruyts behandelt worden: z. B. für 
q=1 in dem Bull. Ac. Belgique (3) 35 (1898), p. 196. 

351) Mem. Acc. Torino (2) 50 (1901), p. 81. Das Hauptwerkzeug bei diesen 
Untersuchungen ist immer das Korrespondenzprinzip in bezug auf die Kurve. In 
einigen Fällen dient auch der Zerfall der Kurve in zwei, was auf eine Funktional- 
Gleichung führt (Methode von Cayley). 

352) So beträgt im S, die Anzahl der Ebenen, welche die Kurve berühren 
und (anderswo) dreimal schneiden: 

sn —-y3m—4’n—5)+3m—M)(n—5)n—12)p—ım—8)(p), 

Im $, ist die Anzahl der S,, die 3 mal schneiden und 3-punktig berühren: 

Rn —5’m—6)+2n —H)m—6)n—10)pP—12(n — 8) (p),, 
während die Anzahl der S,, die 2 mal berühren und 2 mal schneiden, 

2(n —4)(n —5)’(n — 6) +4(n — 5) (mn —6)(n —10)p 


+4 (mn? — 20n + 97) (pP), — 12 (p), 
beträgt. 
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Wir fügen hier die Formel hinzu 


(m—r), + a —r), —2r(r+1) 
für die Anzahl der Hauptsehnen (Sehnen, deren jede in den Schmie- 
gungshyperebenen der beiden Stützpunkte liegt), wo m die Klasse 
von C angibt.??®) 
A. Crepas hat die Grundlagen für die Untersuchung von Anzahlen 


für Kegelschnitte aufgestellt, die mit gegebenen Kurven mehrfache 
Schnitte oder auch Berührungen haben.) 


26. Spezialkurven, Normalkurven, Postulation usw. Ist auf 
einer Kurve f eine g/ gegeben, so hat man in Verbindung damit eine 
0* von 8, (Nr. 24): und zwei (”, die so derselben g;; entsprechen, 
sind kollinear.®°9) Wenn auf f die g7 in einer g} enthalten ist, so 
wird die C* des 8, Projektion einer O* von $,. Daher entsprechen 
die Vollscharen den Normalkurven (Nr. 6). 

Die adjungierten Kurven @ von der Ordnung m — 3 einer ebenen 
Kurve f” (die Differentiale p der ersten Art) schneiden auf dieser 
eine u aus. Jede Schar, welche in dieser enthalten ist, d. h. jede 
Schar (von der Ordnung <2p — 2, der Dimension <p— 1), die 
man auf / mittels der Kurven g ausschneiden kann, ist von Brill 
und Noether (zitiert in ®°%)) eine Spezialschar genannt. Die Bildkurven 
solcher Scharen sind von C. Segre Spezialkurven genannt (für sie 
p>2): und das Bild der iss kanonische Kurve. Demgemäß gibt 


353) Severi, zitiert in °°), Dort ist allgemeiner die Anzahl der Haupt- 
polygone, einfacher Polygone von der Beschaffenheit, daß die Schmiegungshyper- 
ebene in jedem Scheitel durch den folgenden hindurchgeht, beröchnet worden. 

354) Rend. Ist. Lomb. (2) 36 (1903), p. 255 und p. 381. Bezeichnet L, (n, e) 
im $, die Bedingung für den Kegelschnitt, eine gegebene Kurve der Ordnung n 
und vom ersten Range e in ö Punkten zu schneiden, C, die Bedingung, einen 
gegebenen [h] in einem Punkte zu schneiden, so hat man z. B. für die zweifach 
schneidenden Kegelschnitte: 


L,0-| m, —$|0+31.@9— en 0,1,n, 


wo die Bedingung (0, 1, r) sich auf die Ebene des Kegelschnittes bezieht. — Auch 
L,(n, e) wird mittels der C, angegeben. Die Bedingung L, ist nur in nicht höheren 
Räumen als $,, L, nur für S, zu betrachten. — Die Bedingung für einen Kegel- 
schnitt, eine gegebene Kurve zu berühren; diejenige, eine gegebene Kurve zu 
berühren und außerdem (in einem anderen Punkte) zu schneiden (oder auch 
zweimal zu schneiden, wenn die Kurve im $, oder 5, liegt), werden symbolisch mittels 
der Bedingungen C, und der Bedingungen für den Kegelschnitt, einen gegebenen 
Raum in einem gegebenen oder nicht gegebenen Punkte zu berühren. So wird 
man dazu geführt, Nr. 17 anzuwenden. 

355) Vgl. einige Anwendungen hiervon bei @. Marletta, Atti. Acc. Gioenia 
Catania (4) 19 (1905). 
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ein Tueorem von Brill und Noether über die speziellen und nicht- 
speziellen Vollscharen: Für die normalen ©" von S,istr>n—p. Für 
die normalen nicht-speziellen (also immer, wenn n>2p —2 ist, oder 
auch wenn r>p—1 oder auch #— 0, 1, 2 ist) ist gnaur—n—.p; für 
die speziellen r>n—p. Man hat auch für alle speziellen O*n > 2r.3®) 

Diese Sätze führen, in Verbindung mit dem Theorem von Rie- 
mann-Roch über die Spezialscharen, zu anderen, die sich auf die 
Möglichkeit beziehen, eine gegebene Kurve als Projektion anderer 
Kurven zu betrachten.) 

Für die Existenz von 0” vom Geschlecht p, die einem S, an- 
gehören, muß eine Bedingung zwischen den Anzahlen », p, r erfüllt 
sein. Will man, daß die Moduln der C allgemein sind, so muß 


G+)m—r)2rp 


sein, und die Konstantenzahl dieser C ist in einem solchen Falle 


r+Yd)n — (r—3) (p— 1). ®%) 
{n jedem Falle ist, wenn man setzt 
k= E(*) und a=k(n— 1) — (r—1D)(k-+1),, 

356) Das Theorem r>n—p für die Vollscharen befindet sich bei Brill- 
Noether und ist in der „Behandlung“ von Veronese auf die Kurven angewandt 
worden. Clifford verwendet statt jenem das Theorem von Abel, um zu erhalten, 
daß 2r<n ist, wenn r>n— p ist; daraus folgen aufs neue einige der vorher- 
gehenden Dinge. 

Auf direktem geometrischen Wege sind die vorhergehenden Sätze zu dem 
Zweck, eine geometrische Theorie der linearen Scharen zu konstruieren, die auf 
der Verwendung der hyperräumlichen Bildkurven beruht, von C. Segre wieder- 
gefunden, Math. Ann. 30 (1887), p. 208; Rend. Ist. Lomb. (2) 21 (1888), p. 523; 
und noch mehr von @. Castelnuovo, Atti. Acc. Torino 24 (1888—89) (für y=1, 
p. 4, und für beliebiges »), p. 346. Vgl. die systematische Auseinandersetzung, 
die aus diesem Gesichtspunkte von Segre in „Introduzione“ entwickelt worden ist 
(z. B. Ende von 5*°)), 

357) So besteht (nach E. Bertini, Atti Acc. Torino 26 (1890—91), p. 118) 
die Bedingung dafür, daß eine spezielle ebene C”* Projektion einer C” des S, ist, 
darin, daß ihre Adjungierten von der Ordnung n— 4 ein System mit dem Über- 
schuß r— 2 bilden. Vgl. auch in der Nr. 86 der „Introduzione“ von Segre die 
Bedingung dafür, daß eine CO” Projektion einer 0**! ist; und bei E. Bertini, 
Rend. Circ. Palermo 30 (1910),, p. 47, Theoreme über die Möglichkeit, eine Nor- 
malkurve als Projektion einer höheren Normalkurve zu erhalten. 

Aus der Tatsache, daß eine Normalkurve von der Ordnung n>2p keine 
mehrfachen Punkte haben kann (Veronese, „Behandlung“, p. 213), ergibt sich un- 
mittelbar, daß eine Kurve mit beliebigen Singularitäten immer als Projektion 
einer Kurve eines höheren Raumes ohne mehrfache Punkte erhalten werden kann 
(vgl. Nr. 24 und die °°%)), 

. 858) C. Segre, erstes Zitat in ®°%). (Für 9= 0 vgl. die Fußnote zu p. 134 
der Arbeit von L. Cremona, Ann. di mat. (2) 5 (1871—73).) 
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die Bedingung für die Existenz der © (Castelnuovo®®9)): p <=. Diese 
Anzahl x tritt auch bei der Untersuchung der Postulation der C für die 
Hyperflächen einer gegebenen Ordnung m auf): oder der Dimen- 
sion der Schar, die diese Hyperflächen auf © ausschneiden. In der 
Tat ist, wenn m>%k ist, diese Schar nicht-speziell; und wenn 
m>k-+ x — p ist, so ist ihre Dimension mn — p — &, wo e (<= —p) 
nicht von m abhängt, sondern allein von den Charakteren der Kurve. 
Bezeichnet man mit s, die Multiplizitäten der verschiedenen singulären 
Punkte von C, so hat man I (,— 1)<.. — Im besonderen hat 
man, daß, wenn p=# ist, die Hyperflächen von der Ordnung m >k 
auf C eine Vollschar ausschneiden, d. h. die Postulation von C für 
solehe Formen beträgt genau mn — p + 1. Castelnuovo hat gefunden, 
daß diese C* von S, vom Maximalgeschlecht p = sind: für n<2r 
die nicht-speziellen Normalkurven vom Geschlecht a — r; für n=2r 
die kanonischen C vom Geschlecht r +1; für n>2r die Kurven 
ohne mehrfache Punkte, die auf den rationalen Normalregelflächen 
von der Ordnung r— 1 liegen und die Erzeugenden in k +1 Punkten 
schneiden, oder auch in k-+2, wenn n—r ein Multiplum von r—1 
ist; ferner muß man für n>2r, wenn r—=5 und n gerade ist, die © 
hinzufügen, die auf der F* von Veronese liegen (Nr. 33).°') 

Die kanonische Kurve vom Geschlecht p, d. h. die O??-? des S,_, 
findet sich mehr oder minder ausdrücklich in verschiedenen analytischen 
Arbeiten®®): häufig unter dem Namen der Normalkurve der 9.°°) 


359) Vgl. auch für das Folgende die in °°°) zitierte Arbeit und die weitere, 
die in Rend. Circ. Palermo 7 (1893), p. 89 steht. “ 

360) Castelnuovo, letztes Zitat. Postulation bezeichnet hier die Anzahl der 
Bedingungen, die einer Hyperfläche von der Ordnung m auferlegt werden, 
wenn sie die Kurve enthalten soll: und sie ist = der Dimension der Schar, 
welche die genannten Hyperflächen auf C ausschneiden, vermehrt um 1. 

. Über die Dimension dieser Linearschar und über die ebengenannte Postu- 
lation s. auch E. Bertini und F. Severi, Atti Acc. Torino 43 (1907—1908), p. 847, 
E. Bertini, ebenda 44 (1908—1909), p. 4. 

Weiteres über Postulation usw. in den Nr. 40 und 41. 

361) Dieses Theorem ist die Ausdehnung auf den S, desjenigen von @G. Hal- 
phen, nach dem die C* des $, ‚vom Maximalgeschlecht auf einer F'* liegen. — 
G. Fano, Mem. Acc. Torino (2) 44 (1894), p. 335 hat die Betrachtungen von 
Castenuovo ausgedehnt und so die Bestimmung der C* von 8, vom Geschlechte 
x —1, und derjenigen vom Geschlechte # — 2 für genügend hohes n erhalten. 
Indem er, wie Castelnuovo, von den () ausgeht, welche die C enthalten, beweist 
er, daß eine Normal-C” des $,, vom Geschlecht # — i, wenn 


r25 und 2n>i(r— )-+4r 
ist, immer auf einer F” oder auf einer Fr! liegt: hieraus folgt das genannte 
Resultat, da die Fr-! und die F” von $, bekannt sind (Nr. 85). 


26. Spezialkurven, Normalkurven, Postulation usw. 893 


Auf sie sind einige Untersuchungen über die ebene C*(p—=3) ausge- 
dehnt worden. M. Noelher hat die Berührungsformen (Iyperflächen, 
die C in sämtlichen Begegnungspunkten berühren) studiert und in 
Systeme eingeteilt.) F. Klein hat die verschiedenen Fälle unter- 
schieden, welche die reelle kanonische € darbieten kann, und in jedem 
Falle die Anzahl der reellen Systeme von Berührungsformen bestimmt.°®) 
In vielen Untersuchungen über die algebraischen Funktionen einer 
Veränderlichen und ihre Integrale, sowie über die algebraischen Kur- 
ven, bildet die kanonische Kurve die bequemste Darstellung des alge- 


362) So haben schon H. Weber, Math. Ann. 13 (1878), p. 35, und L. Kraus, Math. 
Ann. 16 (1880), p.245, ihre Postulation in bezug auf Q gegeben (es gibt (P — 2%), 
linear unabhängige @, die durch die kanonische C hindurchgehen); und die Postu- 
lation in bezug auf beliebige Formen findet man schon bei M. Noether, Math. 
Ann. 17 (1880), p. 268. Die algebraische Bestimmung derselben C mittels der Q, 
die sie enthalten, ist für p= 5, 6, 7 von Noether, Math. Ann. 26 (1886), p. 143, 
und für 9—=8 von L. Käsbohrer, Dissertation, Nürnberg 1893, ausgeführt worden. 

Die Punkte der kanonischen C, die Ursprünge von Zweigen mit Cha- 
rakteren &«, ... sind (Nr. 24), die nicht sämtlich = 1 sind, entsprechen den 
sogenannten Weierstraßschen Punkten des algebraischen Gebildes. Vgl. IIC4 
(Berzolari), °’?) zu p. 436. 

863) F. Klein, Math. Ann. 36 (1890), p. 1 (s. p. 23) hat die Benennung 
„kanonische Kurve* für diejenigen C” des S, gebraucht, auf denen sämtliche 
Hyperflächen einer gewissen Ordnung m die kanonische Schar ausschneiden (so 
daß mn = 2p— 2 ist): für m—=1 ergeben sich unsere kanonischen Kurven. 


364) (Noether, zitiert in °°®), spricht von ebenen Kurven und ihren g, aber 
seine Resultate übersetzen sich unmittelbar auf die kanonischen C.) Wenn durch 
die u(» — 1) Berührungspunkte einer Berührungsform V“ eine Hyperfläche von 
der Ordnung » geht, so wird in den übrigen (2» — u) (p — 1) Schnittpunkten 
dieser F” mit C eine Form Y?”-“ die C berühren. Man sagt, daß 9“, V?’-“ 
Berührungsformen desselben Systems sind. 


365) Math. Ann. 42 (1892), p. 1. Die reelle C wird auf eine symmetrische 
Riemannsche Fläche abgebildet (vgl. III C 4 (Berzolari), Nr. 20). Auf diese lassen 
sich vorhergehende Resultate von Klein (Über die Riemannsche Theorie der alge- 
braischen Funktionen ... Leipzig 1882) und von @. Weichold, Zeitschr. f. Math. 
u. Phys. 28 (1883), p. 321 anwenden. Man unterscheidet nämlich die orthosym- 
metrischen und die diasymmetrischen Flächen, je nachdem sie, längs ihrer Symme- 
trielinien aufgeschnitten, in zwei Hälften zerfallen oder nicht. Die ersten können 


?+1,2r—1»9—3,... 
Symmetrielinien haben, die anderen p, Pp—1,..., 1,0. Entsprechend gibt es 
E 2+° Arten orthosymmetrischer reeller kanonischer C und p-+1 Arten diasym- 


metrischer: den Symmetrielinien entsprechen ebenso viele reelle Züge der C (die 
alle paaren Charakter besitzen). 

366) G. Scorza, Atti. Acc. Torino 35 (1900), p. 443 u. 765 hat der kanoni- 
schen € 2P=1.(2°-+ 1) spezielle Hyperflächen der 4. Ordnung koordiniert. Auf 
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braischen Gebildes.®°) Handelt es sich um hyperelliptische Gebilde, so 
reduziert sie sich auf eine doppelte Cr-! des 8,_,.) 


27. Rationale Kurven. Aus den Nummern 24 und 25 ergeben 
sich, wenn man p = 0 setzt, verschiedene Charaktere dieser Kurven. 
Wir erinnern hier nur daran, daß die Ränge (Nr. 24), wenn die Kurve 
keine singulären Zweige hat, außer denen mit stationären Hyperebenen, 
betragen: _ 
n,=2(nr—1),..,m =k+1)m—k)... 

Die Charaktere, die sich aus der Formel von De Jonquiöres 
ergeben, die am Anfang von Nr. 25 gegeben war, wenn man darin 
p=0 setzt, wodurch die Formel sich auf ihren ersten Term redu- 
ziert, waren algebraisch in dualer Form von D. Hilbert wiedergefunden 
(Math. Ann. 30 (1887), p. 437). 

Die rationale Normalkurve, d. h. die C” des $,, kann als eines der 
einfachsten Gebilde der projektiven Geometrie im 3, betrachtet wer- 
den. Auf diese dehnen sich leicht verschiedene Eigenschaften der 
Kegelschnitte und der gewundenen kubischen Kurven aus. Sie hat 
keine singulären Punkte. Sie kann erzeugt werden (Nr. 9) mittels 
n projektiver Büschel von Hyperebenen oder auch mittels zweier kol- 
linearer Bünde. Sie kann in Parameterform dargestellt werden in 
folgender Weise: „= i=0,1,...,n)?®) Sie gestattet oo® Kol- 


der CO existieren ebenso viele involutorische Korrespondenzen (p, p) ohne Doppel- 
punkte: und für jede von ihnen existiert eine bestimmte Hyperfläche der 
4. Ordnung von der Beschaffenheit, daß, in bezug auf sie, jedes, Paar entspre- 
chender Punkte von C’ in dieser Korrespondenz als gemischte Polar-@ eine Doppel- 
hyperebene hat. > 

367) Verlangt man eine einfache Kurve als Bild eines hyperelliptischen Ge- 
bildes, so kann man eine hyperelliptische Normal-C” mit n>2p-+-2 nehmen. 
Diese kann als Schnitt einer rationalen Normalregelfläche von der Ordnung 
n—p-—1 mit einer Q (außer n— 2p — 2 Erzeugenden) erhalten werden. Vgl. 
Segre, Math. Ann. 30 (1887), p. 203. — P. Del Pezzo, Rend. Circ. Palermo 6 (1892), 
p. 115, benutzt gerade diese C für n=2p+ 2 und wählt für die Q einen Kegel 
mit einem [p — 1] als Scheitel, um geometrisch eine gewisse Riemannsche Fläche 
vom Geschlecht p zu konstruieren. 

368) Clifford, „Loci“. Alsdann hat die Schmiegungshyperebene in dem 
Punkte mit dem Parameter t die Gleichung: 

2 — (mn), 2, tt. 

Das Fundamentalsimplex hat zwei Scheitel auf der O(6$=0, t= 00) und als Sei- 
ten sämtliche aufeinanderfolgenden Schmiegungsräume in diesen beiden Punkten. 

Diese Parameterdarstellung ist sehr nützlich. Wir erwähnen die Art, wie 
mittels dieser, wenn 2/<n ist, die V5,_, von der Ordnung n— +1), Ort 
der oo'[7— 1], die 7 Punkte der C verbinden, dargestellt wird: nämlich mittels 
der Zirkulantenmatrix 
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lineationen, die sie in sich transformieren®) (oder in eine andere 
gegebene ©” von S,); und auch oo? Reziprozitäten, die sie in die 
M ihrer Schmiegungshyperebenen vertauscht. Unter diesen Reziprozi- 
täten befindet sich eine involutorische, Polarsystem oder Null- 
system, je nachdem » gerade oder ungerade ist, wobei jedem Punkte 
die Schmiegungshyperebene in ihm entspricht: Theorem von Clif- 
ford.) Die Dualität, die den Punkten einer C* von 8, die 
Schmiegungshyperebenen einer ebensolchen C entsprechen läßt, führt 
unmittelbar zu den folgenden Sätzen: Ein S,, welcher der Schnitt von 
n — m festen Schmiegungshyperebenen von (* ist, wird durch die 
anderen Schmiegungshyperebenen nach den Schmiegungs-S,_, einer 
0” des S,, geschnitten. Das gilt insbesondere, wenn die n — m Hy- 
perebenen zusammenfallen, d. h. wenn der $, Schmiegungsraum an 
C* ist.?®), So schneiden die Tangenten von 0* eine Schmiegungs- 


Bi ee ag | 
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Vgl., für 22—=n, P. H. Schoute, Proc. Akad. Amsterdam 1 (1899), p. 313. 

Eine andere Parameterdarstellung für die C” des S,, die in manchen 
Fällen nützlich ist, ist diese: eo G=0,1,...,n) Hier liegen sämt- 
liche Scheitel des Fundamentalsimplex auf der Ca= 4, 0,::.,@) "Vgl. 
Waelsch (Wiener Ber.), zitiert in °®®), 

369) Im $, sind die einzigen Kurven, die mindestens oo? automorphe 
Kollineationen gestatten, gerade die C”: $. Lie, Theorie der Transformations- 
gruppen III, Leipzig 1893, p. 187. — Rational, aber nicht notwendig normal, sind 
sämtliche algebraischen C, die wenigstens 00! automorphe Kollineationen ge- 
statten (d. h. die V-Kurven von Klein-Lie: Paris. Compt. Rend. 70 (1870), p. 1222, 
1275). Vgl. über diese Kurven @. Fano, Rend. Lincei (5) 4, (1895), p. 51; und 
einige Beispiele gegen Ende dieser Nr. 27. 

Bemerkenswert ist die Gruppe @,;, von Kollineationen im $,,,, die 
eine C” des S, in sich transformieren. Sie enthält eine invariante @,,,, deren 
Kollineationen, wenn n gerade ist, jenen S, als doppelt zu zählende Fixhyper- 
ebene haben. Vgl. H. Mohrmann, Rend. Circ. Palermo 31 (1911),, p. 170: wo 
die @,;, (mittels der dualen Definition) studiert ist, wobei auch auf die Realität 
Rücksicht genommen ist. 

370) Das ergibt sich unmittelbar aus den &,—= t! und aus dem Anfang 
von °°®); da der Vergleich beweist, daß die Schmiegungshyperebene an C im 
Punkte x diesem Punkte in der Reziprozität mit der Gleichung 

: Hu —- MN m Hat my =0 
entspricht, 

8371) Die C"m=n— 1,n—2,...,2) ist in diesem Falle der Ort der 
Spuren in dem $,, der Schmiegungs-[n — m] der 0”. Sie wird (reine) Osku- 
lante der C” genannt. Allgemeiner nennt man gemischte Oskulante der Cr die 
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hyperebene in den Punkten einer Normal-C*=! usw.?7®) Diese Tan- 
genten und allgemeiner die 00”! geraden Linien, deren jede der 
Durchschnitt von a — 1 Schmiegungshyperebenen ist, werden sämt- 
lich nach projektiven Punktreihen durch die oo! Schmiegungshyper- 
ebenen geschnitten; und umgekehrt schneiden die oo"! geraden Linien 
diese Hyperebenen nach kollinearen Punktfeldern.*®) 

Wenn auf einer rationalen C* von S, eine Involution oo* von der 
Ordnung m (eine g;‘) gegeben ist, wok<r, m>r ist, so bilden die 
Hyperebenen, die r Punkte einer und derselben (variablen) Gruppe 
der Involution enthalten), eine oo” der Klasse (m— k),_, rn +k—r); 
Und da man beliebig auf C % +1 Gruppen von m Punkten wählen 
kann, um die g* zu bestimmen, so folgt daraus eine Eigenschaft für 
diese m(k +1) Punkte.?”°). 


früher definierte C”, die in dem Durchschnitt von n — m Schmiegungshyper- 
ebenen liegt. — Für eine nicht normale Cy heißen Oskulanten die Projektionen 
der Oskulanten der Normal-C* (als deren Projektion jene betrachtet werden kann). 

372) G. Castelnuovo, Atti. Ist. Veneto (6) 4 (1885—86), p. 1167. 

373) Auf die C” des S, ist auch der Pascalsche Satz über die 0? ausgedehnt 
worden. @. Veronese, Ann. di mat. (2) 11 (1882) gibt auf p. 231 die folgende 
Ausdehnung: wenn 12...8 acht Punkte der C * sind, so sind die vier Schnitt- 
punkte der Ebenen 123, 567; 234, 678; 345, 781; 456, 812 Scheitel 
eines gewöhnlichen Tetraeders, dessen vier Seiten bez. die Geraden 48, 15, 26, 37 
schneiden. — F. Deruyts, Mem. Soc. sc. Liöge (2) 17 (1892), Nr. 8, gibt auf p. 35 
den folgenden Satz: die [n— 2], die durch 3 Gruppen von n — 2 Punkten 
der C” gelegt sind und sich bez. auf die Paare gegenüberliegender Seiten 
eines einfachen eingeschriebenen Hexagons stützen, schneiden eine und dieselbe 
Sehne der Kurve. Läßt man die drei Gruppen von n — 2 Punkten zusammen- 
fallen, so ergibt sich (auf p. 87) ein auf ein einfaches eingeschriebenes (n + 4)-Eck 
bezügliches Korollar. 

Wir vermerken noch den folgenden Satz von L. Berzolari, Rend. Ist. Lomb. 
(2) 36 (1903), p. 791. Wenn ein Simplex in die CO” eingeschrieben ist, so schnei- 
den die Tangenten in den Scheiteln die Gegenwände in »+ 1 Punkten, die, 
wenn n gerade ist, in einer Hyperebene liegen; während sie, wenn n ungerade 
ist, im allgemeinen die Scheitel eines Simplex sind, das dem gegebenen Sim- 
plex umbeschrieben (wie eingeschrieben) ist, aber in einem besonderen Falle. 
liegen sie sämtlich in einem [n — 2]. Dieser Satz ist mit einigen binären Kova- 
rianten der Gruppe von n + 1 Punkten der 0” verknüpft: s. später. 

374) Für r = n, d.h. für die Normal-0” vgl. W. Fr. Meyer, „Apolarität“, 
‘p. 387. — Für den allgemeinen Fall F. Deruyts, zitiert in ®”®), p. 137. 

375) So hat man für die CO” des S,: n der C" eingeschriebene Simplexe 
sind einer Q umbeschrieben (und es gibt 00”-1 weitere Simplexe, die dieser 
umbeschrieben vnd der 0” eingeschrieben sind). Zwei der C* eingeschriebenen 
Simplexe sind einer anderen C” umbeschrieben (d. h. ihre 2» + 2 Wände osku- 
lieren eine C”), und es existieren oo! Simplexe, die der ersten C eingeschrieben 
und der zweiten umbeschrieben sind: alle diese Simplexe sind in bezug auf ein 
Polarsystem autopolar (vgl. *"9)). 
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Die rationalen C und speziell die rationale Normal-C* dienen 
vorzüglich dazu (analog den O?, 0°), mit ihren Punktgruppen die bi- 
nären Formen darzustellen, besonders diejenigen von der Ordnung n, 
die Involutionen solcher Formen und daher auch die Polarität in 
bezug auf binäre Formen, die Invarianten und Kovarianten dieser.?’®) 
Umgekehrt verwendet man die Theoreme der binären Formen vorzüg- 
lich zum Studium der rationalen C.?”) Auf der CO” von $, werden 
die binären Formen von der Ordnung %» durch die Hyperebenen aus- 
geschnitten; eine Involution der Ordnung rn durch die Hyperebenen, 
die durch einen festen Raum (die Achse der Involution) hindurch- 
gehen. In der involutorischen Reziprozität von Clifford (s. o.) sind zwei 
Hyperebenen konjugiert, wenn sie konjugierte oder apolare binäre Formen 
darstellen (d. h. Formen, deren simultane bilineare Invariante ver- 
schwindet) ?’®); in ihr entsprechen daher die Achsen von zwei konjugier- 
ten Involutionen einander. — Man sagt?"®), daß eine Hyperfläche f von 
der Ordnung m die Ü* des $, trägt oder stützt, wenn sie alle Q (als 


376) Wir erwähnen sogleich den Fall der Normal-C*: vgl. die systemati- 
sche Behandlung von L. Brusotti, Ann. di mat. (3) 9 (1904), p. 311. Ein Punkt 
von S, stellt eine binäre Form 4. Ordnung dar (z. B. diejenige der Berührungs- 
punkte der C* mit den Schmiegungshyperebenen, die von jenem ausgehen). 
Die Bilder der äquianharmonischen und harmonischen Formen, für die näm- 
lich die Invarianten i, j verschwinden, sind bez. eine Y,? und eine V,°® (Ort der 
Sehnen der C%, vgl. Nr. 42); die Formen mit gegebener absoluter Invariante 
werden durch eine V,° eines Büschels s#® — gj?= 0 dargestellt; insbesondere hat 
man die Diskriminantenform i®— 65?=0, Ort der Schmiegungsebenen der O*. 
Die Ortfläche der Tangenten ist die FFi=0,j—=0, und ist Rückkehrfläche für 
jene Diskriminantenform; diese besitzt außerdem eine Doppelfläche von der 4. Ord- 
nung (Projektion der F* von Veronese: vgl. Nr. 33), die durch identisches Null- 
setzen der.Kovariante 7’$ gegeben ist. Die 00° Trisekanten dieser F* sind die 
‚Geraden, welche zwei Bildpunkte von Formen 4. Ordnung verbinden, deren eine 
.die Hessesche der anderen ist. F* berührt in den verschiedenen Punkten von O* 
.die entsprechenden Schmiegungsebenen. Usw. 

377) Vgl. W. Fr. Meyer, „Apolarität“, und verschiedene Noten in Bd. 21 
‚der Math. Ann. (1883), p. 125, 434, 528; @. Castelnuovo und F'. Deruyts, zitiert 
872) und °7®);, E. Waelsch, verschiedene Noten, die wir noch zitieren werden. So 
für die „Katalektikante“ einer Form von gerader Ordnung n, vgl. die von P. H. 
‚Schoute, zitiert in °°®), gemachte Anwendung der 0”. — Eine geometrische Deu- 
tung (auf Grund der C* von S,) eines Theorems von Gordan über die Invari- 
anten der binären Formen gibt L. Brusotti, Rend. Ist. Lomb. (2) 42 (1909), p. 144. 
Vgl. auch zwei Abhandl. von J. Fairon, M&m. Soc. des sc. de Liege (3) 9 (1912). 

378) Man kann hieraus für eine nicht-normale C,” hinsichtlich der Paare 
von Hyperebenen, die sie in konjugierten Gruppen schneiden, und hinsicht- 
lich der Hyperebenen, die sie in selbst-konjugierten Gruppen schneiden, Fol- 
‚gerungen ziehen. Vgl. @. Marletta, Rend. Circ. Mat. Palermo 24 (1907),, p- 32. 

379) W. Fr. Meyer, „Apolarität“, p. 348 u. ff. 
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Formen zweiter Klasse) stützt (Nr. 39), die der C eingeschrieben 
sind (d. h. welche die Schmiegungshyperebenen der CO berühren). W. Fr. 
Meyer hat bemerkt, daß sämtliche solche f” ein lineares System bil- 
pen; und daß durch jede Gruppe von mn Punkten der C” eine ein- 
zige derselben hindurchgeht. Daraus folgt eine Verbindung zwischen 
‘den binären Invarianten von Punktgruppen auf der ©” und den (n-+1)- 
ären Invarianten der Formen von $,.?®0) 

Ein Punkt allgemeiner Lage der ©” von S,, der den homogenen 
Parametern A, A, entspricht, habe in Hyperebenenkoordinaten eine 
Gleichung, die wir symbolisch schreiben: @&'—= 0. Alsdann stellt die 
binäre Polarformel «=! «, = 0 in analoger Weise die C*-' dar, wel- 
che der Durchschnitt der Schmiegungshyperebene im Punkte u, us 
mit der oskulierenden Fläche von C” ist, oder die erste Oskulante von 
C" (vgl. 8%); in ähnlicher Weise stellen die sukzessiven Polarformen 
von «” die sukzessiven oskulanten Kurven dar.’®!) Das erstreckt sich 
auch auf die nicht normalen rationalen Kurven. 

E. Waelsch erhält mittels einer gewissen Formel, die jeder 
binären Form von der Ordnung » eine ebensolche Form entsprechen 
läßt, im S, verschiedene Kollineationen und Reziprozitäten, die mit 
der Normal-C* eng verknüpft sind.°®?) Er gibt auch verschiedene 


380) So fällt die bilineare Invariante von zwei Gruppen von mn Punkten 
einer 0” mit der bilinearen Invariante zweier Formen des $, zusammen, von 
denen die eine die Ordnung mn, die andere die Klasse mn hat (Meyer, „Apo- 
larität“, p. 369). 

Wir nennen Pol-m-tupel der Form f = a” eine Gruppe ‘von m Punkten 
x... x® von der Beschaffenheit, daß a, a, ... a,m) = 0 ist; und Pol-mn-Flach 
von f” eine Gruppe von mn Hyperebenen von der Beschaffenheit, daß jede der 
Gruppen von m Punkten, durch deren jeden je n der Hyperebenen hindurchgehen, 
ein Pol-m-tupel von f” bildet. Dann hat man (W. Fr. Meyer, „Apolarität‘, 
p. 378 u. £.): stützt f” die CO”, so bilden die von den m Punkten eines Pol-m- 
tupels an 0” gehenden mn Schmiegungshyperebenen ein Pol-mn-Flach. Hiermit 
wird dann ein Stützsatz verknüpft, nach dem eine gewisse Anzahl von einer 0” 
umschriebenen Vielflachen immer Polvielflache für eine bestimmte die 0” stützende 
Form sind. 

L. Cremona, Rend. Ist. Lomb. (2) 12 (1879), p. 347 gibt ein Theorem über 
die f*, die einem (m +n— 1)-Flach umschrieben sind, das einer C” umbe- 
schrieben ist: wenn eine solche f”n Ecken eines der © umbeschriebenen Sim- 
plex enthält, so enthält sie auch die übrigbleibende Ecke. 

381) Vgl. G. Loria, Giorn. di mat. 26 (1888), p. 334, wo einige algebraische 
Untersuchungen über die C” des S, angestellt sind. — L. Berzolari, Ann. di_mat. 
(2) 21 (1893), p. 1. 

382) Mitteilungen der Deutsch. Math. Ges. Prag 1892, p. 78; Monatsh. für 
Math. u. Phys. 6 (1895), p. 261 u. 375. Man fixiert binäre Formen A, A, ME 
durch die Indizes angegebenen Ordnungen, man stellt mittels @ eine binäre Form 
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hyperräumliche Konstruktionen von invarianten Bildur gen der binären 
Formen. °®?) 


von der Ordnung » dar, mittels (A, p); die i. Überschiebung der Formen A, g. 
Alsdann läßt die Formel 


=AryrANtt+AsMt + (4,9 

jeder p eine @’ entsprechen. Stellt man sie als hyperebene Schnitte von 0* 
‚dar, so hat man damit die allgemeinste Kollineation im $,; und wenn an Stelle 
der Hyperebene, die schneidet, ihr Pol in bezug auf 0” genommen wird, 
so hat man die allgemeinste Reziprozität im $,. Wenn die Reihe 4,4,... 
mit A,„_s, endigt (d.h. die folgenden A=0 sind), so hat man eine Rezipro- 
zität im S, von der Beschaffenheit, daß jedem Punkte von C* eine Hyperebene 
entspricht, die in diesem einen s-punktigen Schnitt mit der C hat (daraus 
ergibt sich auf C eine Korrespondenz von der Wertigkeit 6 im Sinne von A. Brill). 
In jedem Falle ist die Reziprozität insbesondere ein Polarsystem, oder ein Null- 
system, wenn die einzigen Formen A, die existieren können, die Ordnungen 2n, 
2n — 4, 2n— 8,..., oder 20 — 2, 2n—6, 2n—10,... haben. So ergeben sich 
Polarsysteme von der Wertigkeit c6=0, 2,4, ... und Nullsysteme mit c—=1: 
RE 

383) So in der Prager Abhandl. für die Überschiebungen. Dort hat man, 
die Polargruppe n. Ordnung eines Punktes P der 0” bezüglich einer Gruppe 
von m Punkten dieser C (m>n) liegt in der Polarhyperebene von P in bezug 
auf die Form, die aus den (m), Seitenhyperebenen des m-Ecks jener Punkte 
gebildet ist. — Für m—=n-+1 läßt sich dieser Satz auf alle Polargruppen avs- 
dehnen: E. Waelsch, Sitzungsber. der Wiener Akad. 100, IIa (1891), p. 315 u. 574. 
In diesen beiden Noten werden die ©0”-1(0” betrachtet, die durch eine Gruppe 
(a) von n-++-2 Punkten hindurchgehen. Eine Kovariante von (a) auf der (” be- 
schreibt beim Variieren dieser Kurve eine gewisse Hyperfläche von S,, die 
für das (n + al kovariant ist. Wenn das diesem assozüerte (n + 2)-Flach 
(Nr. 12) 2, ...%41=0 ist (überzühlige Koordinaten), wobei Dr, = (0 ist, 
so ist der Ort der binären Hesseschen von (a) die >: ?—=() (vgl. Nr. 12). Die 
o0C” werden parametrisch folgendermaßen dargestellt: 

n+1 


n+2 G=0,..,n+1), _ 


%2— a, 








= 





wo 4 der Parameter ist und = a die Werte dieses in den n +2 gegebenen 
Punkten sind, Werte, die mit C variieren. 

Ist der Wurf von n-+2 gegebenen Punkten auf einer (* gegeben, so 
wird diese eindeutig bestimmt: P. H. Schoute, Proc. Akad. Amsterdam, $ (1901), 
p- 255. 

M. Morale, Rend. Circ. Palermo 13 (1899), p. 274, hat die Involution der 
Gruppen von n Punkten betrachtet, die in einem $,_, durch die 00-1 0? des 
$, ausgeschnitten werden, die durch n-+ 2 Punkte hindurchgehen: sie sind die 
Ecken von autopolaren Simplexen in dem Polarsystem des S,_,, das (Nr. 12209, 
in S,_, durch den Schnitt mit dem (n-+ 2)-Eck definiert ist. Der Ort der k- 
fachen Punkte jener Involution ist eine V,_, von der Ordnung k!. 

Das System der ©” im S, durch n + 2 feste Punkte ist auch von J. R. Conner, 


Amer. Journ. 32 (1910), p. 115 betrachtet worden. F 
59 
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Auf jeder O5 von $, betrachtet man außer der Involution g/, 
die auf dieser durch die Hyperebenen von $, ausgeschnitten wird, 
eine andere Involution, die sog. Hauptinvolution, g""-!, die aus 
den Gruppen von n Punkten gebildet wird, die zu sämtlichen Gruppen 
der g, apolar (oder konjugiert) sind.°®) Sie dient u. a. dazu, die mög- 
lichen Kollineationen zu bestimmen, welche die C in sich über- 
führen. 3%) . 

Verschiedene Eigenschaften der nicht normalen rationalen (* 
erhält man leicht aus denen der normalen C” mittels Projektion. So . 
vor allem für die (5 von S$,_,, auf die sich die Untersuchungen 
betreffend die C* zweiter Art des $, ausdehnen.°®) Sie hat im all- 
gemeinen n stationäre Hyperebenen, deren Berührungspunkte (Hyper- 
oskulationspunkte), wenn n ungerade ist, einer Hyperebene angehören.?®”) 
Der Spezialfall, in dem die Kurve einen Doppelpunkt hat, ist 
bemerkenswert.) Ebenso auch die Fälle, in denen die Ü eine Gruppe 
von automorphen Kollineationen gestattet, oder, was dasselbe besagt, 
auf C' die » obengenannten (Hyperoskulations-) Punkte eine binäre 
Form mit automorphen linearen Transformationen bilden. Jene Gruppe 
wird von unendlicher Ordnung, wenn diese n Punkte sich auf nur 
zwei verschiedene reduzieren, in denen also die Ü bez. einen [%] 
mit (% + 2)-punktiger Berührung gestattet und einen [a — k— 2] mit 

384) L. Berzolari, zitiert in ®®). Auf der Normal-C”, deren Projektion die 
gegebene C” ist, werden die g/, und die 9%"! durch Bünde ausgeschnitten, 
deren Achsen in bezug auf die involutorische Reziprozität von Clifford homolog 
sind. — Berzolari stellt die Verbindung zwischen der Hauptinvolution (mit anderen 
analogen, von ihm betrachteten Involutionen) und die Oskulanten auf. 

385) Eine ein-eindeutige algebraische Korrespondenz zwischen den Punkten 
der C, welche die Hauptinvolution in sich transformiert, ist in einer Kollinea- 
tion des S, enthalten. Vgl. die Anwendungen bei @. Marletta, Rend. Circ. Palermo 
19 (1905), p. 94; und 21 (1906), p. 192. 

386) Diese C* ist methodisch als Projektion jener im S, von G. Marletta, 
Ann. di mat. (3) 8 (1902), p. v7 studiert worden. — Wir fügen hier ein, daß in 
ähnlicher Weise A. L. Hjelmann, Ann. Ac. Sc. Fennicae, sr. A, 3 (1912), Nr. 11 
die rationalen 0? von S, als Projektionen der normalen (d.h. einem S, Ku 
hörenden), die er ebenfalls studiert, behandelt hat. 

387) Clifford, „Loci“, hat bemerkt, daß im allgemeinen Falle diese C durch 
Parameter so dargestellt werden kann: 2,= (t— a,” (i=1,..., N) 

388) Dieser Fall ist von @. Zecca, ion. di mat. 25 (1887), p. 333, behan- 
delt worden. Wenn die reelle C einen isolierten Doppelpunlkt hat, so. sind die 
n Punkte mit stationären Hyperebenen sämtlich reell. Wenn sie dagegen einen 
‚gewöhnlichen Knotenpunkt hat: so ist für ungerades n ein einziger jener 
n Punkte reell; für gerades n keiner, oder auch zwei (das entspricht Eigen- 
schaften der 0" von $,, welche die idealen Sehnen von den gewöhnlichen unter- 
scheiden). 
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(n — k)-punktiger Berührung; und die C kann dadurch dargestellt wer- 
den, daß man die » Koordinaten gleich 1,2, 1%,..., %, #+2, #+3,.,., 
t" setzt.°®°) Allgemeiner sind rationale Kurven mit unendlich vielen 
automorphen Kollineationen diejenigen C eines beliebigen Raumes, 
bei deren Parameterdarstellung die x gleich ganzen Potenzen eines 
Parameters ? gesetzt werden können: woraus (Nr. 24) die Singulari- 
tät folgt, die sie in den beiden Punkten (t = 0, t= oo) aufweisen, die 
fix für die @, von Kollineationen sind.°°°) 

Andere bemerkenswerte rationale ©” von S$, sind diejenigen, die 
r + 1 Hyperebenen mit n-punktigen Berührung gestatten (insbesondere 
sämtliche (9 mit r—=n — 1), die also derart in Parameterform dar- 
gestellt werden können, daß man die &, = (t — a,)* setzt.°°!) 

Endlich erwähnen wir die speziellen Untersuchungen über die 
rationalen C* ®7%) und 0° °°?): und andere über die unendlichen Systeme 
von rationalen Kurven.°®) 


389) @. Loria, Rend. Circ. mat. Palermo 2 (1888), p. 201. Aus den Fällen, 
in denen Gruppen endlicher Ordnung existieren, hat Loria für n= 6, 8, 12 die 
tetraedrischen, oktaedrischen, ikosaedrischen C hervorgehoben. — @. Marletta, 
Rend. Palermo 25 (1908),, p. 376 hat bemerkt, daß im Falle der Gruppe unendlicher 
Ordnung, der im Texte angegeben ist, auch oo! Reziprozitäten vorhanden sind, 
die die Kurve in die oo! ihrer Schmiegungshyperebenen überführen (und die 
singulären [k] und [n — k — 2] untereinander vertauschen). Sie sind Polarsysteme. 
Wenn n=2%k--2 ist, so tritt eine zweite oo! von Reziprozitäten auf (welche 
die beiden singulären [%] festhalten): diese enthält ein Nullsystem und ein 
Polarsystem. 5 

390) @. Marletta, zitiert in °°9), hat den Fall einer 0% des [2% -+1] mit 
n>?2k--1 betrachtet, die zwei [k] mit (rn — k)-punktiger Berührung zuläßt. 
Alsdann gestattet diese außer einer G, von Kollineationen, 00! involutorische 
Kollineationen, welche die beiden singulären Punkte vertauschen. Es gibt oo! 
Hauptsehnen (die nämlich in den Schmiegungshyperebenen ihrer Stützpunkte 
liegen). 

391) Vgl. @. Marletta, Rend. Palermo 21 (1906),, p.192, und speziell L. Ber- 
zolari, Rend. Palermo 22 (1906),, p. 214. (Eine solche Kurve erhält man als Pro- 
jektion der Normal-C” aus dem Raume, der r -+ 1 Schmiegungshyperebenen ge- 
meinsam ist.) Die r +1 singulären Punkte entsprechen den Hyperschmiegungs- 
hyperebenen in einem Polarsystem, wenn n gerade ist, in einem Nullsystem, wenn 
n und r ungerade sind (wenn n ungerade und r gerade ist, so liegen jene 
r+ 1 Punkte in einer Hyperebene). Berzolari hat auch die Besonderheit der 
Lage der Schmiegungs-[r — 2] in jenen Punkten hervorgehoben. Vgl. auch 
@. Marletta, zitiert in ®”®), und L. Berzolari, Rend. Ist. Lomb. (2) 39 (1906), p. 419. 

Über singuläre CO? und ihre Charaktere vgl. auch W. Fr. Meyer, Monats- 
hefte f. Math. u. Phys. 4 (1893), p. 333. 

392) @. Marletta, Rend. Palermo 19 (1905),, p. 94. Eine Involution gi auf 
der Normal-C5 hat ihre Gruppen auf den erzeugenden $, einer Kegel-Y?. Die 
00° Geraden, die Scheitel für solche Kegel sind, hat Marletta studiert. In 


1} 
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28. Elliptische Kurven. Für die elliptischen O0”, d.h. mit p=1, 
(C3#), sind die 1., 2., 3.,... Ränge (Nr. 24): 2n, 3n, An, ...; für 
diejenigen im S, resultiert die Klasse rn» und die Anzahl der statio- 
nären Hyperebenen (r + 1)n. 

Besonders bemerkenswert ist die elliptische Normal-C”, d.h. die- 
jenige von S,_,. Diese hat n? stationäre Hyperebenen (die sämt- 
lich voneinander verschieden -sind), deren n? Berührungspunkte eine 
Konfiguration von der Beschaffenheit bilden, daß die Hyperebene 
durch »n — 1 derselben noch einen weiteren enthält oder auch be- 
rührend an C ist. Clifford („Loci“) hat dieses Resultat aus der Dar- 
stellung der © mittels elliptischer Funktionen (von den Perioden 
0,, ©) erhalten, die man so einrichten kann, daß die Bedingung 
dafür, daß n Punkte mit den Argumenten u, ...u, einer Hyperebene 
angehören, + ---+u,=0 (mod. o,, @,) ist. F. Klein hat die 
Darstellung der C mittels elliptischer Funktionen vertieft, um sie beim 
Studium dieser Funktionen, der Modulfunktionen, usw. benützen zu 
können. 3%) — G. Castelnuovo hat sich dieser © bei der Behandlung der 
Geometrie auf einer elliptischen Kurve bedient.?®) 

Zwischen zwei elliptischen Kurven mit demselben Modul be- 


jeder Ebene liegt eine derselben, durch jeden Punkt gehen 00° hindurch, die 
einen kubischen Kegel bilden; usw. — Die 03 des $, hat im allgemeinen eine 
dreifach schneidende Gerade, und oo? vierfach schneidende Ebenen: diejenigen 
der Kegelschnitte der kubischen Regelfläche, auf der die C liegt. — Vgl. auch 
eine Dissertation von M.J.de Boer, Schiedam 1907; und das Zitat von Hjel- 
mann in °®9). N 4 

393) S. Kantor über lineare Komplexe rationaler Kurven (d. h. Komplexe 
von der Beschaffenheit, daß durch einen Punkt allgemeiner Lage eine hindurch- 
geht): Amer. Journ. 23 (1901), p. 1. 

394) Math. Ann. 17 (1880), p. 133; Leipziger Berichte 1884, p. 61; und mehr 
in den Abhandlungen der Sächsischen Ges. der Wissensch. 13 (1885), p. 339. 
Vgl. auch Klein-Fricke, Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modul- 
funktionen, Leipz. 1890, 1892. Bezeichnet man mit o(u) und p(u) die bekannten 
elliptischen Funktionen, so kann man die Normal-0” so darstellen: 


02, = 0m — a))o(u — a/)...cu— af”) Ü=1,...,M), 


wobei die a solche Konstanten sind, daB Ma®—=0 ist; durch passende spe- 


zielle Wahl des Bezugssystems kann man einfachere Darstellungen erhalten, 
z. B. die folgende für ungerades n=2v +1 


2... = 1:plu):..:plW)’: pw) :...:p(u)p(u) 
Die Bedingung dafür, daß mn Punkte der CO” die Schnitte dieser mit einer 
Form der Ordnung m sind, besteht darin, daß die Summe ihrer mn Parameter 
kongruent Null ist. 
395) Atti Acc. Torino 24 (1888—89), p. 4. 


v—1 
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stehen oo-viele birationale Korrespondenzen: ebenso zwischen den 
Punkten einer solchen Kurve.) Handelt es sich um eine Normal-O}, 
so hat man darüber spezielle Sätze’): Segre hat das Studium einer solcher 
© mit demjenigen der Regelflächen verknüpft?®®), die von den Ver- 
bindungsgeraden der Paare homologer Punkte der genannten Korrespon- 
denzen gebildet werden, Regelflächen, die für die Korrespondenzen 
erster Art?®) rationale Normalflächen sind. In jedem System von 
Korrespondenzen gibt es n? Kollineationen: diejenigen des ersten 
Systems werden involutorische Kollineationen. Durch die Betrachtung 
dieser erhält man u.a. die folgende Eigenschaft der n? Hyperoskula- 
tionspunkte: wenn » prim ist, so gibt es n + 1 n-Flache, deren jedes in 
seinen » Hyperebenen sämtliche »? Punkte enthält.°) 


396) Auf einer Kurve gibt es erstens die Korrespondenzen (erster Art), dar- 
gestellt durch “= — % + konst., die involutorisch und durch die gl gegeben sind, 
die auf der C existieren; dann (2. Art) dieW=u + konst., die als Produkte jener 
erhalten werden können (unter ihnen befinden sich 3 involutorische, Hauptinvolu- 
tionen, die den Werten = =, an der Konstanten entsprechen). 

Außer diesen 2 Systemen von Korrespondenzen gibt es, wenn die C singulär 
ist, d.h. harmonisch oder äquianharmonisch, bez. die beiden Korrespondenz- 
systeme W“=-+ Y— 1% konst. oder die 4 Systeme = + «u + konst. (wo « 
eine imaginäre kubische Einheitswurzel ist). Vgl. C. Segre, Atti Acc. Torino 24 
(1888—89), p. 734 (mit Bibliographie, der noch $. Kantor, Atti Torino 29 (1893 
— 94), p. 9 hinzuzufügen ist). 

397) Castelnuovo, zitiert in ®°°): eine birationale Korrespondenz zwischen 
zwei Normal-C? ist in oo-vielen birationalen Korrespondenzen zwischen ihren $,_, 
enthalten. — Segre ®®®): auf der Normal-C? kann man n Korrespondenzen eines 
gegebenen Systems (unter denen n — 1 beliebig angenommen werden können) von 
der Beschaffenheit finden, daß von n Punkten, die in einer Hyperebene liegen, 
die in bezug auf die n Korrespondenzen bez. homologen ebenfalls Punkte einer 
Hyperebene sind. — Vgl. auch über ein-eindeutige Korrespondenzen auf normalen 
07: F. Amodeo, Ann. di mat. (2) 19 (1891—92), p. 1 u. 145. 

Für eine beliebige der drei obengenannten Hauptinvolutionen (vgl. *%) auf 
der Normal-C? sind die oo! Paare ihrer Punkte, betrachtet als Enveloppen 
der zweiten Klasse von Hyperebenen, unter den @ eines und desselben linearen 
Tangentialsystems 00”! enthalten (für n=4, 5 bei R. Bricard, Bull. Soc. 
Math. de Fr. 34 (1906), p. 17). 

398) Math. Ann. 27 (1886), p. 296. 

399) Für n=3 sind es die vier Wendedreiecke der 0°. Für n=5 vgl, 
L. Bianchi, Math. Ann. 17 (1880), p. 245. Segre erhält jenen Satz aus diesem 





anderen bezüglich der „[” = Achsen der n? involutorischen Kollineationen des 


2 
ersten Systems: die Hyperebene, die zwei derselben verbindet, enthält stets 


auch weitere n — 2 derselben. 

Castelnuovo, zitiert in °®%), hat dagegen die Kollineationen des zweiten 
Systems, die zyklisch von der Ordnung » sind, in Beziehung zu den Hyperosku- 
lationspunkten betrachtet. 
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Für die normale CO) hat man Schließungstheoreme analog den- 
jenigen der Steinerschen Polygone. Gibt es z.B. ein einfaches m-Eck, 
das der O eingeschrieben ist, mit m=hk, derart, daß seine m 
Seiten von der Dimension A— 1 in Hyperebenen mit m festen 
Gruppen von »n — h Punkten der O liegen, so existieren oo-viele der- 
artige m-Ecke, und zwar kann man beliebig  —1 aufeinanderfolgende 


Ecken nehmen. ‘%) 


Ist eine normale elliptische Ü von gerader Ordnung n = 2m ge- 
m-1 gm-—1 


geben, so hat eine ihrer g„ " als Residuum“P') in bezug auf die 93 
der hyperebenen Schnitte eine andere 9, ': die o0”""![m — 1], welche 
die Gruppen dieser enthalten und die o0”-![m — 1], welche die 
Gruppen der ersten enthalten, erfüllen eine und dieselbe Hyperfläche 
V>m-2, die durch m projektive Bünde erzeugt werden kann, deren 
Achsen sich unter den genannten [m — 1] befinden.) Durch Ver- 
änderung der 9. ' erhält man so die V3m—s eines Büschels, die 
nämlich durch die Y,,„_;3 von der Ordnung m? hindurchgehen, Ort der 
[m — 2], die (m —1)mal schneidende Räume von C sind.) Ins- 
besondere gibt es vier autoresiduale gm ", die vier partikuläre Hyper- 
flächen dieses Büschels liefern: sie haben als Doppelgebilde vier V, ,_, 
von der Ordnung (m + 1),, die den Ort der Punkte bilden, durch 
welche unendlich viele (anstatt nur 2, wie im allgemeinen) mmal 
schneidende [m — 1] der C hindurchgehen.‘‘%) 


400) Vgl. einen speziellen Fall bei F. Amodeo, erste in *") zitierte Ab- 
handlung. 

Ein anderes Schließungsproblem ist von A. Schönflies, Math, «Ann. 35 (1890), 
p. 527 behandelt worden. Man nimmt ein einfaches m-Eck «, ...%,, das der 
Normal-C7 (m>n) eingeschrieben ist; man konstruiert die weiteren Schnitt- 
punkte u,’...w/, der © mit den m aufeinanderfolgenden hyperebenen Seiten, und 
nimmt sie als Ecken eines neuen einfachen m-Ecks; und analog bildet man 
ein neues einfaches eingeschriebenes m-Eck; usw. Schönflies hat den Fall unter- 
sucht, bei dem man, so fortschreitend, schließlich auf das erste m-Eck zuräck- 
kommt; und verweilt speziell bei einer Konfiguration, die aus einer gewissen An- 
zahl von lauter einander zyklisch ein- und umbeschriebenen n-Ecken besteht. 

401) S. II C4 (Berzolari), p. 413. 

402) Vgl. Nr. 9 und ?*®), 

403) Für m=3 vgl. E. Veneroni, Rend. Ist. Lomb. (2) 38 (1905), p. 523. 
Im $S, erhält man so die allgemeinsten V}, die mittels dreier kollinearer Netze 
erzeugt werden können (auf einer solchen V bietet sich die 0? als Ort der 
Doppelpunkte dar, d. h. der Schnittpunkte von Tripeln homologer $,), oder auch 
die allgemeinsten 9% mit einer Doppel-C'. 

404) G. Marletta, Atti Acc. Gioenia Catania (5) 1 (1908). Für m—=3 hatte 
schon ©. Rosati, Rend. Ist. Lomb. (2) 35 (1902), p. 407 gefunden, daß die C’® des 
S, auf 4 Veroneseschen F* (Nr. 33) liegt, deren assoziierte 7} ein Büschel 
bilden, usw. 
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VI. Flächen. 


29. Flächen; ihre Tangentialräume usw. Man habe im S,(r>3) 
eine Fläche F' von der Ordnung n, und es sei P ein einfacher Punkt 
derselben. Projiziert man F' auf S,, so beweist man, daß die berüh- 
renden Geraden an F'in P, d.h. die Tangenten an die Linien von F, 
die durch P hindurchgehen, ein Büschel bilden, dessen Ebene x 
berührend oder Tangentialebene an F in P heißt.*%) Die Räume, die 
durch x hindurchgehen, heißen ebenfalls berührend oder tangential an F 
in P: die Hyperebenen durch x sind diejenigen, die F' nach einer © 
mit P als Doppelpunkt schneiden; ein [r — 2] durch x hat in P einen 
vierpunktigen Schnitt mit F. 

P: Del Pezzo hat den Gegenstand mittels einfacher synthetischer 
Betrachtungen weiter vertieft.) Projiziert man von x aus die P unend- 
lich benachbarten Punkte von F', so ist der Ort der oo! projizieren- 
den 5, ein quadratischer Kegel Ki, der gleichzeitig der Ort der 
00? Schmiegungsebenen in P an die CO von F' ist, die durch P 
hindurchgehen.“) Der Raum Il, von K heißt 3-berührend oder osku- 
lierend in P; die Hyperebenen durch ihn sind diejenigen, die F 
nach Ü schneiden, die in P einen dreifachen Punkt haben; die [r — 2] 
durch IT, haben in P einen 9-punktigen Schnitt mit F. — Im allgemeinen 
gibt es für beliebiges 2 der Art, daß die Anzahl L= (+1, —1<r 
ist, in P einen I-berührenden II, von der Dimension Z derart, daß 
die Hyperebenen durch diesen diejenigen sind, deren Schnitte mit F_P 
zum l-fachen haben, und die [r — 2] durch ihn haben I? Schnitte 
mit F, die in P zusammenfallen. Die o0’-! Schmiegungs-S,_, in P 
an die CO von F, die durch P hindurchgehen, liegen in IT,.*®) 
Die oo! [L +1], die aus II, die P unendlich benachbarten Punkte 
von F projizieren, bilden einen Kegel der Ordnung !, der in dem 
( + 1)-berührenden Raum liegt. 

Aus diesen Sätzen ergeben sich unmittelbar die wichtigen Tat- 
sachen, die bei der Projektion von F auf. einen niedrigeren Raum 


In der zitierten Abhandlung von Marletta begegnet man, mit der 0” des S,_, 
mit ungeradem n, einem Nullsystem. 

405) E. Caporali, Mem. di Geometria, Napoli 1888, p. 215, nennt dagegen 
Tangentialebene eine Ebene, die eine Tangente enthält, und Hypertangentialebene 
die x aller Tangenten. 

406) Rend. Acc. Napoli 25 (1886), p. 176. 

407) Jede der F in P tangierenden Geraden ist Tangente an oo-viele C von 
F, deren Schmiegungsebenen gerade einen jener S, von K bilden. 

408) So bilden die 00° Schmiegungs-S, eine V, im $,, von der Ordnung 5, 
Ort von oo!S,, die durch = hindurchgehen: vgl. C. Segre*'"). 
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eintreten.) In speziellen Fällen treten Modifikationen auf, z.B. wenn F 
eine Regelfläche ist.*!) 

Die angeführten Sätze von Del Peszo über die Tangentialräume 
sind, gleichzeitig mit anderen, analytisch wiedergefunden von (©. Segre.*'') 
Die homogenen Koordinaten x, des Punktes x, der F' beschreibt, 
seien gegeben als Funktionen zweier Parameter r,, 7,; und es seien 
mit a%, @”*, ... die Punkte bezeichnet, die als Koordinaten die Ab- 
leitungen der x, in bezug auf z,, oder in bezug auf r, und z,,... 
haben. Alsdann wird x die Ebene von x, x!, x°; II, wird der Raum 
dieser drei Punkte und von x!!, «12, =; II, wird der Raum dieser 
sechs Punkte und von «U, «12, «12, 222; usw. Auf diese Weise 
lassen sich einige Spezialfälle als möglich erkennen, die früher nicht 
betrachtet waren. So beschäftigt sich Segre mit dem Falle, ’in dem 
die Punkte x, «!, x, x, x'?, x? immer linear abhängig sind, so daß 
sich der Kegel X? von früher auf einen doppelt zu zählenden $, re- 
duziert, oder die Hyperebenen, die in F' Schnitte mit einem drei- 
fachen Punkte in einem gegebenen Punkte P geben, sind alle die- 
jenigen, die durch einen S, (anstatt durch einen S,) hindurchgehen. 
Diese Flächen sind diejenigen, die ein doppeltes System von Linien 
enthalten, analog einem konjugierten doppelten System auf einer 
Fläche von $,.*"”) Sie können auch charakterisiert werden durch 


409) P. Del Pezzo, Rend. Acc. Napoli 25 (1886), p. 205. Wenn man F' auf 
8, (k>2) aus einem [r —k— 1]2 projiziert, der von allgemeiner Lage sei, oder 
gezwungen ist, F'in 1, 2, ... Punkten allgemeiner Lage zu schneiden, so wird 
die Korrespondenz zwischen F' und ihrer Projektion ® im allgemeinen ein-ein- 
deutig sein. Die l-berührenden 5, von F werden (wenn L<k ist) als Z-berüh- 
rende $, von ® projiziert. Wenn 2 (den F in P I-berührenden) II, enthält, so 
ergibt sich als Bild von P auf ® eine rationale O* (die 0” von F, für die P 
s-fach ist, wo s>0 ist, werden in die 0””* von & projiziert, die C?in s Punkten 


schneiden). — Wenn & a, Punkte von F‘, a, Tangentialebenen, ..., a, !-berüh- 
rende S;, ... enthält, so reduziert sich ® auf die Ordnung n— a, — 4, — :»» 
am l:ay en e 


410) Wenn F eine Regelfläche ist, so bilden die Tangentialebenen in allen 
Punkten P einer geradlinigen Erzeugenden g von F ein Büschel um g; und im 
allgemeinen liegen die Schmiegungs-S,;_, in P an die © von F\, die durch P 
hindurchgehen, in dem [22—1], der g mit den sukzessiven —1 Erzeu- 
genden verbindet. Del Pezzo, Rend. Circ. mat. Palermo 1 (1887), p. 241. Proji- 
ziert man F aus einem [r—%k—1]2, der P enthält, nach der Fläche 8, 
so wird diese eine Regelfläche, und einer ihrer Punkte A wird das Bild von g, 
so daß den CO’ von F, für die P s-fach ist, und die g in weiteren q Punkten 
schneiden, auf & C’”° entsprechen, für die A g-fach ist. 

411) Atti Acc. Torino 42 (1906—07), p. 1047. 

412) Unter diesem Gesichtspunkt findet man sie schon (unter dem Namen 
»eseaux) bei ©. Guichard, Ann. Ec. Norm. sup. (3) 14 (1897), p. 467; 15 (1898), p. 179 
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Betrachtung der V,, die Ort der Tangentialebenen von F ist. Für 
eine beliebige F' geschieht es, daß in sämtlichen Punkten einer F' be- 
rührenden Geraden der 8,, der V, berührt, fest ist (so daß die 
V, im allgemeinen nur oo°? Tangential-S, besitzt); aber wenn die F 
von der besonderen Art ist, von der wir gesprochen haben, so ist der 
Tangential-$S, an die V, in sämtlichen Punkten einer berührenden 
Ebene von F fest (daher hat die V, nur oo? Tangential-$,).*") 

Das, was bis hier gesagt worden ist, erfordert nicht die Algebraizität 
der Flächen. Von nun an werden wir uns auf algebraische Flächen 
beschränken. Wir bemerken, daß es noch keine für einen beliebigen 
Raum gültigen allgemeinen Untersuchungen über die mehrfachen Punkte 
einer F' gibt.*'%) Indessen erhält man noch einige erste Eigenschaften 
unmittelbar aus einer Projektion in S,: so hat ein s-facher Punkt einen 
Tangentenkegel von der Dimension 2 und von der Ordnung s, der 
zerfallen kann. Im Falle der Doppelpunkte hat F. Severi eine Unter- 
scheidung eingeführt‘), bei der er uneigentlich nennt einen (notwendig 
biplanaren) Doppelpunkt P von der Beschaffenheit, daß ein hyper- 
ebener Schnitt der F', der durch P hindurchgeht, dasselbe Ge- 
schlecht hat wie ein hyperebener Schnitt allgemeiner Lage*°): (so 
daß durch Projektion von F' auf 8, P immer in einen Punkt einer 
Doppellinie projiziert wird; oder: sämtliche Gerade durch P liegen in 


der M, der Sehmen der F'). 








20 (1905), p. 181. — Vgl. auch E. E: Levi, Ann. Scuola Norm. sup. Pisa 10 (1908), 
p- 1 (Dissertation von 1905). 

413) Die Koordinaten x, der Punkte von F sind Funktionen von r,r,, Lö- 
sungen einer und derselben partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung, linear 
und homogen in der unbekannten Funktion und in den ersten und zweiten Ab- 
leitungen (Gleichung von Laplace). Wenn diese Gleichung parabolisch ist, so 
wird das konjugierte Doppelsystem von F' ein einfaches System von asympto- 
tischen Linien von F\, d.h. von Linien, deren Schmiegungsebenen mit den Tan- 
gentialebenen an F' zusammenfallen, so daß die Tangenten an jene Linien als 
dreipunktige Tangenten von F' betrachtet werden können. 

414) Man kann fragen, ob eine Fläche eines gegebenen Raumes, z.B. des. 
S,, mit beliebigen Singularitäten, als Projektion einer Fläche eines höheren 
Raumes ohne mehrfache Punkte erhalten werden kann: so daß durch weitere 
Projektion dieser auf $, die birationale Transformation der ersten Fläche in eine 
andere mit gewöhnlichen Singularitäten (d. h. mit einer Doppellinie mit dreifachen 
Punkten für diese Linie und für die Fläche) erhalten wird. (Vgl. für Kurven 
»»#) und °°7),) Das ist von P. Del Pezzo, Rend. Cire. mat. Palermo 2 (1888), p. 139 
versucht worden. Vgl. C. Segre, Ann. di mat. (2) 25 (1897), p. 1 (Nr. 26 u. f.). 
B. Levi hat die Frage in Atti Acc. Torino 33 (1897—98), p. 66 bejahend gelöst. 

415) Rend. Circ. mat. Palermo 15 (1901), p. 33. 

416) Das Geschlecht eines hyperebenen Schnittes allgemeiner Lage einer 
Fläche werden wir Schnittgeschlecht der Fläche nennen. 
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Nicht einmal über die Charaktere der F und ihre Beziehungen, 
analog denjenigen bezüglich der ©, liegen vollständige Utersuchungen 
vor. Für eine allgemeine F von $,, d. h. von der Beschaffenheit, daß 
sie aus einem Punkte allgemeiner Lage in S$, nach einer F' mit aus- 
schließlich gewöhnlichen Singularitäten projiziert wird, kann man die | 
folgenden 4 unabhängigen Charaktere nehmen: » Ordnung, n’ Anzahl 
der F berührenden Hyperebenen eines Büschels (Klasse von F), a 
Rang der hyperebenen Schnitt-C allgemeiner Lage, t Anzahl (> 0) 
der scheinbaren dreifachen Punkte, d.i. der Trisekanten, die durch 
einen Punkt allgemeiner Lage hindurchgehen. Alsdann wird die An- 
zahl j der Tangentialebenen, die durch einen Punkt allgemeiner 
Lage hindurchgehen: 


j=4la(dn — 4) — nn —1)(n — 2) +6: — 2n]; 


und die F enthält notwendig (n), — 4(a +5) uneigentliche Doppel- 
punkte (Severit!”)). — 

Unter der Voraussetzung, daß 3h>r—2 ist, erfüllen die $,, 
die je +1 der Punkte von F verbinden, im allgemeinen mit 
ihren Punkten den ganzen S,. F. Palatini hat bewiesen“'®), daß die 
einzigen Flächen, die hiervon eine Ausnahme machen, sind: die 
Fläche von [3% + 2], die auf die Ebene mittels des Systems der 0?” 
mit einem gemeinsamen (2% — 2)-fachen Punkte und k — 1 Doppel- 
punkten abgebildet werden kann; und außerdem, für = 4, die Saal 


417) Zitiert in 415), Für den Fall der Regelflächen (Nr. 31) war die Anzahl 
der Doppelpunkte schon von Segre und Tanturri gegeben worden; vgl. ***). 

Im $, existieren Faller Ordnungen mit t— 0 (die F, welche auf den liegen). 
Diejenigen mit t=1 sind von E. Ascione, Rend. Lincei (5) 6 (1897),, p-. 162, 
und von Severi, a. a. O. bestimmt worden; 'es sind: die F'*, Projektion der 
Veroneseschen Fläche (Nr. 33), die F°®, die auf die Ebene durch ein lineares 
oo*-System von C® durch 4 Punkte abgebildet wird, die rationale Regelfläche 
F®, die F®, die mittels 4 projektiven Netzen erzeugt werden kann. @. Mar- 
letta, Rend. Circ. Palermo 34 (1912),, p. 179 hat diejenige mit t=2 untersucht (er 
findet, daß nur 3 im Sinne des Textes allgemeine existieren: die elliptische Regel- 
fläche F® und zwei spezielle rationale F', F’'). 

Im $, hat eine F im allgemeinen eine gewisse Anzahl u von scheinbaren 
Doppelpunkten, d. h. von Sehnen, die durch einen Punkt allgemeiner Lage des $, 
hindurchgehen (so daß sie bei Projektion der F' auf 8, u uneigentliche Doppel- 
punkte geben). Severi hat gefunden, daß die F’ von 5, mit w— 0 nur die Vero_ 
neseschen F* sind; und daß diejenigen mit w—=1 nur die Regel-F* und die F’ 
sind, die auf die Ebene durch sämtliche C* durch 4 Punkte abgebildet wird. 

418) Atti Acc. Torino 41 (19056—6), p. 634. Für h=1 erhält man die F* 
von Veronese: Fall von u—=0 in *!7. Im allgemeinen gibt das Theorem von 
Palatini einen einfachen Beweis für die Darstellbarkeit der ternären Form 
n. Grades mittels einer Summe von n. Potenzen: vgl. Nr. 44 und °*°). 
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von S,, die auf die Ebene mittels des Systems sämtlicher C* abge- 
bildet werden kann.“®) 


30. Rationale Regelflächen. Die rationalen Normal-Regelflächen 
der Ordnung » sind diejenigen des S,,,.‘”) Sie können erzeugt werden 
(Nr. 9) als Ort der den homologen Hyperebenen von» projektiven Büscheln 
gemeinsamen Geraden, welche Büschel als Achsen willkürliche Se- 
kantenräume haben (d. h. Räume von C*-! der F); oder als Ort der 
Punkte, welche homologen Ebenen zweier kollinearen Gebilde, die als 
Achsen zwei Erzeugende haben, gemeinsam angehören. 

©. Segre hat die Leitkurven (= C, welche die Erzeugenden in 
einem einzigen variablen Punkten schneiden) von der niedrigsten Ord- 
nung, mittels hyperebener Schnitte der Normal-F”, die durch eine 
möglichst große Anzahl von Erzeugenden hindurchgehen, gefunden.*?) 


Nennt man u diese niedrigste Ordnung, so ist u < >12) Der allge- 
meine Fall ist, für ungerades n, derjenige, in dem eine Leitlinie 


der Ordnung en 


vielen Leitlinien der Ordnung 8) In jedem Falle sind die Nor- 





1 . E : 
vorhanden ist; für gerades » derjenige von oo- 


mal-F”, die einem gegebenen u entsprechen, sämtlich projektiv 
untereinander und können als Örter der Verbindungsgeraden der 
Punkte konstruiert werden, die einander auf 2 Normalkurven der 
Ordnungen u, an — u entsprechen): daraus ergibt sich die folgende 


419) Wir vermerken auch die von @. Scorza, Rend. Ist. Lomb. (2) 41 (1908), 
p. 913 ausgeführte Bestimmung der Flächen des S,(r>5) von der Beschaffen- 
heit, daß der S,, der die F' in zwei Punkten allgemeiner Lage berührt, immer in 
oo-vielen Punkten berührt. Jede derartige Fläche ist: abwickelbar; oder eine Regel- 
fläche, die aus einer passenden Geraden in einen [r — 2] nach einer abwickel- 
baren Fläche projiziert werden kann; oder sie ist der Ort von 00! Kurven, die in 
Ebenen liegen, die durch eine feste Gerade hindurchgehen; oder eine Fläche, 
des $,, die auf dem Kegel V liegt, der eine F* von Veronese projiziert. 

420) Veronese, „Behandlung“, Nr. 55, p. 228. 

421) Atti Acc. Torino 19 (1884), p. 355. So hat Segre für die rationalen 
Regelflächen des S, Resultate wieder gefunden, die mittels ebener Abbildung 
A. Armenante, Ann. di mat. (2) 4 (1869—70), p. 50, und speziell A. Clebsch, Math. 
‚Ann. 5 (1872), p. 1 erhalten hatten. 

422) So hatte Veronese („Behandlung“, Nr. 57, p. 230) bemerkt, daß die Regel- 
fläche F® des $, eine Leitgerade zuläßt. 

423) So drückt sich P. Del Pezzo, Rend. Acc. Napoli 24 (1885), p. 212 aus; 
‚durch Betrachtung des Umstandes, daß in den anderen Fällen die genannten 
Minimalleitkurven in eine gewisse Anzahl von Erzeugenden und eine Kurve 
aiedriger Ordnung zerfallen. 

424) Die Verbindungsgeraden homologer Pumkte zweier Kurven von den 
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analytische Darstellung: 


RC, DuyzFurs Snrı 

Projiziert man die F* auf eine Ebene x aus einem passenden 
[r — 2], so erhält man eine eineindeutige ebene Abbildung, in welcher 
den hyperebenen Schnitten von F' auf x 0*-* mit einem (n—h—1)- 
fachen und a — 2h — 1 einfachen gemeinsamen festen Punkte ent- 
sprechen: wo A < u (sogar h< u im Falle n = 2u) ist. Vgl. **). 

Die ebene Abbildung erlaubt sämtliche C” zu erhalten, die 
auf einer (auch nicht-normalen) rationalen Regelfläche der Ordnung n 
existieren. Diejenigen (irreduzivlen), die jeder Erzeugenden in % 
Punkten begegnen, bilden, wenn m > k (n— u) ist (mit dem Zeichen >, 
wenn n» = 2u ist), ein lineares System von der Dimension 


(k+D)m— (k+1),n + k2). 


Die Normalregelfläche von der Ordnung », mit Leitkurve nied- 
rigster Ordnung u, gestattet eine kontinuierliche automorphe pro- 


jektive Gruppe von der Dimension n — 2u +5, wenn u <Z ist 
von der Dimension 6, wenn u = ” ist. 29) 


Besondere rationale Regelflächen begegnen uns in anderen Num- 
mern, z. B. in Nr. 34 die Ft von $,.*°) 


Ordnungen »v, v’, die in ein-eindeutiger Korrespondenz stehen;' mit z selbst- 
entsprechenden Punkten, bilden eine Regelfläche von der Ordnung »+»’— 2. 

425) Für k=1, d.h. für die Leitkurven, ist das in einer Formel von Segre 
über die Regelflächen von beliebigem Geschlecht (Nr. 81) enthalten. — Für jedes 
k vgl. F. Palatini, Giorn. di mat. 36 (1898), p. 368. Die Formel gilt auch dann 
noch, wenn die rationale Regelfläche ein Kegel ist: in einem solchen Falle ge- 
nügt es, u—=0 zu setzen, und unter %k die Anzahl der variablen Punkte zu ver- 
stehen, in denen die 0” jede Erzeugende schneiden. 

Wenn m<kn ist, so können die genannten O auf der rationalen Normal- 
regelfläche F’” des S,,, immer als Durchschnitte mit Hyperflächen der Ord- 
nung k (außer kn — m Erzeugenden) erhalten werden: Bemerkung von Segre für 
k=2 und von @. Faro im allgemeinen, Mem. Acc. Torino (2) 44 (1893), p. 335 
(Fußnote zu p. 346—47). 

426) Dieses wurde Segre von @. Fano mitgeteilt (und gilt auch noch für 
die Kegel, wenn man u= 0 setzt): vgl. H. Mohrmann, Rend. Palermo 32 (1911), 
p. 176 u. 183, wo die angeführten Sätze als Spezialfälle allgemeinerer Sätze über 
die rationalen Normalflächen bewiesen und angegeben sind. 

427) Über die Regelflächen F* des $, vgl. Nr. 14 und 24 der Abhandlung 
von U. Perazzo, zitiert in 15%), Bemerkenswerte F* des $, bei P. H. Schoute, 
Proc. Ak. Amsterdam (1905), p. 489. 


/ 
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31. Regelflächen im allgemeinen. (. Segre hat die Untersuchungen 
über die Regelflächen (Nr. 30) zuerst auf die elliptischen (p = 1) aus- 
gedehnt und dann auf diejenigen vom beliebigen Geschlecht p, und 
dadurch aus dem Hyperraum neue Resultate auch für die Regelflächen 
des’ $, erhalten. 

Die elliptischen Regelflächen F”, die nicht Kegel sind, haben 
als Normalraum einen [n — 1].*) Um die Leitkurven niedrigster 
Ordnung zu erhalten, kann man noch (wie für p — 0) zu hyperebenen _ 
Schnitten in passender Lage seine Zuflucht nehmen. Wird die Ord- 
nung dieser Leitkurven u genannt, so hat man im allgemeinen: für 


ungerades n oo-viele Leitkurven der Ordnung u = so daß 


durch jeden Punkt von F zwei derselben hindurchgehen; für gerades 
n zwei Leitkurven von der Ordnung u = > Aber es kann geschehen, 
daß die letztgenannten zusammenfallen oder oo-viele werden; und es 
kann u <Z werden, in welchem Falle die F” mittels zweier ellip- 


tischer Kurven von den Ordnungen u, 2 — u, die in ein-eindeutiger 
Korrespondenz stehen, erzeugt werden kann.“?”) 

Auf einer Regelfläche 7” von beliebigem Geschlechte » habe 
man eine 0” vom Geschlecht x, die jeder Erzeugenden in k va- 
riablen Punkten begegnet. Aus dem Korrespondenzprinzip in einem 
Hyperebenenbüschel folgt, daß (k — 1) (2v — kn) Erzeugende die C 
berühren: und durch Vergleich dieser mit der Anzahl, die sich aus 
einer Formel von Zeuthen ergibt, folgt 


(k—1)v— a+1=(k),n — kp -+ k.“0) 


428) Atti Acc. Torino 21 (1886), p. 868. 

429) Projiziert man die Normal-F'* aus einem passenden [n — 5] auf den 
S,, so erhält man einen kubischen Kegel und eine ein-eindeutige Abbildung der 
F” auf diesen. 

Die elliptische Normalregelfläche F? des S, begegnet uns bei C. Segre, 
Rend. Circ. mat. Palermo 2 (1888), p. 45. In $, sind die oo! geraden Linien, 
die mit 5 unabhängigen Ebenen inzident sind, inzident mit 00! Ebenen; und 
dual. Die Regelfläche, die aus den oo! geraden Linien gebildet wird, und 
die V, der oo! Ebenen sind von der 5. Ordnung, elliptisch, mit einem und dem- 
selben Modul. Die Ebenen schneiden die Regelfläche nach kubischen Kurven, 
die Regelfläche ist der Ort der Doppelpunkte der V, (vgl. das Ende von Nr. 2 
und von Nr. 22). 

Die elliptische Normalregelfläche F® des $, kann im allgemeinen als Ort 
der Geraden definiert werden, die sich auf 2 Ebenen stützen (die Ebenen der 
beiden Leit-C°) und auf 3 S,. So ist sie von U. Perazzo '°®) studiert worden: er 
hebt hervor, daß sie zusammen mit jenen Ebenen die Basis eines Netzes von 
bildet usw. 

430) C. Segre, Rend. Lincei (4) 3 (1887),, p. 3. Math. Ann. 34 (1889), p.1. 
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Aus dieser Formel für k—=2 hat Segre, basierend auf dem Nor- 
malraum einer C” vom Geschlecht x (Nr. 26), bewiesen: Die Regel- 
flächen von der Ordnung » und vom Geschlecht p haben einen Nor- 
malraum von der Dimension n — 2p + 1 oder größer. In diesem 
2. Falle heißen sie speziell: solche sind die Kegel. . 

Eine Regelfläche mit p> 0, deren hyperebene Schnitte Normal- 
kurven sind, ist ein Kegel. — Eine spezielle Regelfläche der Ord- 
nung n, vom Geschlecht p, mit einem Normalraum von der Dimen- 
sion r, enthält immer, wenn n>4p — 2 oder r 2 2p ist, eine spe- 
zielle Leitkurve von der Ordnung <2(n—p-+1— r).*') 

Um die (notwendig nicht-speziellen) Leitkurven einer nicht-spe- 
ziellen Regelfläche zu erhalten, betrachtet Segre diese als Projektion 
einer Regelfläche höherer Ordnung aus einer passend gewählten An- 
zahl ihrer Punkte, und erhält: die Leitkurven gegebener Ordnung 


m ae Au bilden im allgemeinen ein System von der Dimension 
9m —n—p-+ 1: so daß im allgemeinen die Leitkurven der 
niedrigsten Ordnung eine gewisse Anzahl von Kurven der Ordnung 
4(n + p — 1), oder auch oo! C von der Ordnung 4 (n + p) sind. Der 
Index des genannten Systems (d. h. die Anzahl derjenigen C, die 
durch 2m —n—p-+-1 Punkte der F hindurchgehen) ist bestimmt 
mit Hilfe des folgenden Theorems von @. Castelnuovo**”): Im S, ist die 
Anzahl der Hyperebenen, die r Erzeugende einer gegebenen Regel- 
fläche von der Ordnung n, vom Geschlecht p, enthalten: 


R—r +1, WM n—r—1,-3+ (pP) (n — r —d),-4 Er ER 
wo man bei dem ersten verschwindenden Glied haltmachen muß. 
Daraus folgt, wenn w die niedrigste Ordnung der Leitkurven ist, 
daß der Index des Systems der Leitkurven von der Ordnung m 
>4(n+p— 1), und auch >n — u, ist: 


1 + (P)ı T (pP); + Be, + ars r 
Wenn m genügend groß ist (.h. >» — u +p), so wird dieser Index 


2”, unabhängig von m.*”?) 6 

Zwei C von den Ordnungen », »v’, welche die Erzeugenden von Fin k, K’ 
Punkten schneiden, schneiden einander in v’ + v’k—nkk' Punkten. 

431) Natürlich kann hier und anderswo eine Leit-C” auch auf eine s-fache 
0" reduziert werden, wo v == su ist. 

432) Rend. Circ. Mat. Palermo 3 (1889), p. 27. Der Beweis ist mittels Zer- 

falls der Regelfläche durchgeführt worden. 

433) Diese Sätze können auch auf die Kegel angewandt werden, indem man 
u 0 setzt. — Wenn 2u<n—p-+-1 ist, enthält die Regelfläche außer den C* 
Leit-C jeder Ordnung, von n — u an. 
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Eine Regelfläche des $,, von der Ordnung » und vom Geschlecht 
p, hat im allgemeinen (rn — 2), — 3p Doppelpunkte (Paare von 
inzidenten Erzeugenden).**‘) Die Geraden, welche eine dreipunktige 
Berührung mit jener Regelfläche haben (d.h. mit 3 konsekutiven 
Erzeugenden inzident sind), bilden eine andere Regelfläche (Trans- 
versalfläche) von der Ordnung 6 (n -- 3p — 3); und die Linie, Ort jener 
Berührungspunkte, hat die Ordnung 3» + 8p — 8.9) 

32. Rationale Flächen. Die Formeln oe, = f,(yY%Y) Ü =(0, 
1,2,..., r), wo die /, Formen der Ordnung m sind, lassen den 
Punkten y einer Ebene x die Punkte x einer F’ des S, derart ent- 
sprechen, daß den hyperebenen Schnitten von 7 in der Ebene die 0” 
des linearen Systems ||, d. h. DA,f,(y) = 0 zugeordnet sind. Man 
sagt, die F’ ist rational, und daß sie durch dieses lineare System abge- 
bildet wird. — Die Eigenschaften der rationalen Flächen von S, hinsicht- 
lich der Linien, die gegebenen Linien oder Fundamentalpunkten ent- 
sprechen, gelten auch in $,.*°®) 

Die Abbildung von F auf x ist ein-eindeutig (vgl. Nr. 6), wenn 
[f}| nicht mittels einer Involution gebildet ist, d.h. nicht von der 
Beschaffenheit ist, daß sämtliche O dieses Systems, die durch einen 
Punkt allgemeiner Lage y von x hindurchgehen, notwendig durch ge- 
wisse andere Punkte y’,.... hindurchgehen, die mit y veränderlich 
sind. Die Ordnung » von F’ ist alsdann gleich dem Grad von | f|, 
d.h. der Anzahl der veränderlichen Schnittpunkte zweier C allge- 
meiner Lage von | f|. 

Wenn zwei Flächen durch zwei lineare Systeme von 0” abge- 
bildet sind, von denen das eine in dem anderen enthalten ist, so kann 
die eine Fläche als Projektion der anderen betrachtet werden.*”) — 


'434) Formel von C. Segre, in der Arbeit von Tanturri °"%). (Vgl. auch 
»’n) F. Chizzoni, Mem. Acc. Modena (3) 5 (1905), p. 273, hat die in dieser 
Zahl von eventuellen mehrfachen Linien der Regelfläche verursachte Reduktion 
angegeben. 

435) Für =0 bei M. Morale, Atti Ace. Gioenia Catania (4) 14 (1901). 
Spezieller für p»=0 und n=4 bei @. Caldarera, Atti Acc. Acireale 7 (1896), p. 141. 

436) So: Einer C* von x, die mit den Multiplizitäten o,(>0) durch die 
s;-fachen Basispunkte des Systems | f | hindurchgeht, entspricht auf F eine Kurve 
der Ordnung mu — $5;0;. Die Ordnung von F' ist m? Dr. Usw. 

437) Betrachtet man innerhalb des gegebenen Systems | f | dasjenige, 
das man erhält, wenn man neue Basispunkte vorschreibt, z.B. A als I-fachen, 
30 wird die Fläche ®, die durch das neue System dargestellt wird, die Projektion 
von F' aus einem Raum 2, der den Punkt von F’ enthält, der A entspricht, und 
auch ihren !-berührenden Raum (Nr. 29); und umgekehrt. — Demnach werden 
auf den rationalen Flächen die Sätze der Nr. 29 über die Tangentialräume ar 
eine Fläche leicht bestätigt. 
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Daher ist die F normal, wenn |f| das System sämtlicher 0” 
ist, die in den getrennten oder unendlich benachbarten Basis- 


punkten (wenn solche vorhanden sind) die gegebenen Multiplizitäten 
haben. 

Sind keine Basispunkte vorhanden, so setzt sich das System |f\ 
aus sämtlichen 0” von x zusammen, und F' wird von der Ordnung m, 
im R[4m(m + 3)], und kann dadurch dargestellt werden, daß man 
die x, allen Potenzprodukten von %,, %, y, vom Grade m proportional 
setzt. Diese besondere Fläche ist von @. Veronese betrachtet worden *®®), 
der später ausführlicher den Fall (m=2) der F, von 5, behan- 
delt hat (Nr. 33). Sie enthält nur Kurven von einer vielfachen Ord- 
nung von m; diejenigen der Ordnung mn entsprechen den C* von a. 

Die F, die auf m durch die 0” durch (m+1), Punkte ab- 
gebildet wird, ist die F von der Ordnung (m), von 8,„, die durch 
m kollineare Netze [m — 3}, oder durch drei kollineare Bünde, 
erzeugt wird (Nr. 9)*). Allgemeiner wird eine besondere rationale 
Fin $, wwr=h- 2% ist, erzeugt, wenn man zwei Gruppen von 
h und von k kollinearen Netzen {r — 3} gibt ‚wobei die ersten h reziprok 
sind zu den anderen k, und dann die Durchschnitte von h homologen 


458) „Behandlung“; Fußnote zu p. 224—25; Mem. Acc. Lincei (3) 19 
(1884), p. 344. Sämtliche auf die Ebene mittels 0” abbildbaren Flächen sind 
Projektionen derjenigen von der Ordnung m? aus gewissen Punkten, Tangential- 
ebenen usw. — Ein& Cremonasche Korrespondenz von der Ordnung m zwischen 
zwei Ebenen kann mittels zweier Projektionen dieser F' auf Ebenen erhalten 
werden. — P. Del Pezzo, Ann. di mat. (2) 15 (1837), p. 115 hat bemerkt, daß 


m(m + 3) 
2 1 


jede Nichtregelfläche F von der Ordnung m?, die einem ange- 


hört, gerade auf die Ebene mittels des Systems sämtlicher C” abgebildet wer- 
den kann. — @. Fano, Rend. Circ. Mat. Palermo 11 (1897), p. 240 hat bemerkt, 
daß die genannten F”” die einzigen F sind, die eine primitive kontinuier- 
liche automorphe Kollineationsgruppe gestatten. 

Verschiedene Eigenschaften, die wir in der Nr. 88 für den Fall m=2 
geben werden, lassen sich unmittelbar auf den Fall eines beliebigen m aus- 
dehnen. 

'439) Vgl. Veronese, „Behandlung“, Fußnote zu p. 224—25. Dort wird in 
Nr. 61 auf p. 232 ferner speziell der Fall m = 4 betrachtet, der eine F® des 
S, ergibt, die auf x durch die C* durch 10 Punkte abgebildet wird, und 10 Ge- 
raden, 10 ebene O®, 45 C?,...enthält. Die Schnittgerade der homologen Hyper- 
ebenen der drei kollinearen Bünde sind die 00° Trisekanten der F°: durch einen 
Punkt allgemeiner Lage geht eine derselben hindurch, durch einen Punkt von F” 
gehen 00! hindurch, die einen kubischen Kegel bilden. 

Vgl. auch, speziell für die Ausartungen der F* und ihrer Projektionen, 
@G. Bordiga, Mem. Acc. Lincei (4) 3 (1837), p. 182; und Rend. Ace. Lincei (4) 6 
.(1890), , P- 8. 
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fiyperebenen der ersten mit den k homologen [r — 2] der anderen be- 
trachtet.?4°) 

Andere rationale Flächen sind uns schon begegnet oder begegnen 
uns in den folgenden Nummern. 

C. Segre hat die Äquivalenz zwischen den Untersuchungen über 
die linearen Systeme ebener CO und denjenigen über rationale Flächen 
in Evidenz gesetzt‘); und er hat die beiden Gruppen von Unter- 
suchungen mit den Theoremen über die linearen Punktgruppenscharen 
einer Ü verknüpft, dadurch daß er die Schar betrachtet, die auf einer 
C in einem gegebenen linearen "System durch die anderen ( ausge- 
schnitten wird (später „charakteristische Schar“ genannt). So erhält 
er das folgende Theorem: Eine rationale Fläche von der Ordnung n 
mit hyperebenen Schnitten vom Geschlecht p hat als Notmalisarı 
einen [a—p-+-1], oder einen höheren Raum. Der zweite Fall tritt 
nur dann ein, wenn die hyperebenen Schnitte Spezialkurven sind, was 
erfordert, daß n <2p — 2 ist.*4?) — Insbesondere hat dann @. Castel- 
nuovo die Untersuchungen über die linearen Systeme von ebenen 
Kurven mittels der charakteristischen Schar weiter vertieft; und die 
Theoreme, die er so erhalten hat, können für die rationalen Flächen 
verwandt werden. So z. B.: wenn für eine rationale Fläche die hyper- 
ebenen Schnitte vom Geschlecht p>1 sind, so wird ihre Ordnung 
n <3p + 5.4?) Wenn eine rationale Fläche vait hyperebenen Sehyitan 


vom Geschlecht p einem Raum von der Dimension > (u + 2) (+ 2) 


angehört, wo u eine positive ganze Zahl ist, so kann sie auf die Ebene 
mittels eines Systems von 0” mit einem Basispunkt von der Multi- 
plizität > m — w oder mit m <24-+ 1 abgebildet werden.) 


440) Man findet, daß diese F’ auf die Ebene mitte!s C von der Ordnung 
h-+-k abgebildet werden kann; und daß ihre Ordnung 4(k-+ kt 4(k— h) 
beträgt, so daß auf ihr 4(h 1m: —%#(k—h) Gerade existieren. @. Bordiga, 
Compt. Rend. Paris 102 (1886),, p. 743 u. p. 1442 hat diese Anzaklen für den 
Fall A = 0 und für } = 1, 2, 3 ausgesprochen; dabei hat er speziell in der ersten 
Note und in Atti Ist. Veneto (6) 4 (1886), p. 1461, den Faly—=0, k=3 stu- 
diert, d.h. die F® des $,, die durch die Dorihadiniitt der homo!ogen S$, 
äieler kollinearer Netze eızevgt wird; und in Atti Ist. Veneto (6) 5 (1887), 
p. 1397, die F’ des $,, diek=3, k = 1 entspricht. 

441) Rend. Circ. znke Palsımo 1 (1887), p. 217. Vgl. auch Rend. Circ. mat. 
Palermo & (1890), Fußnote zu p. 86—88. 

442) Hier bat man auch, daß: ein lineares vollständiges System ebener 
Kurven vom Geschlechte p und vom Grad > 2p nicht mit einer Involution zu- 
sammengesetzt ist und mithin die ein-eindeutige Abbildung einer rationalen 
Fläche gibt. 

443) Annali di mat. (2) 18 (1890), p, 119. 

444) Mem. Acc. Torino (2) 42 (1891), p. 3. 

60* 
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33. Veroneses Ft.) Wir betrachten nunmehr die F* von $,, 
die wir schon gekennzeichnet haben (Nr. 32), und die auf die Ebene 
durch das System sämtlicher Kegelschnitte, oder durch die Formeln 


DEREK = Yet Ye” 295 Ye Ya: Ya Yı:Yı Ya 
abgebildet wird. Den Geraden von x entsprechen auf F 00° Kegelschnitte, 
von denen einer durch zwei Punkte von F geht, während zwei von ihnen 
sich in einem einzigen Punkte schneiden. Einer 0? von x mit der Gleichung 


Eye tt +40 


entspricht der Schnitt von F' mit der Hyperebene, deren Koordinaten 
&,&,...&, sind: man hat so eine Korrespondenz zwischen den C? von 
x und den Hyperebenen & von $,. Den Hyperebenen, die durch 
einen Punkt x von S, hindurchgehen, entsprechen auf x die C?, die 
der Kurve 2. Klasse (7) m m +: +22 91 + = 0 kon- 
jugiert (harmonisch, apolar) sind, wo die 7, Mg 9s Linienkoordinaten 
sind: man hat daher auch eine Korrespondenz zwischen den I” von # 
(als Enveloppen) und den Punkten x von S,. Den in ein Punktepaar 
degenerierten I” entsprechen die Punkte &, für welche: 

FR a FR 
Br 
um | 


Punkte einer kubischen Hyperfläche (V,?) M: Ort der 00° Ebenen der 
Kegelschnitte von F (Ebenen erster Art) und auch Ort.der o0* Tan- 





445) A. Cayley, Phil. Trans. 158 (1868), p. 75 (— Coll. Pap., 6, p. 191) hat in 
Nr. 16 bei Betrachtung der Kegelschnitte von = als Punkte eines S, bemerkt, 
daß die in eine Doppelgerade degenerierten eine F* geben und die in 2 Gerade 
zerfallenen eine V,°. — @. Veronese hat zuerst die F* und V°® in der Abhandlung 
der Lincei, zit in Anm.*°®), eingehender studiert. Unmittelbar darauf hat unabhängig 
davon auch C. Segre, Atti Acc. Torino 20 (1885), p. 487 sie studiert. Hier bringen 
wir zugleich die Untersuchungen von Veronese und von Segre. 

Die F! und die V® treten notwendig in der Geometrie der Kegelschnitte 
von x auf: so für die Theorie der Charakteristiken, vgl. E. Study, Math. Ann. 27 
(1886), p. 58 und Math. Ann. 40 (1892), p. 563. — Beim Studium der ebenen 0* 
in Beziehung zu den O* (Erzeugung mittels Systemen von C?, apolaren 0* usw.) 
ist es auch nützlich, auf ihre Abbildung auf der F* zurückzugreifen; vgl. 2 Briefe - 
von E. Caporali 1885, publiziert von CO. Segre, Annali di mat. (2) 20 (1892), p. 237; 
und auch W. Wirtingers Untersuchungen über Abelsche Funktionen p=3, Math. 
Ann. 40 (1892), p. 261. — Auch F. Gerbaldi, Rend. Cire. mat. Palermo 13 (1899), 
p. 1, hat sich, beim Studium der Gruppen von 360 ebenen Kollineationen, der F 
und der V® bedient, wobei er einige neue Bemerkungen macht. — Vgl. auch die 
systematische Auseinandersetzung in dem Kap. über die F* von Veronese in Ber- 
tini, „Introduzione“, p. 327 u: ff. 
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gentialebenen von F' (Ebenen zweiter Art).%) Vermöge der Dualität 
entsprechen den Punkten von M die Hyperebenen, die F nach 
zwei Kegelschnitten schneiden, d. h. die oo* Tangentialhyperebenen 
an F: in jedem Büschel sind drei derselben enthalten (7 ist von der 
3. Klasse). Den Punkten von F (Doppelpunkten für M) entspricht 
vermöge der Dualität die Gesamtheit ® der 00° Hyperebenen, die F’ 
längs einer CO? berühren: durch jede gerade Linie gehen vier derselben 
hindurch. Endlich sind die beiden Scharen oo? von Ebenen der M 
dual zu einander: die Ebenen der zweiten Art begegnen zwei be- 
liebigen von ihnen nach homologen Punkten kollinearer Felder; die 
Ebenen der ersten Art werden aus zwei beliebigen von ihnen mittels 
kollinearer Netze projiziert.#”) 

Die Projektion von F auf S, aus einer geraden Linie ist im all- 
gemeinen die römische Fläche von Sleiner: daher besteht zwischen den 
Eigenschaften dieser beiden Flächen eine Korrespondenz. So hat man: 
die einzigen Flächen, die oo? Kegelschnitte enthalten, sind die F 
von Veronese und ihre Projektionen (von Ordnungen < 4).13) — Der Ort: 
der Pole einer Hyperebene in bezug auf die Kegelschnitte von F ist 
eine zweite Veronesesche Fläche F’.) 


446) Wenn ein Punkt x und eine Hyperebene & einem und demselben Kegel- 
schnitt von x, als Enveloppe und als Ort, entsprechen, so ist & die Polarhyper- 
ebene von x in bezug auf die Hyperfläche M. 

447) Aus den Kollineationen und Reziprozitäten von x ergeben sich 00% 
Kollineationen, die F’ in sich überführen (unter denen sich 00% Involutionen 
befinden), und oo°® Reziprozitäten (unter denen sich 00° Polaritäten befinden), 
die F', als Enveloppe von Hyperebenen, in M überführen; usw. 

Einer C?! von x entspricht auf F eine C*!, Durchschnitt von F mit einer 
(and folglich oo) Hyperfläche der Ordnung .?; und umgekehrt. Hieraus folgt 
unmittelbar (Nr. 6), daß F’ auf (+5), — (22!-+ 2), linear unabhängigen Hyper- 
flächen der Ordnung } liegt. E. Siudy hat in der 2, in **5) zitierten Arbeit 
außerdem bemerkt, daß sich unter den V}, die durch die C#} hindurchgehen, 
eine befindet, die zu F apolar ist (d.h. zu den ® einbeschriebenen Formen 
2. Klasse) oder die F’ trägt oder stützt: durch Vereinigung dieses Satzes mit 
dem dualen hat man ferner, daß Akonjugierten Formen von x, bez. von der 
Ordnung und Klasse 21, konjugierte Formen von $, entsprechen. Vgl. auch, für 
= 2, die in **) zitierten Briefe von Caporali. (Vgl. in 3%) einen analogen Satz 
für die Darstellung der binären Formen auf der Normal-C/*.) 

448) Aus einem Theorem von @. Darboux über die F* von Steiner, Bull. sei. 
math. (2) 4 (1880), p. 348. 

449) Das entspricht einem Theorem von 8. Lie über die Steinersche Fläche 
und ist von L. Berzolari bemerkt worden. Siehe A. Brambilla, Rend. Acc. Na- 
poli (3) 4 (1898), p. 300. C. Rosati, Atti Acc. Torino 35 (1899), p. 12 hat be- 
merkt, daß F' und F’ in bezug auf die genannte Hyperebene homologisch sind (das 
Zentrum der Homologie ist der Pol jener Hyperebene in bezug auf M), und daß 
die Hyperebenen von © tangential für F’ sind. 
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Die Veronesesche Fläche kann unter den Flächen von $, als die 
einzige charakterisiert werden, deren Tangentialebenen einander paar- 
weise schneiden*°°);.oder als die einzige Fläche, die (ohne ein Kegel 
zu sein) frei von scheinbaren Doppelpunkten ist.*°') 


34. Die F’ des S,. Mittels der Sätze der folgenden Nummer, oder 
auf direktem Wege (durch Unterscheidung der Fälle, in denen die 
hyperebenen Schnitte C* der ersten Art oder der zweiten Art sind) 
findet man, daß jene F* die folgenden Fälle darbieten können: 1. die 
rationale Regelfläche, deren Normalraum ein $, ist (Nr. 30)*°?); 2. die 
Projektion der /'* von Veronese (Nr. 33) auf S,, d.h. diejenige Fläche, 
die auf die Ebene‘ durch ein lineares oot-System von 0? abge- 
bildet wird#®); 3. elliptische Kegel; 4. F*, die der Durchschnitt 
von zwei @ ist, d. h. die Basis eines Büschels von ©. 

©. Segre hat diese letzte Fläche, durch Anwendung der schon 
von ihm (Nr. 20) für die Büschel von Q in einem beliebigen Raume 
und ihre Basis-Y verwandten Methoden, genauer studiert.) Im 
allgemeinen gibt es in dem Büschel der Q, die durch F hindurch- 
gehen, 5 Kegel, und die beiden Scharen von Ebenen eines jeden 
dieser Kegel schneiden F' nach CO°?: daher existieren auf F' 10 oo!- 
Scharen von C? (die sich auf 5 Paare verteilen); jede Schar deckt 
F einfach.) F enthält 16 Gerade (jede derselben ist mit 5 anderen 
inzident) und 16 oo°-Systeme von C® in den Hyperebenen, die 


450) P. Del Pezzo, Rend. Acc. Napoli 25 (1886), p. 176, Nr. 8. 

451) F. Severi, zietiert in *'®). 

452) Sie enthält 00! Leitkegelschnitte. Sie besitzt im allgemeinen einen 
Doppelpunkt O (Nr. 31). Auf dem Kegel V3, welcher sie aus O projiziert, ent- 
halten die erzeugenden Ebenen eines Systems oo! Leit-0? mit Doppelpunkt in O. 

453) Man erhält die Eigenschaften dieser F* unmittelbar aus den Nrn. 32, 
33. Wir vermerken nur die folgenden. Sie gestattet oo® Kollineationen, die 
sie in sich überführen. Durch einen Punkt allgemeiner Lage des 8, gehen eine 
ihrer Trisekanten hindurch und die Ebenen dreier ihrer 00* Kegelschnitte. 

Wie wir sahen (Nr. 22), tritt diese Fläche F* als Ort der singulären Punkte 
eines Netzes linearer Komplexe oder Nullsysteme des $, auf. 

454) Math. Ann. 24 (1884), p. 313, schon zitiert in *°). Aus den Eigen- 
schaften dieser F* des $, hat Segre mittels Projektion alle diejenigen der F, 
des S, mit Doppelkegelschnitt abgeleitet; auch in den verschiedenen Fällen, 
die diese darbieten kann, durch den Zerfall des Kegelschnitts, oder dadurch, 
daß dieser kuspidal wird, usw. (Auch @. Veronese, Atti Ist Veneto (6) 2 (1884), 
p. 1841 erhält, mit Hilfe zweier Kegel Y}, die durch die F* des $, hindurch- 
gehen, eine einfache Konstruktion der F* mit Doppelkegelschnitt.) 

455) In einem Punkte P von F sind die Tangenten an die 5 Paare von O®, 
die durch ihn hindurchgehen, Geradenpaare einer Involution. Dieses Quin- 
tupel von Elementen eines einförmigen Gebildes (Involution) bleibt projektiv zu 
sich selbst, wenn man P auf F variiert (es gibt die absoluten Invarianten von F\, 
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durch diese Geraden hindurehgehen. — Projiziert man F’ aus einer ihrer 
Geraden auf eine Ebene x, so hat man in dieser die eindeutige Ab- 
bildung der F, mittels der C?, die durch 5 feste Punkte hindurch 
gehen. — Die Klasse von F' ist 12. — 

Die speziellen Fälle der F' werden mittels der Charakteristik 
(Nr. 20) des Büschels von Q unterschieden. Wenn es in jener einen 
isolierten Exponenten e = 2, 3, 4, 5 gibt, so vermindert sich die Klasse 
von F* um e Einheiten. In Korrespondenz mit diesem Exponenten 
gibt es auf F einen Doppelpunkt, durch den vier ihrer geraden Linien 
hindurchgehen: der Doppelpunkt ist konisch, wenn e = 2 ist, biplanar, 
wenn e> 3 ist. Sind zwei isolierte Exponenten > 1 vorhanden, so 
sind die beiden entsprechenden Doppelpunkte durch eine Gerade ver- 
bunden, die auf F liegt und längs der F eine feste Tangential- 
ebene annimmt, — Wenn in dem Büschel von @ ein Kegel zweiter 
Art vorhanden ist (d. h. wenn zwei charakteristische Exponenten asso- 
ziiert sind), so enthält die Scheitelgerade dieses Kegels ein Paar von 
Doppelpunkten von F, die in einen biplanaren Punkt zusammen- 
fallen, wenn jenes Paar von Exponenten (21) ist, in einem unipla- 
naren Punkt, wenn es (31) oder (41) ist. In diesem letzten Falle 
fallen die 16 Geraden’der F'in eine einzige zusammen. — Sind im 
Büschel der @ 2 Kegel zweiter Art enthalten, so hat die F’ 4 Doppel- 
punkte (Ecken eines einfachen Vierseits, welches auf F liegt). 

Eine F' von S, mit einer Doppelgeraden d ist immer der Durch- 
schnitt eines Büschels von @ und kann zwei Fälle darbieten: 1. sie 
ist eine Regelfläche mit d als Doppelleitgeraden; das Büschel der Q 
hat die Charakteristik [(2 2) 1], oder [(3 2)] (wenn d auch Erzeu- 
gende wird); 2. sie ist die Projektion der F* von Veronese aus einem 
Punkte der Ebene einer ©? (d. h. sie wird auf eine Ebene durch die 
0? abgebildet, die einem gegebeien Punktepaar konjugiert sind); 
das Büschel der Q besteht gänzlich aus Kegeln, die längs d von 
einer und derselben Hyperebene berührt werden, und unter denen 2 
von der 2. Art sind (deren Scheitelgeraden mit d in den beiden uni- 
planaren Punkten inzident sind).“°) 


35. Die F” des 8,,,, 8,,... P. Del Pezzo hat diese F” mittels 
einfacher Betrachtungen von Projektionen bestimmt. Im allgemeinen‘®), 
wenn eine F* von S, auf $S, aus dem R von r— 3 ihrer Punkte in 
allgemeiner Lage P, P,... projiziert wird, so erhält man eine Fläche 
® von der Ordnung n —r--3, die r— 3 gerade Linien g, 9... 


456) Vgl.in der zitierten Abhandlung von Segre umständlichere Einzelheiten 
über die sämtlichen Spezialarten von F*. 
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enthält, die Bilder dieser Punkte und paarweise windschief sind, 
wenn F nicht die F* von Veronese ist. Daraus folgt, daß, wenn »n —r 
gegeben ist, r (und folglich n) einen bestimmten Wert nicht über- 
schreiten kann, ohne daß ®, und damit F, eine Regelfläche wird, In 
jedem Falle kennt man die Gesetze zwischen den entsprechenden Li- 
nien von F und ®: so entsprechen die Geraden von F' denjenigen 
Geraden von ®, die 9, 93 -.. nicht schneiden. 

Im besonderen folgt hieraus zuerst, daß die F* von S,,, (rationale 
Normal-)Regelflächen sind, wenn man die J* von Veronese ausschließt. *°7) 
Was die F” von S, betrifft“®), so erhält man unter Beiseitelas- 
sung derjenigen, welche Regelflächen sind (rationale Regelflächen oder 
elliptische Kegel, vgl. Nr. 31), und auch der F* von S,, die Pro- 
jektion der Veroneseschen Fläche ist, mittels der obengenannten Pro- 
jektion eine Nichtregelfläche ®* des 8,, die n—3 windschiefe ge- 
rade Linien enthält; daraus folgt » <9. Die F” enthält keine Gerade. 
Die F® kann zwei Fälle darbieten (wie das Quintupel der 9,, 9; 
auf ®°): diejenige erster Art enthält eine gerade Linie, diejenige zweiter 
Art keine. Die F’, F®, F°, F* enthalten bez. 3, 6, 10, 16 gerade Linien, 
die sich ebenso wie diejenigen der ®° verhalten, die nicht das (n — 3)- 
upel 9,, 99, -. . schneiden. — Die ebene Abbildung von ®® führt auch 
auf diejenige der F* des $,, nämlich mittels der o0* C®, die durch 
9 —n Punkte hindurchgehen; ausgenommen die F? 2. Art, die statt 
dessen auf die Ebene durch die o0® C* mit zwei Doppelpunkten ab- 
gebildet wird.) 

Geht man zu den F” von S8,_, über, die nicht‘ Regelflächen 
und nicht Projektionen der vorhergehenden Flächen sind, so wird man 
(wenn n > 4 ist) auf eine ®* mit einer Doppelgeraden und mit » — 4 
einfachen untereinander windschiefen Geraden geführt, weshalb n<12 
wird. — In ähnlicher Weise findet man für die Nichtregelflächen F” 
von $,_, n < 16.) — Die Untersuchung könnte fortgesetzt werden. 


457) P. Del Pezzo, Rend. R. Ace. Napoli 24 (1885), p. 212. Aus der Ab- 
bildung auf ®* leitet dieser Autor aufs neue die Eigenschaften (Nr. 30) jener 
Flächen ab. 

Die F* des S,,, können auch auf Grund der Tatsache bestimmt werden, 
daß ihre hyperebenen Schnitte rational sind (siehe Nr. 86): vgl. E. H. Moore, 
Amer. Journ. 10 (1888), p. 17. 

458) P. Del Pezzo, Rend. Circ. mat. Palermo 1 (1887), p. 241. 

459) Siehe für die F° des $, die Anm. “9 

460) G. Marletta, Rend. Circ. mat. Palermo 17 (1903), p. 173, betrachtet für 
die Bestimmung der ebenen quadratischen Transformationen (2, 2) eine F'® des 
S,, die aus einer ebensolchen Transformation zwischen 2 Netzen von Ebenen des 


S, erzeugt ist. 
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36. Flächen von gegebenem Schnittgeschlecht.®!) Die F*, die 
durch die Hyperebenen nach rationalen Kurven geschnitten werden, 
sind die F* des $,,, und ihre Projektionen: es sind demnach die 
rationalen Regelflächen die F* von Veronese und die Projektionen 
dieser.*‘?) 

Ebenso sind die F” mit elliptischen hyperebenen Schnitten Regel- 
flächen, oder auch F' von $, (vgl. Nr. 35) und ihre Projektionen.?®®) 

G.Castelnuovohatauch die Nichtregelflächen F'"bestimmt, deren hyper- 
ebene Schnitte vom Geschlecht p>1 und hyperelliptisch sind.*°*) Diese 
sind rational, so daß (Nr. 32) ihr Normalraum ein [ap —p-+1] ist. 
Sie enthalten ein rationales Büschel?®) von 0?. Für sie ist n<4p +4; 
und wenn das Zeichen < gilt, sind sie Projektionen einer F'?+* eines 
[3? +5] aus einem R, der 4p+ 4 — n ihrer Punkte enthält.*6®) 

So ergeben sich insbesondere alle F* mit dem Schnittgeschlecht 
p —=2. — Was diejenigen mit p—=3 betrifft, so gibt es außer den 
Linienflächen und außer den F* von $,: die rationalen Flächen, die 
auf die Ebene durch lineare Systeme von C%, oder auch von C® mit 
sieben Doppelpunkten abgebildet werden; und gewisse F® von $, und 
S,, die ein elliptisches Büschel von Kegelschnitten enthalten, samt 
ihren Projektionen (von der Ordnung < 8).4)— Für ein beliebiges 





461) Vgl. *19). 

462) Das folgt aus dem Theorem von E. Picard über die Flichen des $,, 
deren ebene Schnitte rational sind, Bull. Soc. Phil. Paris (7) 2 (1878), p. 127 
und Journ. f. Math. 100 (1887), p. 71. 

463) G. Castelnuovo, Rend. Lincei (5) 3 (1894),, p. 59. 

464) Rend. Circ. mat. Palermo 4 (1890), p. 73. Siehe auch F\. Enriques, 
über Linearsysteme mit hyperelliptischen Durchschnitten, asp Lincei (5) 2 
(1895),, p. 281, oder Math. Ann. 46 (1895), p. 179. 

465) Büschel von C auf einer F’ heißt ein algebraisches Kurvensystem von 
der Beschaffenheit, daß durch einen Punkt allgemeiner Lage der F eine der- 
selben hindurchgeht. — Analog für die Büschel von V,_, auf einer P,. 

466) Für die ebene Abbildung aller dieser F” kann man auf die F*?+t 
zurückgreifen; und für diese sind (ähnlich wie bei den rationalen Regelflüchen, 
Nr. 30) verschiedene Fälle zu unterscheiden, in Rücksicht auf die rationalen 
Kurven niedrigster. Ordnung, die jede C*? in einem Punkte schneiden; das 
können oo! von der Ordnung p + 1 sein, oder auch eine von der Ordnung 
w=0,1...,?. Im ersten Falle ist die ebene Abbildung der F*?+* durch 
C?+? mit einem (p-+ 1)-fachen Punkte und einem Doppelpunkte gegeben; in 
den anderen Fällen durch die 0??”-#+? mit einem (2p— u)-fachen Punkte, 
dem 9 — « Doppelpunkte unendlich benachbart sind. Es genügt 4 -+41—n 
einfache Basispunkte hinzuzufügen, um die Abbildungen sämtlicher (Nicht- 
Regel)-Flächen F” mit hyperelliptischen hyperebenen Schnitten zu erhalten. 

467) G. Castelnuovo, Atti Acc. Tırino 25 (1890), p. 695; @. Scorza, Ann. 
di mat. (3) 16 (1909), p. 255, und (3) 17 (1910), p. 281. 
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Schnittgeschlecht p hat man das folgende Theorem von F. Enriques*°®): 
Gehört die F einem R von der Dimension >3p +5 an, so ist sie 
eine Regelfläche, oder auch (für p=1) eine F” von S8,. Gehört da- 
gegen die F genau einem [3p-H5] an, so hat sie hyperelliptische 
hyperebene Schnitte, oder sie wird (= 3) auf die Ebene durch das 
System sämtlicher C* abgebildet. — Wenn 9 >2 ist, und F' einem R 
von der Dimension >3p —5 angehört, so wird F' rational; oder 
Regelfläche; oder sie kann umkehrbar eindeutig auf eine Regelfläche 
vom Geschlecht 1 oder 2 bezogen werden.‘%®) — Wenn für F' die Ordnung 
n>2p — 2 ist, so kann F umkehrbar eindeutig auf eine Regel- 
fläche bezogen werden.‘°?) 


VI. Höhere Mannigfaltigkeiten. 


37. Höhere Mannigfaltigkeiten; ihre Tangentialräume und Cha- 
raktere. Wie für die Flächen (Nr. 29), so hat P. Del Pezzo für die 
Y, von S, die ersten Fragen über die Tangentialräume in einem 
einfachen Punkte vertieft.) Bezeichnet man mit X die V, und mit 
P einen ihrer Punkte in allgemeiner Lage, so bilden die Tangenten in P 
an X (d.h. an die Linien von X durch P) einen $,, der Zangential 
(oder berührend) genannt wird, und II, heiße. Man nennt auch jeden R 
tangential oder berührend an X, der in II, liegt und durch P hindurchgeht 
(d.h. jeden R,, der in P eine in X liegende und durch P hindurch- 
gehende Y, berührt); und ebenso auch jeden R, der durch I7, hindurch- 
geht. Der Schnitt von X mit einem 8,_,(e=1,...,h), a durch IT, 
hindurchgeht, hat in P die Multiplizität 29. 

Im allgemeinen schreiben wir der Kürze halber 


Br, 
Dann gibt es in P (für 2>2) einen Raum TI,,„, der I-tangential 
oder I-berührend heißt (für Z=2 der II,), von der Dimension (k, l), von 
der Beschaffenheit, daß jeder [r—o], der durch ihn hindurchgeht, 


468) Atti Acc. Torino 29 (1894), p. 275. Es ist die Ausdehnung eines Theo- 
rems von Casielnuovo (Nr. 32), und man erhält es, wie jenes, indem man die 
Fläche wiederholt aus einer Tangentialebene projiziert, was die Ordnung um 4 
und die Dimension des R nur um 3 vermindert. 

Aus diesem Theorem hat Enriques gefolgert: ist eine Nicht-Regel-Fläche 
F" gegeben, so ist sie immer Projektion einer (projektiv bestimmten) Fläche mit 
demselben Schnittgeschlecht (und der Ordnung >n), die ihrerseits nicht als 
Projektion einer Flüche eines höheren Raumes mit demselben Schnittgeschlecht 
betrachtet werden kann (Begriff, der für das Schnittgeschlecht dem der Normal- 
fläche entspricht, der auf die Ordnung der Fläche begründet ist). 

469) Castelnuovo-Enriques, Ann. di mat. (3) 6 (1901), p. 165. 
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X nach einer V schneidet, die in P einen %-fachen Punkt hat. Die 
R[%,D-+1], die TI, mit den Schmiegungs-S, in P an die Kurven 
von X verbinden, bilden einen Kegel von der Ordnung *-'!, der dem 
(!-+1)-tangentialen TI, ,;ı, angehört, und als Schnitt mit einem zu 
seinem Scheitel dualen R eine V,_, hat, die in einem S,_, durch das 
System der sämtlichen Formen von der Ordnung I dargestellt wird. 

©. Segre*'®) hat die Grundlagen für die analytische Behandlung 
dieses Gegenstandes aufgestellt, analog dem, was für den Fall der 
Flächen (k=2) in Nr.29 gesagt worden. ist.‘") Wenn die homogenen 
Koordinaten x, der Punkte von X Funktionen der Parameter r,...r, sind, 
so ist der Tangentialraum 72, derjenige der Punkte x, a', &°, ..., &*. 
Jede Hyperebene, die durch ihn hindurchgeht, schneidet X nach 
einer V,_,, die in x einen Doppelpunkt hat, dessen Tangential- 
kegel 2. Ordnung im IT, liegt und beim Variieren der Hyperebene ein 
lineares System beschreibt. Der quadratische Kegel hat eine Doppel- 
erzeugende, wenn die Hyperebene tangential an einem bestimmten 
Kegel von der Ordnung 2*-! (und Klasse %) mit I7, als Scheitel ist, 
der im R der Punkte x, «!,..., a*, x" liegt. Die Hyperebenen durch 
diesen R sind diejenigen, die in X Schnitte mit einem dreifachen 
Punkte liefern. Dieser R, I,,, hat im allgemeinen die Dimension 
(k +2), — 1, die von Del Pezzo angegeben war; aber die Dimension 
verringert sich, wenn die x, Lösungen einer und derselben homogenen 
linearen Gleichung in x und in ihren ersten und zweiten Ableitungen 
sind (Gleichung von Zaplace).“?) Die Existenz solcher Gleichungen, wel- 
chen die x genügen, ist verknüpft mit der Existenz von Tangenten 
mit mehr als 2-punktigem Schnitt in jedem Punkte von X, oder 
mit Kurven, die den Haupttangentenkurven analog sind, d. h. die 
als Schmiegungsebene, -S,,... eine Tangentialebene,-S,.... an X ha- 
ben.??) — Betrachtet man ferner auch die Punkte x*“”..., bis zu den Ab- 


470) Rend. Circ. mat. Palermo 30 (1910),, p. 87 (und p. 346). 

471) Neben der oo* von Punkten betrachtet er eine 00% von Hyperebenen 
Jede Hyperebene besitzt einen charakteristischen [r —h — 1] (dual zu dem Tan- 
gential-II,); und die oo* kann als die Gesamtheit der Tangentialhyperebenen an 
die Y definiert werden, die der Ort jener charakteristischen Räume ist. 

472) Über die V, die diese Besonderheit darbieten, siehe außer der Ab- 
handlung von Segre: Ch. H. Sisam, Amer. Journ. 33 (1911), p.97 (V,, welche 4, 5, 6 
Laplaceschen Gleichungen genügen); A. Terraeini, Rend. Circ. mat. Palermo 33 
(1912),, p. 176 (V,, die mehr als (A), Laplaceschen Gleichungen genügen). 
— Einfachste Beispiele hat man schon in den V, die Örter von 00! Räumen 
(Nr. 48) sind. 

473) Vgl. außer den schon zitierten Arbeiten €. L. E. Moore, Bull. Amer. 
Math. Soc. (2) 18 (1912), p. 284. 
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leitungen der Ordnung 1 — 1, so erhält man den I-tangentialen Raum 
TI, „) (von Del Pezzo); seine Dimension kann indessen geringer werden. 

Del Pezeo‘”®) hat (wie schon für die Flächen) aus den vorher- 
gehenden Sätzen weitere gefolgert, die zu den Projektionen einer 
V aus einem passenden Raume in Beziehung stehen. Sie erlauben, 
auf die Yx der sukzessiven Räume die in Nr. 35 auseinandergesetzte 
Methode anzuwenden. Aus Nr. 6 kann man ersehen, daß der größte 
R, dem eine V; angehören kann, ein [a--%k—1] ist: wenn die 
Y wirklich dem R angehört und »>2 ist, so ist sie der Ort einer 
rationalen oo!-Schar von S,_,, oder auch (n=4) ein Kegel, der 
aus einem [k — 3] die F* von Veronese projiziert.*“*) Im allgemeinen 
sind die Vx von $, mit festen k und » —r, wenn n (oder r) einen 
gewissen Wert übersteigt, sämtlich Orter von oo! $,_,.) 

Was die Charaktere einer V,, X, außer der Ordnung n, betrifft, 
so kann man eine vielfache Reihe derselben "betrachten; wir nennen‘) 
Charakter (a, 4... a,) die Ordnung des Ortes der Punkte von X, deren 
Tangential-S, der Grundbedingung (a, a, ...a,) genügen, wo 

Sa+$k(k+3) —r(k+1>0 

ist. Insbesondere gibt es k Ränge @,, 09, - -, Q,, von denen der letzte 
die Anzahl der Hyperebenen eines Büschels ist, die X berühren*’”); 
und oe, oder der i. Rang ist der letzte Rang für den Durchschnitt 
von X mit einem [r—k-+:]. F. Severi betrachtet außerdem eine 
Reihe von Charakteren, die er Stände (ceti) vi <k,i<r—k) 
nennt: ®, ist die Ordnung der V,_, der Punkte von X, deren Tangen- 
tial-S, mit einem gegebenen [r — k—i] inzident sind.‘®) 


474) CO. Segre, Atti Acc. Torino 21 (1885), p. 95: vgl. die Fußnote zu p. 95—96. 
F. Palatini, Giorn. di mat. 38 (1900), p. 315, hat eine äquivalente Frage behan- 
delt, d. h. er hat die linearen Formensysteme des $, vom Grade n und der 
Dimension n-+k—1 bestimmt, indem er sie mit Hilfe birationaler Transfor- 
mationen auf 2 Typen zurückführt, die gerade dem genannten Theorem 
entsprechen. 

475) P. Del Pexzo in *®) 

476) F. Severi, Mem. Acc. Torino (2) 52 (1903), p. 61. Er nennt Klassen 
diejenigen Charaktere, die wir (nach Caporali, zitiert in ‘%), p. 328) Ränge 
nennen werden. 

477) Für k=r-—1 nennt man ihn allgemein Klasse der Hyperfläche X. 

478) Wenn 2k<r ist, ist o, der letzte der @ und gibt die Ordnung der 
V,; an, welche der Ort der Tangential-S, von X ist; oder wenn 2k=r ist, 
die Anzahl der Tangential-S, von X, die durch einen Punkt allgemeiner Lage 
hindurchgehen. 

Es empfiehlt sich auch die Symbole oe, und o, einzuführen, um die Ordnung 
von X zu bezeichnen. 


- 
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Wie schon (Nr. 29) für die Flächen des $, geschehen ist, so hat 
F. Severi für’ eine V, von S,, X, die uneigentlichen Doppelpunkte ein- 
geführt. Man nennt uneigentlich einen Doppelpunkt P von X, wenn 
er so beschaffen ist, daß man jede Gerade durch P als Grenzlage einer 
Sehne betrachten kann, deren Stützpunkte in P zusammenzufallen 
streben.) Wenn 2k >r ist, so enthält X «m allgemeinen eine (alge- 
braische) V,,_, von uneigentlichen Doppelpunkten von der Ordnung 


(rn), — % > 9. 


Ist 3k >2r, so wird im allgemeinen eine V,,_,, dreifacher Punkte vor- 
handen sein; und wenn 4k > 3r ist, eine V,,_,, von vierfachen Punk- 
ien; usw. Die ö-fachen Punkte von X, um die es sich hier han- 
delt, sind (i),-fach für die Doppelmannigfultigkeit, (i),-fach für die 
dreifache Mannigfaltigkeit, ... i-fach für die (@—1)-fache Mannig- 
faltigkeit.°0) | 

Wenn 2k>r ist, so enthält eine Hyperfläche der Ordnung m, 
demzufolge daß sie durch X hindurchgehen soll, als Doppel-V sowohl 
die V,,_, der uneigentlichen Doppelpunkte von X als auch eine 
V,,_, einfacher Punkte von X von der Ordnung ; 


r—k 


r—k 
>: u N dk > ER ae > ,— Op, 
N m 


wo @, die Ordnung und die anderen & die Stände (ceti) von X sind). 
0 


Diese Tatsache ist von Severi gleichzeitig mit anderen analogen ge- 
funden.?®) 


479) Das kann nicht eintreten, wenn k =1 ist, d. h. für Kurven: siehe das, 
was in °°5) über die uneigentlichen Sehnen dieser gesagt ist. 

480) Wie Severi bemerkt, läßt sich das wohl sehen, wenn X sich als Projek- 
tion einer V, eines höheren Raumes ergibt. Alsdann handelt es sich um schein- 
bare Doppelpunkte, dreifache Punkte usw. dieser anderen V;. 

Die Schnittkurve von X mit einem [r—%--1], der durch einen der 
betrachteten uneigentlichen mehrfachen Punkte hindurchgeht, hat dasselbe Ge- 
schlecht wie der Schnitt eines [r —k--1] allgemeiner Lage. 

481) Wenn 2k<r und k<h<2k ist, so hat eine PY,, die der voll- 
ständige Durchschnitt von r—h Hyperflächen der Ordnungen n, n, ...n,_., ist 
und gebunden ist, durch X hindurchzugehen, notwendig auf dieser eine Doppel- 
PY5,_,_ı von der Ordnung: 


%H-41 a NET Ha rt 
wo 0, die Summe der Produkte von n, —1,..., %,._,—1, kombiniert zu je @ 
mit Wiederholung, bezeichnet. 
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ZI. Nocther*®?) hat den von A. Olebsch gegebenen Begriff des Ge- 
schlechts einer Fläche auf die /, ausgedehnt. Man kann: voraussetzen, 
daß die V, eine Form f= 0 von der Ordnung » im S,,, ist. Als- 
dann nennt man Geschlecht p von f die Anzahl der willkürlichen Kon- 
stanten einer Form von der Ordnung n—k—2, die zu f adjun- 
giert ist, d. h. durch’ jede V,, die für f s-fach ist (weuns>k—i 
ist) mit der Multiplizität s— %k + i hindurchgehen soll. Die Durch- 
schnitte von f mit diesen adjungierten Gebilden sind P,_,, die 
ihrerseits ein Geschlecht p, haben, usw. 

C. Segre hat einen anderen Charakter =, der V, eingeführt.'#°) 
Für eine V, bezeichnen wir mit =, die Anzahl der Punkte, aus 
denn sie besteht, vermindert um 1; und für eine Y, (Kurve) bezeich- 
ne x, das Doppelte ihres Geschlechts. Vorausgesetzt dann, daß für 
die V, von der Dimension ;<% ihr Charakter =, definiert ist, so 
‘ definiert man für eine V, ihren Charakter x, auf diese Weise: Man 
betrachtet auf der V,, ein lineares Büschel von V,_,, und es sei m,_, 
der Charakter dieser, x,_, derjenige der Basis-Y,_, des Büschels, 
ö die Anzahl der getrennten Doppelpunkte von V des Büschels: als- 


dann setzt man 
= — 2m, 1 — 3; 


die Anzahl x, wird unabhängig von dem betrachteten Büschel, sie ist 
ein eigentlicher Charakter der V,.**) 

Über andere Charaktere der V,, Erweiterungen der obengenannten 
Geschlechter von Noether, und im allgemeinen über die neueren Unter- 
suchungen der Geometrie auf einer V, (Geometrie der birationalen 


482) Gött. Nachr. 1869, p. 298; Math. Ann. 2 (1870), p. 293, und 8 (1875), 
p- 495. 

483) Atti Acc. Torino 31 (1896), p. 485. 

484) Wenn die V, keine mehrfachen Punkte hat, und wenn mit 


N, Rıy ++ % 
die Ordnung und die oben betrachteten Ränge derselben bezeichnet werden, so 
ergibt sich unmittelbar: 

= %— 29-1 4 30-3 — — (Ya + - tk) mn—). 

So wird man, wenn die V, eine Hyperfäche ist, g=n(n— 1} setzen; und e 
ist, wenn allgemeiner die dien der vollständige Durchschnitt von r — k Hyper- 
flächen der Ordnungen m, ... m,_, ist, für ge, die Summe der Produkte der 
m — 1, vollständig re zu je i (siehe Nr. 41), zu setzen. — Ist die V, ein 
S;, so hat man m, — 0. 

Durch Verwendung dieser Werte von =,, gestattet die Formel des Textes, 
die Anzahl der Hyperflächen eines gegebenen Büschels zu berechnen, die einen 
Doppelpunkt besitzen; oder allgemeiner die Anzahl derjenigen Hyperflächen 
des Büchels, die eine gegebene V, berühren. 
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Transformationen: vgl. Ende von Nr. 6) analog denjenigen der Geo- 
metrie auf einer Fläche, sehe man einen Anhang zu III C 6b (Castc- 
nuovo-Enriques).*?°) 


38. Einige Erzeugungen der V. Durch Matrizes darstellbare V. 
Will man die V geometrisch erzeugen, so kann man verschiedene Pro- 
zesse wählen. Man kann auf sämtliche Hyperflächen von der Ord- 
nung n des S, die lineale Erzeugung ausdehnen, die H. Graßmann 
für r = 2, 3 gegeben hat.““) — Man kann auch reziproke lineare Sy- 
steme von Formen niedriger Ordnung nehmen. Zwei solehe 002-Systeme 


N) Zur =0 8) Zug) —0 

der Ordnungen I, m, die mittels der Relation IA, u, = 0 reziprok 
aufeinander bezogen sind, erzeugen die Hyperfläche von der Ordnung 
Im 
8) Zr, =0 
als Ort der Punkte, durch deren jeden eine Hyperfliche von (1) und 
das entsprechende System 002-1 von (2) hindurchgeht.%”) Daraus 
folgt, daß jede Hyperfläche von der Ordnung » mittels eines linearen 
oo”-1.Systems von Formen der Ordnung »n — 1 und eines Bundes 
erzeugt werden kann, die reziprok aufeinander bezogen sind.‘°®) 

Man kann auch die Hyperfläche von der Ordnung » als Ort der 
‘ n-fachen Punkte einer n-linearen Korrespondenz zwischen den Punkten 
von S, erzeugen.“#®) Im allgemeinen liefert eine Korrespondenz [m,n,... .] 


485) Wir heben hier nur hervor, daß man noch kein einfaches Kriterium 
für die Rationalität einer V,(k>2) kennt, wie man es für die Kurven und die 
Flächen hat. So beweist @. Fano, Atti Acc. Torino 43 (1908), p. 973, daß weder 
die V,* des 8, ohne Doppelpunkt, noch die V,° des S, (ohne Doppelpunkt), 
die der Durchschnitt zweier Hyperflächen 2. und 3. Ordnung ist, rational sind; 
obgleich für beide V, die Geschlechter und die Mehrgeschlechter verschwinden. 

486) A, (1844), $ 146 (= Ges. Werke I, 1, p. 246); Journ. f. Math. 42 (1851), 
p. 187, und ebendort 49 (1855), p. 1 (= Ges. Werke IT, 1, p. 80 und 136). Man 
erzeugt eine Hyperfläche der Ordnung » als Oıt eines Punktes x, wenn & an die 
Bedingung gebunden wird, daß zwei duale Räume (oder r-+1 Punkie), die 
durch lineale Konstruktionen aus x und einer Reibe fester Räume hervorgehen, 
in derselben Hyperebene liegen sollen: wenn bei jenen Konstruktionen & im 
ganzen n mal angewandt ist. 

487) C. Seyre, „Quadriche“, Nr. 42. 

488) Wird die (3) so spezialisiert: Duh=, so sieht man, daß, wenn 
eine Hyperfläche der Ordnung %n einen Kaum enthält, dieser als Achse eines 
Grundgebildes von Hyperebenen genommen werden kann, das zusammen mit 
einem linearen System derselben Dimension von Hyperflächen der Ordnung n — 1, 
das auf jenes Grundgebilde reziprok bezogen ist, die gegebene Hyperfläche erzeugt. 

489) Das ist der für r=2 von R. De Paolis gebrauchte Begriff: Rend. 
Lincei (5) 3 (1894),, p. 225 (nachgelassene Note vom Dezember 1887). 
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zwischen s Punkten z, y,... von S,, oder ein Konnex, als Ort der 
Koinzidenzen von z, Y,..., eine Hyperfläche von der Ordnung 


29) 

Es kann vorkommen, daß eine V mittels eines Systems von Glei- 
chungen zwischen den Koordinaten und anderen Parametern dargestellt 
wird (Nr. 6) und daß man daraus die Ordnung zu bestimmen wünscht. 
- Man habe N=r + s + - -- Gleichungen in den Gruppen von homo- 
genen Variablen 

u, er 


die i. Gleichung sei von den Ordnungen m,, n,, ...: oder N Konnexe 


[m;, n,,....] zwischen Punkten x, y,... eines S,, eines S,,... Die 
Anzahl der Lösungen © y... wird die Summe der m Produkte 
vom Typus 

DM MN N, Nee 


sein, wo üi,...?, eine einfache Kombination der Zahlen 1... N; 


Jia - - -J, eine einfache Kombination der übrigbleibenden dieser Zahlen 
ist, usw.) Wenn dagegen nur N— %k Gleichungen vorhanden sind, 
so werden die Lösungen unbestimmt und geben demnach in $,, $,, 
... V Örter bez. der Punkte x, y... Ist k<r, so wird die 
erste dieser Y eine V,, deren Ordnung gleich der Summe der oben- 
genannten Produkte wird, wo aber die m nur zu r—% statt zur 
kombiniert sind. 

Durch Anwendung dieses Theorems auf den Fall zweier Reihen 


490) Auch mittels der Durchschnitte von homologen Hyperebenen von 
Grundgebilden, die in mehr-linearer Korrespondenz stehen, oder dual, werden be- 
merkenswerte Mannigfaltigkeiten erzeugt. Wir erwähnen nur im [2m — 1] die Hyper- 
fläche von der Ordnung m, Ort der 00”"![m — 1], welche die Gruppen von m 
homologen Punkten von m festen Geräden verbinden, die in m-linearer Korre- 
spondenz stehen (die [m — 1] können augenscheinlich auch in der dualen Weise, 
d. h. als Durchschnitte der homologen Hyperebenen von m in m-linearer Korre- 
spondenz stehenden Büscheln betrachtet werden). Ein Sonderfall ist die Hyper- 
fläche ©, ... 2. + &m+ı::- %m=0. Für m=3 siehe Nr. 42 gegen Ende. 

491) Das beweist man unmittelbar, indem man die N Gleichungen in Fak- 
toren zerlegt voraussetzt, von denen ein jeder eine einzige Gruppe von Variablen 
enthält. Für den Fall zweier Reihen von Variablen ergibt es sich aus einer allge- 
meinen Formel von $. Roberts, Journ. f. Math. 67 (1867), p. 266 (Ende von p. 271, 
wo die « = 0 geselzt werden); und ist auch in anderer Weise von K. Th. Vahlen, 
Journ. f. Math. 113 (1894), p. 348, bewiesen worden. 

Betrachtet man jenes Theorem als ein Schnittheorem in bezug auf N Kon- 
nexe, so kann man daraus Korollare ähnlich denjenigen der Schnittheoreme in 
bezug auf ebene Kurven, auf Flächen, oder auf ebene Konnexe (wie denjenigen von 
A. Olebsch, Math. Ann. 6 (1872), p. 205) bilden. 
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von Variablen, deren eine linear auftritt, ergibt sich die Ordnung 
einer V, die durch Nullsetzen einer Matrix dargestellt wird. Aber 
darüber hat man ein allgemeineres Theorem von @. Salmon.*?) 
Man habe eine Matrix von 9 +1 Zeilen und g+1(>p +1) Ko- 
lonnen, deren Elemente Formen von &, &%, % ... x, sind, wobei das 
Element der ‘. Zeile und der j. Kolonne die Ordnung u, m) hat 
G@=0,1,..,92;j53=0,1,...,g). Alsdann hat die V, die durch Null- 
setzen sämtlicher Determinanten vom Grade p + 1 dieser Matrix dar- 
gestellt wird, die Dimension r +p —qg— 1 und die Ordnung 


S-p+1 ir 0 1 en Ar Rn Erbe 5, > ns De? 
wo mit s, die Summe der Produkte der m, zu je I einfach kombiniert, 
und mit I, die Summe der Produkte der u, zu je I vollständig kom- 
biniert, bezeichnet ist. 

Insbesondere hat man, wenn man sämtliche w oder sämtliche 
m gleich Null setzt, die folgenden Sätze, die als Ausdehnungen eines 
Satzes von Nr.9 betrachtet werden können: 1. Die Ordnung der V, FIRE 
Ort der Durchschnitte der homologen Formen von g+-1 linearen oo#- 
Systemen (9>p, 9 —p<r) der Ordnungen m’...m®, die pro- 
jektiv aufeinander bezogen sind, ist durch die Summe der (a + 11, 
Produkte der m, zu je g—p--1 einfach kombiniert, gegeben.“”) 
2. Die Ordnung der V,,,_,.ı, die durch p+1 projektiv aufein- 
ander bezogene lineare o0?-Systeme (49>p, 9—p<r) von Formen der 


Ordnungen üy...u, erzeugt ist, d. h. der Ort derjenigen Punkte, 
die in p-+-1 homologen linearen o0?”?-Systemen liegen, die in 
jenen enthalten sind, wird ausgedrückt durch 


Son amt + arg +.) 


492) Higher Algebra, 2. Aufl. Dublin 1866, p. 229, wo es durch Induktion 
gewonnen ist. $. Roberts beweist diese Formel in der in *) zitierten Arbeit 
und dehnt sie noch weiter aus, indem er anstatt der V, für die eine 
Matrix verschwindet (und die daher die Resultante einer Elimination aus 
linearen Gleichungen ist), die Mannigfaltigkeit betrachtet, die durch Elimi- 
nation, aus g—+1 Gleichungen, von p-+1 Variablen resultiert, die homogen in 
beliebigem Grade auftreten. — Vgl. auch über durch Matrizes darstellbare Glei- 
chungensysteme: A. Brill, Math. Ann. 5 (1872), p. 378. 

L. Cremona, „Preliminari“, Mem. Acc. Bologna (2) 6 (1866), p. 91, und (2) 
7 (1867), p. 29 (= Opere mat. 2, p. 279), behandelt in den Nrn. 121—123 (= Nr. 
147—149 der deutsch. Übersetz. „Theorie der Oberflächen‘) geometrisch einige 
Sonderfälle der Formel von Salmon, dieg=p+1,p-+2 entsprechen. 

493) Vgl. außer den erwähnten geometrischen Beweisen von Cremona den- 
jenigen von M. Pieri, Rend. Circ. mat. Palermo 11 (1897), p. 58. 

494) P. Lorenzola, Rend. Ist. Lomb. (2) 36 (1903), p. 162, studiert auf geo- 
metrischem Wege den zuletzt genannten Ort. Er betrachtet auch einen bez. lo, 
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Kehren wir zu dem allgemeinen Fall von Salmon zurück, so kann 
man betrachten die V von der Dimension 


rer 1, a —0 7.) 
(wenn diese Anzahl > 0 wird), Ort der Punkte x, die sämtliche 
Minoren der Ordnung ce + 1 der gegebenen Matrix verschwinden lassen. 
@. Z. Giambelli‘®) hat (ein Resultat von .C. Segre'®) ausdehnend) 
die Ordnung dieser Y bestimmt. Sie kann beispielsweise mittels 
der Determinante von der Ordnung »p +q — 2c +2 dargestellt wer- 
den, für welche die Elemente der (@+1). Zeile sind: 


as 1} h77) oz ir % -19 °°° a IPee8 S-p+0 7 Fe ZIP PU 

wo s, mittels der m, wie dieses früher angegeben worden ist, ausgedrückt 
wird (und s,—= 1 ist), wenn O<1/<g-+ 1 ist; wofern indessen diese 
Bedingung nicht erfüllt ist, muß man s,—= 0 setzen; in analoger Weise 
definiert man die t mittels der u.) — Nimmt man der Reihe nach 
c=p2,»—1,p—2,..., so kann man eine Reihe von Mannigfaltig- 
keiten 9%) (diejenige von früher), V7®, V®,... erhalten, die als Spe- 
zialfälle die V® von Nr. 9 umfassen.) 

Alles dieses gilt für allgemeine Matrizes. Giambelli hat auch die 
beiden Fälle der symmetrischen und der schiefsymmetrischen Matrizes 
behandelt.) Wir bezeichnen der Kürze halber mit {hu h,...h,} den 
Quotienten der Determinante der Potenzen von 9 Pı --:?„ mit Ex- 


ty-,. +, ip-fachen Basispunkt P für die gegebenen p +1 linearen 00°- Systeme; 
und er findet seine Multiplizität für den genannten Ort 


rt Pa) 
und den Tangentialkegel. Sodann wendet er sie auf die Jacobischen Gebilde an. 
495) Rend. Acc. Lincei (5) 12 (1903),, p. 294; Mem. Ist. Lomb. (3) 11 


(1904), p. 101. 
496) Wenn sämtliche u verschwinden, so reduziert sich diese Ordnung auf 


f 


| &-c+1 Sg-c+2 '"* Sg+p-Icti 
8,—c Sg-c+1'** 89+p-2%c 
So-p+1 Pg-p+2°"' &g-c+1 


Wenn außerdem sämtliche m untereinander gleich sind, so erhält man das 
Resultat von Segre, d. h. das Produkt von m®=°+0@-<+W in die am Ende von 
Nr. 9 angegebene Anzahl, wwh=p—c-+1 gesetzt sei. 

497) Auch hier sind sie (—c-+1),_.-fach für die V. Giambelli, 
Rend. Lincei (5) 14 (1905),, p. 570 u. 660 gibt auch die Gleichungen der Tan- 
gentenkegel an Y® in den Punkten der verschiedenen V" an und wendet sie 
auf die Gebilde an, die durch projektive lineare Systeme von Formen erzeugt 
sind, insbesondere auf die Jacobischen Mannigfaltigkeiten (Nr. 39). 

498) Atti Acc. Torino 41 (1905), p. 102. 


u 
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ponenten h,h,...h, durch die Determinante der Potenzen mit Ex- 
ponenten Ol...n. Man habe jetzt eine allgemeine symmetrische Deter- 
minante |a,,| (a,,= a,; i, k— 0,1,...,n), wo die a,, Formen der 
Ordnungen p,-+p, von 24%, ... 2%, sind, wobei entweder die Dal -D, 
oder aber die , — 3, Pı —4,...,2, — + ganze Zahlen >O sind. 
Wenn r— (rn —c+2),=0 ist, so wird diese im allgemeinen die 
Dimension der V, die sämtliche Minoren der Ordnungen c + 1 dieser 
Determinante anulliert; und die Ordnung dieser 9 wird: 


2 L..„e—Lhce+1l,c+3..,2n -cH1) 


Sei indessen die Determinante |a,,| schiefsymmetrisch (a,,+ a,,= 0) 
mit Formen der Ordnung p,+p, der ©, 2, ...x, als Elementen a,,, 
wobei noch sämtliche p oder sämtliche p — 4 ganze Zahlen sind.) 
Sei c eine gerade ganze Zahl. It r— (n—c-+1),>0, so wird 
diese im allgemeinen die Dimension der Y, die durch Nullsetzen 
sämtlicher Determinanten von der Ordnung e-+ 1 dargestellt wird, 
die in |a,,| enthalten sind (oder, was dasselbe ist, durch Nullsetzen 
der Minoren der Ordnung e + 2); und ihre Ordnung wird 


51,682. 044,., 2n — c).9) 
Giambelli hat in den zitierten Arbeiten alle diese Mannigfaltig- 


499) Im besonderen wird, wenn die 9,—= 4 gesetzt werden, so daß sämt- 
liche a,, von der Ordnung u sind, diese Ordnung u”"°+% multipliziert mit 


R+YM+Y!...!n—c+1)! 1121...n—ogl 
EICH... (2Rn—c— DH! (an — co! 1131... (@n—2c—1)! an —2ceHt1)! 








äquivalent den Ausdrücken, die am Ende der Nr. 17 stehen, wh=n—e-+1 ee- 
setzt sei. Vgl. ©. Segre, zitiert in 18%), 


Fürc=n—1,n—2, .. hat man eine Reihe von V, die auf der Ku 
die durch Nullsetzen der Determinante | «a,,| dargestellt wird, bez. doppelt, drei- 
fach, ... sind. 


500) Außerdem tritt die Bedingung hinzu, daß, wenn nicht sämtliche p, oder 
sämtliche P—4,>0 sind, so daß eines der p, z.B. p, <’0 ist, jedenfalls seine Summe 
?, +2; mit jedem anderen > 0 wird. 

501) Insbesondere wird, wenn man alle »,= } u setzt, diese Ordnung „+2, 
multipliziert mit 

1131...Cc—N!ARn—2c+2)! (In —2c+N!... (an — g! 
n—c+1)!m —c+2%Y!...n! 

Dieses Resultat (mit u = 1) verdankt man F'. Palatini, Rend. Lincei (5) 11 (1902),, 
p- 315, der es mit Hilfe der Betrachtung der linearen Komplexe von Geraden 
im 9, erhält. Es gibt in der Tat die Dimension und die Ordnung der Mannig- 
faltigkeit der linearen Komplexe (oder Nullsysteme), die von gegebener Art aus- 
geartet sind (Nr. 22). 





er 
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keiten eingehender studiert und noch allgemeinere Mannigfaltigkeiten 
betrachtet.°0?) 


39. Hyperflächen. In dieser ganzen Nummer bezeichnen wir 
immer mit f eine Hyperfläche der Ordnung » von S,, die durch 
die Gleichung f(x) = 0 dargestellt wird. Ihre ersten Eigenschaften 
ergeben sich ganz analog denjenigen der ebenen C und der F von $;. 
Eine f ist durch N = (n+ r),— 1 Punkte allgemeiner Lage bestimmt. 
Die f, die durch N—1, N—2,... Punkte allgemeiner Lage hin- 
durchgehen, bilden ein lineares oo!-, o0°-,...-System und haben eine 
V von der Dimension »— 2,n — 3, ... und der Ordnung n?, n°,... 
miteinander gemein. e 

Ein s-facher Punkt x von f ist dadurch charakterisiert, daß die 
(r+s—1), (s — 1)-fachen Ableitungen von f() verschwinden. Die 
Geraden, die f in » berühren (einen (s-+ 1) - punktigen Schnitt 
haben), bilden einen Kegel (Hyperfläche) von der Ordnung s mit x als 
Scheitel. Es kann vorkommen, daß dieser Tangentialkegel von höherer 
Art wird (wir nennen sie die Art des s-fachen Punktes x), d. h. als 
Scheitel einen S, hat (der-durch x hindurchgeht): das ist z. B. dann 
der Fall, wenn x auf einer V,, die s-fach für f ist, liegt. 

Setzt man A, fe) = I vs und weiter Af=A,A,f,..., 
so sagt man, daß A,f(x)—= 0 (wo # ein variabler Punkt ist) die 
s. Polare oder Polare von der Ordnung n — s des gegebenen Punktes 


y ist.: Setzt man symbolisch f(x) = a,*, so wird diese Polare 


n—S 8 
ara’. “‘ 


Geht die s. Polare von y durch & hindurch, so geht die Polare von 
der Ordnung s von & durch y hindurch. Vgl. die Theorie der Pola- 
rität für ebene Kurven und Flächen im $,. Wir erwähnen noch: die 
s. Polaren von y in bezug auf die Hyperflächen eines linearen Systems 
bilden ein lineares System. 

Liegt x auf f, so ist seine Polare der ersten Ordnung die Tangen- 
tialhyperebene in ihm. Ist x s-fach für f, so verschwinden seine Po- 
laren der Ordnungen < s, und diejenige der Ordnung s ist der Tangen- 
tialkegel. Die erste Polare eines beliebigen Punktes y schneidet f 
in der Mannigfaltigkeit der Berührungspunkte mit dem aus y um- 
schriebenen Kegel; sie hat außerdem jeden s-fachen Punkt von f 
als (s—1)-fachen Punkt. Daraus folgt, daß die Klasse von f im all- 


502) M. Bottasso, Ann. Acad. Polytechn. Porto 4 (1909), hat den Fall einer 
rechteckigen Matrix (m, n) behandelt, wenn m <n ist, die eine symmetrische 
quadratische Matrix von der Ordnung m enthält. 
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gemeinen n(n — 1)"-! ist?®); aber ein s-facher isolierter Punkt er- 
niedrigt sie um s(s—1)"-! Einheiten. In speziellen Fällen kann die 
Erniedrigung der Klasse noch größer werden: z.B. wenn ein Doppel- 
punkt der Art.k +1 vorliegt, d.h. wenn der Tangentialkegel desselben 
als Scheitel einen $, hat, so vermindert sich die Klasse im allgemeinen 
um 3 .2*-1 Einheiten.) 

Man kann die Polarität in bezug auf eine f auch synthetisch be- 
handeln.’®) Und es gibt Konstruktionen für die Polaren, wenn f mit- 
tels der in Nr. 38 angegebenen Methoden erzeugt wird.5%) 

Die ersten Polaren der verschiedenen Punkte von S, in bezug auf 
f bilden im allgemeinen ein zu $, projektives lineares System.) Hat 


503) L. Schäfli, zitiert in ”). 

504) C. Segre, Mem. Acc. Torino (2) 39 (1888), p. 3, Nr. 28. 

505) ©. Rodenberg, Math. Ann. 26 (1886). p. 557. Sind im $, die Form f 
und ein Punkt y gegeben, so projiziere man f aus zwei mit y auf einer geraden 
Linie liegenden, aber außerhalb 8, gelegenen Punkten. Alsdann wird man zwei 
Kegel haben, die ein Büschel von V,” im S, +ı bestimmen; in diesem Büschel 
gibt es eine V, die in S, und eine V*-1 zerfällt, die $, nach einer vn. 
schneidet, die Rodenberg die erste Polare von y in bezug auf fnennt. Aus dieser 
Definition folgen dann geometrisch alle Fundamentaleigenschaften der aufein- 
anderfolgenden Polaren. 

Für die Polarhyperebene eines Punktes (Harmionikale des Punktes) in bezug 
auf ein Simplex (als Hyperfläche der Ordnung r +1) siehe H. Kühne, Arch. 
f. Math. Phys. (2) 11 (1892), p. 353. 

506) A. Brambilla, Atti Acc. Torino 22 (1887), p. 787: Wenn f im S, durch 
r lineare projektive 00””1-Systeme derselben Ordnung erzeugt wird oder durch 
zwei lineare reziproke Systeme derselben Ordnung, so fällt die Polarhyperebene eines 
Punktes y in bezug auf f mit der Polarhyperebene von y in bezug auf die Form 
(bez. von der Ordnung r oder 2) zusammen, die durch die linearen Systeme 
von Polarhyperebenen von y in bezug auf die gegebenen linearen Systeme er- 
zeugt wird. — Dagegen betrachten A. Del Re, Giorn. di mat. 26 (1888), p. 348, 
und L. Berzolari, Rend. Acc. Lincei (5) 4 (1895),, p. 148 (der erste für g=2, 
der zweite für beliebige q) die Form f von der Ordnung Zm,, Ort der g-fachen 
Punkte eines Konnexes oder Korrespondenz [m, m; ... m,]: die Polarhyper- 
ebene von y in bezug auf f fällt mit der Polarhyperebene von y in bezug auf 
die Form derselben Ordnung zusammen, welche die Gesamtheit der r Formen von 
den Ordnungen m, , Mg, ..., m, ist, deren jede in dem gegebenen Konnex y ent- 
spricht, betrachtet als Verein von g—1 Punkten. Dieser Satz kann (wie Ber- 
zolari bemerkt) auf die Form angewandt werden, die durch g lineare pro- 
jektive 00?” 1-Systeme von den Ordnungen m, , My, .. -, m,, oder auch durch zwei 
reziproke lineare Systeme von den Ordnungen m, und m,, erzeugt wird. 

507) Daraus folgt, daß, wenn zwei Hyperflächen von der Ordnung n dasselbe 
System von 1. Polaren haben, dieses eine Kollineation unter den Punkten hervor- 
ruft, welche dieselben Polaren haben. So hat EZ. Bertini, Rend. Acc. Lincei (5) 7 
(1898),, p. 217 mit der Theorie der Homographien (Nr. 14) die Frage nach den 
Formen mit denselben ersten Polaren verknüpft. Derartige Formen machen ein 
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die erste Polare von y in x einen Doppelpunkt, d. h. ist die Po- 
lare der zweiten Ordnung von x ein Kegel mit dem Scheitel in y, 
d.h. ist I; y, fa = 0 für jedes k, so ist der Ort der & die Hesse- 
sche Form H= |f,.|= 0 von der Ordnung (r + 1) (n — 2), und der 
Ort der y ist die Steinersche Form $ von der Ordnung (r +1) (n— 2)r. 
H schneidet auf f die parabolische V,_, aus, d. h. den Ort der Punkte x, 
die für den Durchschnitt von f mit den Tangentialhyperebenen in 
x Doppelpunkte zweiter Art sind. A. Voss°®) hat die ein-eindeutige 
Korrespondenz zwischen H und $ studiert. $ ist die Enveloppe der 
Polarhyperebenen der Punkte von H in bezug auf f. Es gibt auf H 
eine Doppel-V,_,, Ort der Punkte &, für die die ersten Unter- 
determinanten von H verschwinden: jedem solchen Punkte & entspre- 
chen auf $ sämtliche Punkte y einer Geraden; und längs dieser Ge- 
raden wird $ von einer (stationären) Hyperebene berührt.5%) — Analog 
kann man auf H eine ganze, Reihe von V, H®, von der Dimension 
r—(h+1),(h=2,3,...) betrachten, die Örter der Punkte x, deren 
Polar-Q Kegel der Art k sind, d. h. die Örter der Punkte x, für 
welche die Unterdeterminanten der Ordnung r—h-2 vor H ver- 
schwinden.) Die H% ist h-fach für H: jedem ihrer Punkte ent- 


lineares System aus; je 2 geben eine Kollineation, deren Haupträume fest sind, 
und die jenes lineare System in sich transformiert. Man kann, im allgemeinen, 
eine Hyperfläche, die mit einer anderen dieselben ersten Polaren hat, dadurch 
charakterisieren, daß man sagt, daß in bezug auf sie (als Ort) die Hyperflächen 
der 2. Klasse apolar sind, die von gegebenen linearen Systemen von Hyper- 
ebenen, von den Dimensionen A’ —1, h’” —1,... berührt werden, wo 


Dhr=r+1 ist. 

508) Math. Ann. 27 (1886), p. 515. 

509) Auf jener Geraden liegen r Kuspidal-Punkte von $. Man hat daher auf 
$ eine (von der eigentlichen parabolischen V,_, verschiedene) singuläre para- 
bolische V,_,, die von jenen Geraden beschrieben wird, und eine Kuspidal-P,_,. 

A. Voss gibt in einer weiteren Note, Math. Ann. 30 (1887), p. 418 die fol- 
gende Formel. Kennzeichnet man durch untere Indizes die Ableitungen in bezug 
auf x, so heiße U die Kovariante von f, die durch die Determinante dargestellt 
wird, die als Element (i, k) die Summe 

> B,m Firm 
Im 
hat. Alsdann kann die Hessesche Form von H so dargestellt werden: 
H,;=U+Af+BH, 


wo A und B gewisse Formen sind. — Daraus folgt insbesondere für die kubi- 
schen Formen: 
H,=4Af+BH, 
wie schon in der in °°®) zitierten Note. 
510) Eine Idee davon hat E. Ascione, Giorn. di mat. 31 (1893), p. 210, ge- 


89. Hyperflächen. 935 


spricht auf S ein [—1], längs welchem $ von einer Hyperebene 
berührt wird, usw. Die Ordnung von H® ist (Nr. 38) (n — 2)" R+N, 
multipliziert mit 
a 9 u RER ED) 
A, R+2,-..-@h—1), ° 
en ET nie) ER RE U ED) ER 
Rd Atari.» Ch— Yarı 
.In einem s-fachen Punkte O von f von der Artk+1 hat Z 
im allgemeinen die Multiplizität ("+ 1)s — 2r + k: der Tangential- 
kegel an H besteht 1. aus dem Kegel , der f in O berührt, 2. aus 
der Hesseschen Form von der Ordnung (r—k) (s—2) von p in 
dem Grundgebilde {k}, das als Achse den Scheitel von p hat; 
3. aus einem übrigbleibenden Kegel von der Ordnung k(s—1), der 
leicht definiert werden kann.°'?) 

P. Gordan und M. Noether®!?) haben die Hyperflächen, deren 
Hessesche Form identisch verschwindet, behandelt. Außer den Kegeln 
hat man, wenn r >53 ist, andere Formen: z. B. die f? mit einem Dop- 
pel-S,, wo 2k>r ist. Diese Autoren bestimmen eine umfassende 
Klasse von Hyperflächen, die der genannten Bedingung genügen: zu 
dieser Klasse gehören die Formen 


Da, 2, 9 At eat tu d,_n 
wo die %» Formen derselben Ordnung von X, &, ...x, sind, und ® ein 
solches Polynom in h -+ 2 Argumenten ist, daß jener Ausdruck homo- 


genin&,...2,wird. Setztmanr=4undh=1, so liefert dieser Aus- 
druck sämtliche Formen von S, mit 4=0, die nicht Kegel sind.) — 





wenn Ah ungerade ist; 





‚ wenn h gerade ist.°1!) 


geben. Die Bestimmung der Ordnungen der H) ist (Nr. 38) von C. Segre, zitiert 
in 1%4) ausgeführt worden. Setzt man A=2, so ergibt sich, daß die von Voss 
betrachtete Doppel-V,_, von H die Ordnung (r +2), (n — PL hat. 

Die H® und f gemeinsamen Punkte sind diejenigen Punkte von f, in 
denen der durch die Tangentialhyperebene auf f gemachte Schnitt einen Doppel- 
punkt von der Art h-+1 hat. 

511) Die beiden Formeln können in eine vereinigt werden, wie in 499), 

512) Für k=0 siehe °°%). Für beliebiges k C. Segre, Rend. Acc. Lincei (5) 
4 (1895),, p. 143. Hier ist auch die Ordnung der Berührung studiert worden, 
die mit H eine Tangente an f in dem s-fachen Punkte hat; und es wird 
z. B. gefunden, daß sie höher als die erste in den drei Fällen ist: 

(n, 8) a (9,5), (10,4), (10,7). 

8513) Math. Ann. 10 (1876), p. 547. 

514) U. Perazzo, Giorn. di mat. 38 (1900), p. 337, hat direkt die f® mit 
H=0 studiert, indem er sich auf die Tatsache stützt, daß die Polar-Q in bezug 
auf diese Kegel sind, so daß die Eigenschaften der Büschel von Kegel 2. Ordnung 
(Ende von Nr. 20) angewandt werden können Insbesondere findet er, daß in 
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Für eine punkt-allgemeine f” hat man unmittelbar einige Theoreme 
über die vielpunktig berührenden Tangenten. In jedem (einfachen) Punkte 
von f gibt es (r— 1)! r-punktige Tangenten, oo'(r —1)-punktige, die 
eine Kegelfläche der Ordnung (r— 2)!, 00””‘ (wenn ö<r) i-punktige, 
die eine 7 der Ordnung (*— 1)! bilden. Durch einen gegebenen 
Punkt gehen n(n — 1)... (a —r + 1) r-punktige Tangenten. — H. Schu- 
bert hat mittels seiner abzählenden Methoden schwierigere Probleme 
gelöst.55) So hat er gefunden (wenn das Symbol p die in der An- 
merkung angegebene Bedeutung hat): Die Zahl der (2r — 1)-punk- 
tigen Tangenten ist 


r-1 


DI Der+o, gar ar to D-wee. 
0 ; 
Die Anzabl der Geraden, die in einer Hyperfläche der Ordnung 


Sy, 55, 8, die genannten Formen so dargestellt werden können: 


1 AUGE. 7 en ui FE 7 uk 7 
wobei v eine kubische Form von &,, %,; 4, &g, Be; %y, Ip, Dar Kr ist Außerdem 
existiert für den $, dieser andere Typus 9, +++ %, wo % und 
die g Formen von %,, &%,, &, (bez. von der 3. oder 2. Ordnung) sind. 

515) Math. Ann. 26 (1886), p. 52. Bezeichnet man mit p(p, q) die Summe 
aller möglichen Produkte von je q unter den p Zahlen 1,2,..., 2, so daß 
p(p, p)=p! ist, so ist das allgemeinere Resultat von Schubert das folgende. Die 
Zahl der @ + 1)-punktigen Tangenten, die einen gegebenen [a] treffen, und deren 
Berührungspunkt auf einem gegebenen [+1 — a] liegt, ist 


f 
v 


e=t 

-).- 1y0 7% (o), p(i, e)- n’+'70% — der analogen Summe, in der r an Stelle 
v_ [77 

von a steht. 

Insbesondere folgt daraus eine schon von @. Halphen, Journ. de math. (3) 2 
(1876), p. 257 und 371 angegebene Zahl. Dort werden die Punkte der Hyper- 
fläche f bestimmt, die einer durch eine algebraische partielle Differential- 
gleichung ausgedrückten Bedingung genügen; und zwar ergeben sie sich als 
Schnitt von f mit einer anderen Hyperfläche. So ergibt sich, daß die Punkte 
von f, in denen diese eine (r + 1)-punktige Tangente gestattet, den Durchschnitt 
von f mit einer Form der Ordnung: 


nf(i+44+g +4) nr] 


bilden. Und diejenigen Punkte von f, für die 2 der r-punktigen Tangenten 
zusammenfallen, bilden den Durchschnitt von f mit einer Form der Ordnung: 


en lg ++ + ‚em? 





r—1i 2 


+r 1] 2) s 
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n—=2r—3 des $, vollständig enthalten sind, ist 

r-2 

DE Dee +9), y@r—3,r + — 1) (ar — Bjrmem150) 

0 . 

G. Marletia hat einige Resultate von Schubert wiedergefunden 
und neue über die geraden Linien hinzugefügt, die in einer Hyperfläche 
der Ordnung » <2r — 3 enthalten sind, und über die Geraden, die 
in der Sehnitt-V gegebener Hyperflächen liegen.’!”) 

Die Reyesche Theorie der Apolarität für Flächen des $5,°'°) ist 
teilweise, besonders in dem Buche von W. Fr. Meyer, auf die Hyper- 
flächen des S, ausgedehnt worden. Zwei Formen, f von der Ordnung n, 
p von der Klasse n, heißen Akonjugiert oder apolar (oder man sagt: 
f stützt oder trägt p; oder p stützt sich, oder ruht, auf f), wenn man, 

! 
fe! = an na Gil een 
Z n! ; 
Bene - piatı.. pa. nie 


gesetzt, « "= 0 hat, d.h.: 


n! A 
Be EN ee 


Eine Form f von der Ordnung » stützt eine p der Klasse m (sie sind 
apolar), wenn f mit jeder Form (m —n). Ordnung (m>n) zusammen 
eine p stützende Form m. Ordnung bildet, oder wenn (n>m) p mit 
jeder Form (n — m). Klasse zusammen eine auf f ruhende Form 
n. Klasse bildet. — Die Apolarität ist eine lineare Beziehung; sie verknüpft 


516) Spezialfälle: Eine f” des S, hat 35%. (mn — 6) (3% — 10) (Tn — 12) 
7-punktige Tangenten. Eine f” des S, hat folgende Zahl 9-punktiger Tangenten: 


21n (n — 8) (1069n° — 10672n? + 32748n — 30240). 


Eine f* des S, enthält oo! Gerade, die eine Linienfläche der Ordnung 320 bilden. 
Eine f® des $, enthält 5°- 23 —= 2875 Gerade. 

Über die Tangenten in mehreren Punkten einer Hyperfläche gibt es noch keine 
allgemeinen Untersuchungen. 

517) Atti Acc. Gioenia Catania (4) 16 (1902). Es sind auch verschiedene 
spezielle Probleme betrachtet worden; z. B. für Hyperflächen mit einer gegebenen 
vielfachen Geraden oder Ebene: die Anzahl der gemeinsamen Geraden, die 
mit dieser inzident sind. 

Für die Geraden, die in einer V liegen, die der Darchschnitt allgemeiner 
gegebener Hyperflächen ist, kann auch die Formel von Schubert (Ende von Nr. 7) 
über die Anzahl der zwei Systemen von gegebenen Gradzahlen gemeinsamen Ge- 
raden dienen. - 

518) Journ. für Math. 78, p. 97; 79, p. 159; 82, p. 1 (1873—1877). Zu An- 
fang der zweiten dieser Abhandlungen ist auf die Möglichkeit der Ausdehnung 
auf den $8, hingewiesen worden. ! 
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lineare Systeme von Punktformen mit linearen Systemen von Hyper- 
ebenenformen.’!?) — In ähnlicher Weise kann man eine (lineare) Be- 
ziehung von Apolarität zwischen Komplexen von [k] und Komplexen 
von Räumen betrachten, die zu diesen dual sind, d.h. [r — k — 1].%) 

In betreff der Darstellung einer Form von der Ordnung » mit- 
tels einer Summe von n. Potenzen von linearen Formen (ein Gegen- 
stand, den man mit der Theorie der Apolarität verknüpfen kann) 
siehe Nr. 44. — 

Jacobischer Mannigfaltigkeiten von Hyperflächen f, fı - . . der Ord- 
nungen », | ... gibt es zwei Arten. Für g +1 Hpyperflächen mit 
r <q<2r hat man die Jacobische Mannigfaltigkeit 


Oh Dh... Oh 
0 0% 0%, 
eh 2h,, Oh 
08%, : 08, a. 


von der Dimension 2r — q—.1, den Ort der Punkte, deren Polar- 
hyperebenen in bezug auf f, f} -.. /, einen Punkt gemeinsam haben. 
Ihre Ordnung ist gegeben (Nr. 38) durch die Summe der (+1), 
Produkte der (v, — 1) zu je g—r-+-1 einfach kombiniert. Dagegen 
hat man für p + 1 Hyperflächen, wo p < r ist, die Jacobische Mannig- 
faltigkeit 


eh eh 22h 
0% 08%, PER» 
a ud 
Of: 07 of, „ 
00, 0m Om 


von der Dimension p — 1, Ort der Punkte, deren Polarhyperebenen 
in bezug auf ff - - f, einen [r — p] miteinander gemein haben. 


519) So ruft, wenn die Formen f der Ordnung n und diejenigen p der Klasse n 
bez. auf die Punkte von zwei Räumen von der Dimension N(n) abgebildet werden, 
die Apolarität zwischen den genannten Formen eine Reziprozität zwischen den 
beiden Räumen hervor. Demzufolge sind zu einem linearen oo*-System von f” 
sämtliche 9” eines linearen Systems von der Dimension N (n) —k — 1 apolar, usw. — 
Sind zwei lineare Systeme von derselben Dimension, das eine $ von Formen der 
Ordnung n, das andere & von Formen der Klasse n, gegeben, so gibt es, wenn 
in Soo% zu sämtlichen Formen von & konjugierte existieren, in 200% Formen, 
die zu sämtlichen Formen von 8 konjugiert sind (für = 0 bei J. Rosanes, Journ. 
f. Math. 142 (1912), p. 57). 

520) $. Kantor, zitiert in ®?°). Betrachtet man ferner 2 V als Enveloppen, 
die eine von [k], die andere von [r—k— 1], und schreibt man vor, daß diese 
Komplexe von Tangentenräumen apolar sind, so wird zwischen den beiden V 
eine Apolarität vom (k + 1). Range definiert. 
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Ihre Ordnung ist (Nr. 38) die Summe der Produkte der (»,— 1), mit 
Wiederholung, zu je r— p +1 kombiniert.°?) 

Endlich erwähnen wir, daß jede V,_,, die in einer Hyperfläche 
von S, ohne mehrfache Punkte liegt, wenn # > 3, der vollständige 
Durchschnitt dieser mit einer anderen Hyperfläche ist.°2?) 


40. Systeme von Hyperflächen. Moduln. Postulation. Für die 
linearen Systeme von Hyperflächen des $, gelten die folgenden beiden 
Theoreme von E. Bertini®?): Hat eine allgemeine Hyperfläche eines 
Linearsystems s-fache (s> 1) variable Punkte, so ist ihr Ort eine für 
das Linearsystem (s — 1)-fache Basismannigfaltigkeit. — Wenn nicht 
sämtliche Hyperflächen eines linearen Systems einen festen Bestand- 
teil gemeinsam haben, aber alle reduzibel sind, so zerfallen sie in 
Teile, die Formen eines und desselben Büschels sind (und daher in 
diesem eine Involution bilden). 

Ist ein Linearsystem ». Ordnung durch die Formen f, («), fı (@), 
... bestimmt, so nennt man die Jacobische Mannigfaltigkeit dieser 
(Nr. 39) die Jacobische des Linearsystems. Man hat 2 Fälle mit ver- 

schiedenen Definitionen (Nr. 39), je nachdem die Dimension des Sy- 
 stems g>r (aber <2r), oder p<r ist. Im zweiten Falle kann man 
die Jacobische auch als den Ort der Doppelpunkte der Hyperflächen 
des Systems definieren, oder als Ort (wenn p>1 ist) eines Punktes 
von der Beschaffenheit, daß die oo?-! Hyperflächen des Systems, 
die hindurchgehen, dort einen Tangential-/r —p-- 1] miteinander 
gemein haben. °?*) 

Hat ein Linearsystem die Dimension »<r, so schneiden 9 all- 


521) Vgl. für den Fall p=1: M. Pieri, Rend. Lincei (4) 3 (1887),, p. 196. 
Für beliebiges p siehe die Untersuchungen über die Jacobische eines linearen 
Systems von P. Lorenzola, zitiert in °?®), 

522) Dies ist die Ausdehnung eines bekannten Theorems für die Flächen 
des S,, und eines von F. Klein über die Hyperflächen 2. Ordnung, zitiert am 
Ende von 25%), Es ist für Hyperflächen 3. Ordnung des 8, von @. Fano, Atti 
Acc. Torino 39 (1904), p. 597 gegeben worden, wo es auch auf verschiedene Fälle 
von V° mit Doppelpunkten ausgedehnt worden ist. Dann allgemein von F. Se- 
veri, Rend. Lincei (5) 15 (1906),, p. 691. Ferner hat @. Fano teilweise den Satz 
des Textes auf die Y,_, ausgedehnt, die auf einer Y, liegen, wenn diese der 
vollständige Durchschnitt von r — k Hyperflächen ist: Atti Acc. Torino 44 (1909), 
p- 6353. 

523) Rend. Ist. Lomib. (2) 15 (1882), p. 24; „Introduzione“, p. 227 u. 231. — 
Vgl. auch in betreff des 2. Theorems die mehr algebraischen Beweise von 
J. Lüroth, Math. Ann. 42 (1893), p. 457; 44 (1894), p. 539. 

524) Die Linearsysteme von Q@ geben zu verschiedenen speziellen Eigen- 
schaften Veranlassung. Vgl. z.B. P. H. Schoute, Archives Teyler (2) 7 (1902), 
p. 117. 
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gemeine Hyperflächen desselben einander außer in den Basismannigfal- 
tigkeiten in einer V,_, (insbesondere einer Punktgruppe), die beim 
Variieren jener Hyperflächen eine oo? von V,_, von der Beschaffen- 
heit beschreibt, daß durch einen Punkt allgemeiner Lage von $, eine 
von ihnen hindurchgeht: jede Hyperfläche ist ein Ort solcher V,_, 
Es kann auch ein lineares System von der Dimension >r mit einem 
solchen System oo* von V,_, zusammengesetzt sein (vgl. %). Dann 
und nur dann wird (vorausgesetzt, daß k<r ist) das Linearsystem 
vom Grade 0 (d. h. r allgemeine Hyperflächen des Systems schneiden 
einander außer in den Basispunkten nicht). So beantwortet sich auch 
die Frage: wann ist die Jacobische Form eines linearen o0”-Systems 
unbestimmt.5?) — 

Sind in einem S, zwei unendliche lineare o’-, oo'-Systeme von 
Hyperflächen von den Ordnungen u, v gegeben, so ist, wenn 


t=r—-h—-k>0 


ist, die Mannigfaltigkeit von der Dimension h + k— 1, Ort der Be- 
rührungspunkte der Formen des einen Systems mit denjenigen des 
anderen, von der Ordnung 


t+1 


Date i+ Da Ya dt + 


++ ade De — Di 


ie 
r 


und gehört unter‘ diejenigen, die mittels Matrizes wie in Nr. 38 
darstellbar sind.°®) _M. Pieri hat auch die Ordnung jener V in 


525) E. Bertini, Rend. Lincei (5) 10 (1901),, p. 73; „Introduzione“, p. 234 
und 235. 

526) G. Z. Giambelli, Rend. Circ. mat. Palermo 23 (1907),, p. 302. Dort findet 
_ man auch die Ordnung des Durchschnitts jenes Ortes W mit der Basis eines 
jeden der beiden gegebenen Systeme; die Multiplizität von W in einem Punkte, 
dessen Multiplizitäten für die Formen gegeben sind, welche die beiden Systeme 
bestimmen; den Tangentenkegel in diesem Punkte an W. — Für den Fall, daß das 
eine System aus Hyperebenen besteht, hatte schon P. Lorenzola, Giorn. di mat. 43 
(1905), p. 213, diese Fragen eingehend behandelt, indem er sie weiter für das 
Jacobische Gekilde eines linearen oo%-Systems (k < r) von Formen der Ordnung u 
verwandte. So bat, wenn ein Punkt P die Multiplizität s für sämtliche Formen 
des Systems hat, P für das Jacobische Gebilde die Multiplizität (s — 17 fr +1). 
(+1) — 2%ir),-ı]; aber wenn P für eine Form des Systems die Multiplizität 
>s hat, so wird seine Multiplizität für das Jacobische Gebilde größer; sie ist 
ebenfalls durch Lorenzola angegeben worden. Usw. 
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dem Falle bestimmt, in dem die beiden Systeme von Hyperflächen 
nicht linear sind.°2) — : 

Alle Hyperflächen, die mit gegebenen Multiplizitäten durch ge- 
gebene Mannigfaltigkeiten hindurchgehen, bilden einen Modul; d.h. 
man kann in begrenzter Zahl Formen F, ... F', finden, so daß sämt- 
liche Hyperflächen folgendermaßen dargestellt werden können: 


AFR+rTARH+ An; 


wo die A passend gewählte Formen von der Beschaffenheit sind, daß 
die linke Seite homogen wird.??®) Die Basis F,F,...F,, des Moduls 
ist in den folgenden Fällen bestimmt worden. 


527) Giorn. di mat. 30 (1892), p. 133. Aus den Koinzidenzformeln (Nr. 46) folgt: 
seien 7, die Hyperflächen des oo’-Systems, die einen gegebenen [k+1—1] in 
Punkten eines innerhalb dieses Raumes gegebenen $, berühren, und ähnlich 
6, für das System oo*. Wird ferner = r—h—k gesetzt, so wird die oben 
genannte Ordnung: 


n:+100 + ne +0) + n-1(0ı ++ ++ HMO 49) 


Insbesondere beträgt die Ordnung der Y,_,, welche der Ort der Berührungspunkte 
einer Hyperfläche von Ränge: ge, (Ordnung); @,, -- -, @,_, (Klasse) mit Formen des 
oo*-Systems ist, 


er + 10 +:..+909,_,-1 + 09,-+- 


Dual für die Tangentialhyperebenen usw. 

Vgl. auch bei M. Pieri, zitiert in °*%), ein Theorem, das die numerischen 
Charaktere eines oo%-Systems von V, mit beliebigem ö miteinander verknüpft. — 

Wir erwähnen hier noch einige Ergebnisse von F. Schuh, Proc. Akad. 
Amsterdam 9 (1907), p. 573. Für ein oo!-System von Formen bezeichnen u, » 
die Anzahlen derjenigen, die durch einen gegebenen Punkt hindurchgehen 
oder bzw. eine gegebene Gerade berühren. Alsdann ist für r oo!-Systeme von 
Formen (u, 9,)... (ürv,) des S der Ort der Punkte, durch die r Formen hin- 
durchgehen, die dorteine gemeinsame Tangente besitzen, eine Form.der Ordnung 


lt ++ ro). Man habe ferner, immer im &,,r—+1 


Büschel von Formen der Ordnungen My; Myy ..., My; und es werde mit a, die 
Anzahl der Schnitte, die nicht auf den Basisgebilden liegen, von r Formen der 
Büschel (m,)...(m;) bezeichnet; und ähnlich a,, ....: alsdann ist der Ort der 
Punktepaare, die auf r-+1 Formen jener Büschel liegen, eine Form von 
der Ordnung # +1-+ Da, — 2)m;, welche die Basis V,_s des Büschels (m,) 
als (a,— 1)-fach enthält. 

528) Das folgt aus einem Fundamentalsatz von D. Hilbert, Gött. Nachr. 
1888, p. 450; 1889, p. 25 — Math. Ann. 36 (1890), p. 473. 

Wie man sieht, handelt es sich hier um die Ausdehnung eines Fundamen- 
talsatzes von M. Noether in bezug auf ebene Kurven und Flächen des $,. 

Über die linearen Bedingungen, die den Koeffizienten einer Form 
auferlegt werden, wenn sie einem gegebenen Modul angehören soll, siehe 
F. S. Macaulay, Verhandlg. des 3. internationalen Mathematiker-Kongresses in 
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Schneiden sich in 8, A(<r) Hyperflächen F,...F, in einer 
Mannigfaltigkeit ® von der Dimension r — h und nicht größer, von 
der kein Bestandteil (von der Dimension r — h) mehrfach ist, als- 
dann bilden die Formen, die durch © hindurchgehen, den Modul 
ER A) 

Allgemeiner, auch wenn ein Bestandteil von ® in ® mehrfach 
zu zählen ist, aber immer ein Punkt allgemeiner Lage P jedes irre- 
duzibelen Teiles von ®, den sog. einfachen. Fall darbietet (d. h. 
die % Tangentialkegel an die F in ihm keinen Durchschnitt von 
höherer als der (r — h). Dimension haben); aldann gehört jede Hyper- 
fläche, die in jedem Punkte P, der s,-...s,-fach für F}\...F, ist, die 
Multiplizität ,+---s,—h-+1 hat, zu dem Modul (F,...F,).°°) 
Dasselbe gilt für die Formen, die ® enthalten und die in jenem 
P die Multiplizität &— 3,3, +5 4:5, —h+1 haben, 
wenn die F, anstatt hier den einfachen Fall darzubieten, für A=r 
die Schnittmultiplizität & haben oder, wenn Ah<r ist, durch einen $, 
durch P nach h Formen geschnitten werden, die dort die Schnitt- 
multiplizität « haben.°®!) 

Eine Ausdehnung in anderem Sinne eines der vorhergehenden 
Sätze ist diese: wenn F\...F, einander nach einer Mannigfaltigkeit 
& von der Dimension r — h ohne mehrfache Bestandteile schneiden, 
so kann jede Hyperfläche, die ® als (wenigstens) s-fache Mannig- 
faltigkeit enthält, als Form vom Grade s in den F dargestellt werden 
(wobei die Koeffizienten Formen der x sind).°??) — 


’ r 


Heidelberg 1904 (Tenbner 1905), p. 284, und Math. Ann. 74 (1913), p. 66. Vgl. auch 
E. Lasker in Math. Ann. 60 (1905), p. 20. 

529) F. Severi, Rend. Lincei (5) 11 (1902),, p. 105. 

530) R. Torelli, Atti Acc. Torino 41 (1905—06), p. 224. 

Im Falle A=r müssen die r Formen F einander in einer endlichen An- 
zahl von Punkten schneiden und dürfen in keinem dieser Punkte eine gemein- 
same Tangente besitzen. Das Theorem folgt in diesem einfachen Falle aus 
einem Satz, der bei J. König, Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen 
Größen, Leipzig 1903, p. 389, zu finden ist. (In diesem Buche findet man, in 
algebraischer Form, noch weitere Theoreme über die Durchschnitte von Formen, 
über Moduln usw.). Siehe auch F. Severi, Atti Acc. Torino 41 (1905—06), p. 205; 
E. Bertini, Rend. Lincei (5) 18 (1909),, p. 365; und die in °2*) zitierte Arbeit von 
Lasker. f 

531) E. Bertini, Rend. Lincei (5) 18 (1909),, p. 637. Vgl. auch die weitere 
Verallgemeinerung in (5) 19 (1909),, p. 3. 

532) R. Torelli, zitiert in °®%), und auch @. Z. Giambelk, Atti Acc. Torino 
41 (1905—06), p. 235. — 

Giambelli betrachtet auch eine V,_,, die, anstatt vollständiger Schnitt 
von h Hyperflächen zu sein, durch Nullsetzen einer Matrix mit zwei Horizontalen 
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Die vorhergehenden Untersuchungen sind aufs engste verknüpft 
mit der Frage nach der Anzahl der voneinander unabhängigen linearen 
Bedingungen, die einer Hyperfläche von der Ordnung 2 (d. h. 
ihren Koeffizienten) auferlegt werden, wenn sie eine gegebene V,, ent- 
halten soll: Postulation dieser 7 für Hyperflächen der Ordnung |. 
D. Hilbert (zitiert in °2®)) hat bewiesen, daß wenn I oberhalb einer be- 
stimmten Grenze liegt, jene Zahl wird: 


Im ey tl tal t + Kada 


wo die Koeffizienten y ganze, von der V bestimmte Zahlen sind. 
Hilbert nennt g(l) die charakteristische Funktion der V. Man nennt 
sie auch die Postulationsformel. 

Hat man z.B. h Hyperflächen von den Ordnungen n,...n,, die 
sich in einer Y,_, ohne mehrfache Bestandteile schneiden, so ist die 
Postulation dieser für die Hyperflächen der Ordnung ? 


HN Ian HN + DU mn tn. 
+ 1 u 


wo in den Summen nach den Indizes ©j... die einfachen Kombi- 
nationen von 1, 2,..., h zu je 1, 2,.... zu nehmen sind.°®®) 

Sind zwei V gegeben, so gibt die charakteristische Funktion ihrer 
Gesamtheit, vermehrt um die charakteristische Funktion ihres Durch- 
schnittes, eine Summe, die gleich der Summe der charakteristi- 
schen Funktionen der beiden V ist. Aus diesem Theorem von Hil- 
bert und anderen analogen erschließt man die Darstellbarkeit als Modul 
und demnach die Postulation für die Formen der Ordnung /, die eine 
V, enthalten soll, auch in Fällen, in denen diese nicht den voll- 
ständigen Durchschnitt von r — d Formen darstellt. °*) 


(und eventuell weiterer Formen) dargestellt werden kann: und so stellt er 
unter passenden Bedingungen von Allgemeinheit die Hyperflächen, die durch 
jene V hindurchgehen, als einen Modul dar. — 

In einer neueren Arbeit, Rend. Ist. Lomb. (2) 45 (1913), p. 1016, gibt Giam- 
beli den Modul an, der von den Hyperflächen gebildet wird, für die nicht 
nur jene © des Textes s-fach sein soll, sondern die außerdem längs © eine der 
F (oder auch die Schnitt-V einiger F') berühren sollen. 

533) Severi, zitiert in °2°) und 39), 

534) F\. Severi, Rend. Circ. mat. Palermo 28 (1909),, p. 33; R. Torelli, Ann. 
di mat. (3) 18 (1911), p. 81. 

W. Wirtinger, Untersuchungen über Thetafunktionen, Leipzig 1895, p. 20 
leitet durch Anwendung des oben erwähnten Theorems von Hilbert die charak- 
teristische Funktion des Durchschnitts einer V mit gegebenen regulären Hyper- 
flächen aus der charakteristischen Funktion der V her. 
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Die Frage, auf die man die charakteristische Funktion an- 
wendet, läßt sich so ausdehnen: Man fordert von einer Hyperfläche 
der Ordnung /, auf einer oder mehreren gegebenen Mannigfaltigkeiten 
(auch von verschiedener Dimension) vorgegebene Multiplizitäten zu 
haben. Die Postulation dieser Bedingungen, für genügend großes |, 
läßt sich noch mittels einer Funktion wie der früheren g(l) aus- 
drücken. So erhält man die Dimension eines vollständigen linearen 
Systems von Hyperflächen der Ordnung 2 (d.h. eines linearen Systems, 
das durch seine Basismannigfaltigkeiten bestimmt ist), wenn / genügend 
groß ist.?®°) 

41. Durchschnitte von Mannigfaltigkeiten. F\. Severi*'®) hat ge- 
lehrt, die allgemeineren, in Nr. 37 definierten Charaktere für den 
Durchschnitt zweier gegebener V zu bestimmen. So findet er, daß 
eine V, von den Rängen go, (Ordnung), @,, .--, g, und den Ständen 
(ceti) ©, (Ordnung), ®,, @,..., und eine V,,, von den Rängen g' 
und den Ständen ®’, wenn sie sich in allgemeiner Lage befinden, 
undh=k+%—r>0 ist, eine V, miteinander gemein haben, deren 
Ränge sind: 


t 
= Die’... G=0,1,...,h), 
0 - 
und deren Stände sind: 


v, — Dio,0l-i el, 1, 

Insbesondere findet man auf diese Weise, daß die Schnitt-V, von 
»— %k Formen der Ordnungen 9%, -.., %,_,; als Rang oe, das Pro- 
dukt dieser Ordnungen in die Summe der Produkte der an — 1 kom- 
biniert mit Wiederholung zu je i hat.) Und wenn 2k<r ist, so 


535) E. Bertini, „Introduzione“, p. 256, wo die Postulationsformel so auftritt: 


KAHN tER+d- Dat tal tYı rKa 
wo mit d die höchste Dimension der angegebenen Basisgebilde bezeichnet ist. 
(Diese Formel wird unmittelbar in diejenige von Hilbert übergeführt.) Die Koeffi- 
zienten %,k,...k,;_. sind dieselben, die in der analogen Formel für die Gruppe 
von Schnittgebilden der gegebenen V mit einer Hyperebene allgemeiner Lage 
auftreten. 

R. Torelli und G. Z. Giambelli geben in den in °°°) und °°*) zitierten Ar- 
beiten die explizite Postulationsformel für den Fall einer Mannigfaltigkeit von 
r—h Dimensionen, die der vollständige Durchschnitt von A Formen, und 
ohne mehrfache Bestandteile ist, wenn sie für die Hyperflächen der Ordnung ! 
s-fach sein soll. 

536) In der Higher Algebra von G. Salmon findet man schon z. B. den 
Falr=5, k=i=2; vgl. die 2. dtsch. Auflage, Leipzig 1877, Nr. 283, p. 385. 
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ist der letzte Stand ©, das Produkt der » in die Summe der Pro 
dukte der n— 1 einfach kombiniert zu je k. 

Diese letzten Sätze erhält man auch unmittelbar, wenn man 
wie im 8, für die Kurven verfährt, d. h. durch die Betrachtung der 
Jacobischen Mannigfaltigkeit (Nr. 39) der r — k Hyperflächen zusammen 
mit zwei oder mehreren Hyperebenen.°’”) Diese Betrachtung kann 
auch in dem Falle nützlich sein, in dem die V, zerfällt. Alsdann 
handelt es sich darum, Beziehungen zwischen den Charakteren der 
beiden Bestandteile, die V, bilden, und auch eventuell die Cha- 
raktere der Schnittmannigfaltigkeit jener beiden Bestandteile, zu be- 
stimmen. Und hieran knüpfen sich Äquivalenzprobleme für die Schnitte 
von Mannigfaltigkeiten. So hat @. Salmon®®) im $, eine Fläche ® 
der Ordnung «& betrachtet, deren erster Rang mit ß — 2« und zweiter 
Rang mit y bezeichnet wird, und (unter der Voraussetzung, daß ® 
der vollständige Durchschnitt von drei Hyperflächen sei) bewiesen, 
daß 4 Hpyperflächen von den Ordnungen %,...n,, die durch ® 
hindurchgehen, einander außerdem in einer Ü schneiden, die ® in 
a>nn,; — BDn, + y Punkten trifft: daraus folgt, daß fünf Hyper- 
flächen der Ordnungen n,...%,, die durch ® hindurchgehen, ein- 
ander außerdem in 9, ....n, — Aeqgu. Punkten schneiden, wo 


Aequ. = « In.m — Bön, + 7 
ist. 

E. Caporali hat in nachgelassenen Fragmenten®®®) verschiedene 
Fragen für 8, gelöst. — So erhält er, daß eine Fläche von $, von 
der Ordnung « und dem ersten Range «, durch eine Hyperfläche von 
der Ordnung n nach einer Kurve vom ersten Range ann —1)—+aın . 
geschnitten wird. Wenn jedoch diese Kurve in zwei Kurven CO, Ü’ 
von den Ordnungen m, m’ und den ersten Rängen go, o’ zerfällt, so 
haben diese Kurven m(&« + n» — 2) — eg — 4 Punkte miteinander ge- 
mein, und es wird: 


e—o=unn — 1) +un —2m(e + n—2) +24. 


537) So folgert P. Lorenzola, zitiert in *°%), aus dem dort wiedergegebenen 
Resultat die Erniedrigung, die ein den gegebenen Hyperflächen gemeinsamer 
mehrfacher Punkt auf den Rang g, der V, bewirkt. 

538) Quarterly Journ. 7 (1866), p. 327. Higher Algebra, 2. dtsch. Aufl, 
Nr. 283 und 284, p. 385 und 386. — Man findet dort auch einige weitere Resul- 
tate über die Äquivalenz zweier Flächen, oder einer Kurve und einer Fläche, 
immer im $,. 

539) Memorie di Geometria, Napoli 1888, p. 318 u. ff. Siehe auch Ann. 
di mat. (2) 20 (1892) auf p. 242 ein Bruchstück eines Briefes von Caporals 
an Segre. 
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In diesen letzten Formeln ist A ein Charakter, der sich auf die Lage 
der Kurve C auf der Oberfläche bezieht; nämlich die Anzahl der Sehnen 
der F, die aus einem Punkte allgemeiner Lage von $, ausgehen 
und einen Stützpunkt auf C haben. Caporali hat vermerkt’), daß 
man für sämtliche Aquivalenzfragen usw. Charaktere dieser Natur 
zu betrachten braucht, wenn man Mannigfaltigkeiten in anderen Man- 
nigfaltigkeiten hat. Severi‘‘%) hat diese Charaktere, für eine P,%, 
die in einer gegebenen Y, enthalten ist, methodisch eingeführt. 
Die $,, welche die V, in den Punkten von % berühren, und einem 
gegebenen Grundgebilde [a,a, ...a,] angehören, haben ihre Berüh- 
rungspunkte auf einer Y, deren Ordnung Severi Immersionscharaktere 
(@,A,...a,) von %» in der V, nennt. Insbesondere hat man die Im- 
mersionsränge und die Immersionsstände. Durch Hinzufügung dieser 
Charaktere und der früher angegebenen anderen hat Severi eine Reihe 
von Fragen gelöst, welche die oben erwähnten von Salmon und von 
Caporali in sich schließen.?*!) 


42. Kubische Hyperflächen. Außer den Sätzen, die sich un- 
mittelbar als Korollare der vorhergehenden Nummern und speziell 
aus Nr. 39 für n—= 3 ergeben, kennt man keine weiteren allgemeinen 
Resultate für die kubischen Hyperflächen des 8,.%) 


540) Eben zitierter Brief. — Wir erwähnen noch das folgende Resultat 
von Caporali, immer im S,. Wenn zwei Flächen der Ordnungen «, « eine Kurve 
von der Ordnung m und dem 1. Range g gemein haben, auf die sich hinsichtlich 
den beiden Flächen die Charaktere A, # beziehen, so schneiden, die Flächen ein- 
ander außerdem in 

ee — ma —1)+e+r+% 
Punkten. 

M. Pieri, Rend. Palermo 5 (1891), p. 252 folgert aus dem verallgemeinerten 
Korrespondenzprinzip (Nr. 46) dieses weitere Äquivalenztheorem. Im S$, schnei- 
den eine V, und eine P,, für de k+-W=r ist und die eine Y%, % mit- 
einander gemein haben, einander im allgemeinen noch in einer endlichen Anzahl 
von Punkten, die gleich dem Produkt der Ordnungen der V,, V, ist, ver- 
mindert um D>y (r—1<i<r), wobei y, die Ordnung der V, ist, die der 
Ort der [r—{] ist, deren jeder die V, und die V,, in einem und demselben 
Punkte des Schnittes von » mit einem gegebenen 8; berührt (y, die Klasse der 
oo! der [r— 1], die in den Punkten von % die V, und die V, berühren). 

511) Charaktere der Residualschnittkurve einer V,; und einer Y,, für die 
k+kK=r-+1 ist, wenn diese schon eine gegebene Kurve miteinander gemein 
haben. Anzahl der Schnitte einer V, und einer Yy, für die k+kK=r ist, 
außer einer gegebenen gemeinsamen Kurve. Charaktere der Residualschnittkurve 
von r— 1 Formen, außer einer gemeinsamen V, (wenn 2l<r ist). Relationen 
zwischen den Charakteren zweier Flächen, die zusammen den vollständigen 
Durchschnitt von r — 2 Hyperflächen bilden. Usw. i 

542) Z. B. ist die Frage noch nicht gelöst, ob für r—4,5,... eine solche 
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Für diejenigen von 8, dagegen — die wir in dieser ganzen 
Nummer mit IT’ bezeichnen werden (und als irreduzibel voraussetzen) — 
gibt es weitere Untersuchungen. Durch einen Punkt allgemeiner Lage 
P von I’ gehen sechs in I’ liegende gerade Linien hindurch, die 
einem Kegel 2. Ordnung angehören, der der Tangentenkegel in P an 
die Schnitt-F? von I’ mit ihrer Tangentialhyperebene in P ist. Die 
00? Geraden, die so in I’ liegen, bilden eine Mannigfaltigkeit, die 
G. Fano°®), speziell aus dem Gesichtspunkte der Geometrie der bi- 
rationalen Transformationen der Mannigfaltigkeiten (vgl. IITC 6b, Oa- 
stelnuovo- Enriques), studiert hat. Die 00° linearen Komplexe von ge- 
raden Linien des 8, schneiden aus ihr die kanonischen oo! aus: Regel- 
flächen von der Ordnung 45 und vom Geschlecht 46, so daß für die 
Mamnigfaltigkeit p,—=10, p®—=46 ist. Weiter findet man, daß die 
Invariante I von Zeuthen-Segre 23 beträgt und p,—= 5 ist. 

Unter den oo? Geraden von I’ gibt es oo! von der Beschaffenheit, 
daß längs jeder von ihnen I'von einer Ebene berührt wird. Sie bilden 
eine abwickelbare Fläche & von der Ordnung 90, für welche die 
genannten oo! Ebenen Tangentialebenen sind (diese bilden eine V, von 
der Ordnung 180) und welche als Rückkehrkante eine Kurve 6 von 
der Ordnung 270 mit 720 Rückkehrpunkten hat. Die 00° doppelt 
berührenden Räume von I’ sind diejenigen, welche durch die ge- 
nannten oo! Ebenen hindurchgehen. Und so verknüpfen sich mit &, 
mit 6 usw. die anderen bemerkenswerte Tangentialräume von F\.’#) 


Form im allgemeinen rational ist. Man weiß nur, daß für r—4 die Koordi- 
naten ihrer Punkte als rationale Funktionen von r — 1 Parametern ausgedrückt 
werden können. 

543) Atti Acc. Torino 39 (1904), p. 778. 

544) G. Fano, Ann. di mat. (3) 10 (1904), p. 251. 

Die Besonderheiten der Schnitte von I’ mit den Hyperebenen, die sie 
in einem Punkte der Hesseschen Form, oder spezieller der C?°, die für diese 
Form doppelt ist, berühren, sind uns schon in Nr. 39 begegnet. Es gibt, so, 
60 hyperebene Schnitte mit einem uniplanaren Punkte. Vgl. E. Ascione, zitiert 
in 510), 

F. Enriques, Giorn. di mat. 31 (1893), p. 31, betrachtet diejenigen speziellen 
00° Geraden des $,, deren jede auf oo? (statt 00!) in bezug auf I’ polaren Q 
liegt, oder auch zwei in bezug auf alle polaren Q reziproke Punkte (konjugierte 
Punkte der Hesseschen Form) verbindet. Insbesondere bilden diejenigen unter 
diesen oo® Geraden, die in I’ liegen, die Regelfläche $ des Textes. Aber 
die Betrachtungen und Anzahlen, die Einriques erhält, indem er sich der > 
bedient, müssen verbessert werden, wie Fano in der zitierten Arbeit der Annali 
bewiesen hat, und wie im Text berichtet ist. 

Wir fügen aus Fano hinzu, daß die Punkte von $, diejenigen von o, 
und speziell die 720 Kuspidalpunkte von o, diejenigen Punkte von I’ sind, für 
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Eine T' kann im allgemeinen auf oo° Weisen als Summe der 
Kuben von 8 linearen Formen dargestellt werden: Nimmt man eine 
von diesen beliebig, so bilden die Hyperebenen, welche die anderen 
7 darstellen, die Gruppen einer g,! unter den Schmiegungshyperebenen 
einer bestimmten Normal-0,4.5) Dagegen kann man eine gegebene 
T' im allgemeinen nicht als Summe von 7 Kuben darstellen: Kann 
man das, so geht es auf unendlich-viele Weisen.) — 

Besitzt die IT Doppelpunkte, so bietet sich eine Reihe von Fällen 
dar, die verschiedentlich bemerkenswert sind und die gut als erste 
Beispiele von Hyperflächen dienen, auf die verschiedene Betrachtungen 
einiger vorhergehenden Nummern angewandt werden können. Sie sind 
von O.Segre’‘?) untersucht worden, auch in Beziehung zu den Ebenen, 
die eine IT’ enthalten kann’), wie auch zu dem eventuellen Zer- 
fallen des Systems der 00° Geraden von I. Bezeichnet man mit (m, n) 
ein System von Geraden von I’ von der Beschaffenheit, daß durch 
einen Punkt allgemeiner Lage von I’ m derselben hindurchgehen und 
eine Hyperebene allgemeiner Lage » enthält; so bilden die Geraden 
von TI’ ein System (6, 27), das im allgemeinen irreduzibel ist. — 
Mittels Projektion aus einem außerhalb von I" oder einfach auf I’ 
gelegenen Punkte O erhält man Anwendungen auf den 8,.59) 


die 2, 3, 4 der 6 Geraden von I’, die durch sie hindurchgehen, zusammenfallen. 
Es gibt so 720 Schnitt-F'® von T’ mit einem biplanaren Punkte vom Typus B,; 
und es finden sich 450 mit einem Punkte B,. — Es gibt eine 00! von der 
Klasse 600 von Tritangentialräumen; und es gibt 495 vierfach berührende 
Räume von I. Usw. 

Eine direkte Verifikation aller dieser Resultate stellt @. Fano an, Rend. 
Ist. Lomb. (2) 37 (1904), p. 554 auf der speziellen I‘, ohne .Doppelpunkte, 

4 


Din} —=(. 
0 


Wir erwähnen noch eine andere spezielle I’ ohne Doppelpunkte: 
tt tr =, 
der F. Klein begegnet ist; Math. Ann. 15 (1879), p. 533. Sie gestattet eine @,so 
von Kollineationen, die Klein speziell in Hinsicht auf die 0?’ vom Geschlecht 26 
studiert hat, die Doppelkurve der Hesseschen Form. 

545) F\. Palatini, Atti Acc. Torino 38 (1902), p. 43. 

546) F. Palatini, ebendort. Die 00! Siebenfiache bilden aufs neue eine gl 
wie früher; ihre Scheitel beschreiben die Doppel-C?’ der Hesseschen, und ihre 
Kantengeraden bilden die entsprechende in der Hesseschen liegende Regelfläche. 

547) Atti Acc. Torino 22 (1887), p. 791; Mem. Acc. Torino (2) 39 (1388), p. 3. 

548) Wenn I’ eine Ebene. enthält, so hat sie im allgemeinen 4 Doppel- 
punkte auf dieser, und kann *°%) mittels eines Büschels von Hyperebenen und 
eines Büschels von Q erzeugt werden, die projektiv aufeinander bezogen sind. 
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Unter den T’ sind diejenigen bemerkenswert, die sich mittels 
dreier. projektiver Netze von Hyperebenen erzeugen lassen (Nr. 9). 
Diese haben im allgemeinen 6 Doppelpunkte. Aber wenn 'man von 
den drei Netzen drei entsprechende Hyperebenen so annimmt, daß sie ein- 
ander in einer Ebene schneiden, und wenn man das für A (< 4) Tripel 
homologer Hyperebenen macht, so erhält man eine I’ mit 6+h 
Doppelpunkten; und das Geradensystem, das auf I’ mittels der Schnitte 
aller Tripel homologer Hyperebenen erzeugt wird, wird (1, 6 — h). 
Auf solche Weise werden sämtliche I’ erzeugt, die 6 nicht in 
einer Hyperebene gelegene Doppelpunkte haben, eine Spezies von I’ 
mit 7 Doppelpunkten°®®) und weiter sämtliche I’ mit 8, 9, 10 Doppel- 
punkten. — Die I’ mit 8 Doppelpunkten enthält 5 Ebenen’ und 
4 Systeme von Geraden (1, 4). — Die mit 9 Doppelpunkten enthält 
9 Ebenen und 6 Systeme von Geraden (1, 3): sie ist eine allgemeine 
Form des Büschels von I, das durch zwei Hyperflächen bestimmt ist, 
die in zwei Tripel von Hyperebenen zerfallen sind°°!); und weiter 
kann man sie als die Hyperfläche definieren, die durch drei Büschel 


549) Als scheinbaren Umriß von T' (Schnitt mit einem $, des aus O um- 
schriebenen Kegels) erhält man bez. die F° mit Rückkehr-C®, und die F* mit 
einer Tangentialebene u längs einer C?; und aus jedem System von Geraden 
(m, n) von I’ eine Kongruenz (3m, n) von Doppeltangenten von F'*, und eine 
(2m, n) von Doppeltangenten von F'*. — Wenn ferner O für T' doppelt ist, so 
daß von ihm ein Kegel 6. Ordnung von Geraden von I’ ausgeht, so wird jedes 
System (m, n) dieser in den S, nach einer Kongruenz (m, n) von Sehnen einer 
festen C° projiziert. — Mittels zweier passender Projektionen von I’ auf $, er- 
hält man dann zwischen den Punkten von 5, eine Korrespondenz (1, 2) oder 
(1, 3), die zweckmäßig mittels Durchgangs durch T’ studiert wird. 

@G. Marletta, Atti Acc. Gioenia Catania (4) 17 (1903) erhält auf ähnliche 
Weise die Transformationen (2, 2) eines S,, die die Ebenen in kubische 
Flächen überführen. 

Eine T', die eine Ebene enthält, kann als Projektion auf $, der Basis-V,* 
eines Büschels von Q@ im $, betrachtet werden: und dient daher als Übergang 
zwischen den quadratischen Linienkomplexen des 8, und den genannten P%, F® 
des S, mit ihren Doppeltangenten-Systemen. 

550) Die I’ mit 6 Doppelpunkten in einer Hyperebene wird von dieser nach 
3 Ebenen geschnitten. Eine I’mit 7 Doppelpunkten kann aus jener I’ durch die 
Existenz eines 7. Doppelpunktes außerhalb der genannten Hyperebene hervor- 
gehen: andernfalls (und das ist die Art, auf die im Text angespielt wird) 
enthält sie nur 2 Ebenen, die einander in einem der Doppelpunkte schneiden 
und die anderen 6, in 2 Tripel verteilt, enthalten. 

551) Es gibt im Büschel eine T', die einen 10. Doppelpunkt besitzt, der 
leicht mittels jener zwei Tripel von Hyperebenen konstruiert werden kann (Castel- 
nu0v0, zitiert in °°3)). 

Über die I’ mit 9 Doppelpunkten vgl. auch V. Snyder, Trans. Am. M. Soc. 
10 (1909), p. 71. 
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von Hyperebenen erzeugt wird, die sich in trilinearer Korrespondenz 
befinden. 

Die kubische Form $, mit 10 Doppelpunkten (was die größte 
endliche Anzahl ist) bietet die merkwürdigsten Eigenschaften dar.°°?) 
Sie besitzt keine absoluten Invarianten; sie enthält 15 Ebenen derart, 
daß durch jeden Doppelpunkt 6 von ihnen hindurchgehen. Und sie 
enthält 6 Systeme von Geraden (1, 2), deren jedes mit 5 dieser Ebenen 
inzident ist, und kann demnach als das System der Geraden von S, 
definiert werden, die mit 4 Ebenen inzident sind und demnach mit 
einer fünften., die zu diesen 4 im Sinne des Endes von Nr. 2 assoziiert 
ist.) Der scheinbare Umriß dieser I’ aus einem einfachen ihrer 
Punkte ist eine Kummersche F* mit 16 Doppelpunkten.%) 


G. Castelnuovo hat, ein wenig später und unabhängig von Segre, 
die T' studiert, die durch 3 projektive Netze von Hyperebenen er- 
zeugt werden, und dabei neue Resultate hinzugefügt.5%) Für die I’ 
mit 10 Doppelpunkten hat er ein Sechseck und ein Sechsflach entdeckt, 
die untereinander im Sinne der Nr. 12 verbunden sind und durch 
die man die 10 Punkte und die 15 Ebenen finden kann. Die 10 Punkte 
sind die Durchschnitte der Paare gegenüberliegender Seitenebenen des- 
Sechsecks. Die 15 Ebenen sind diejenigen, von denen jede 3 Scheitel 
des Sechsflachs verbindet, ohne eine Kante zu enthalten. In über- 
zühlıgen Koordinaten &,...%,, in bezug auf dieses Sechsflach, die 
durch S’x,—= 0 verbunden sind, hat die IT’ als Gleichung Ir? — 0; 


552) Dieser ist speziell die erste Note von Segre, zitiert in 547), gewidmet: 
daher wird sie Segres kubische Hyperfläche genannt. In den beiden Noten von 
C. Stephanos, zitiert in °%, und speziell in der zweiten, sind Systeme von 
„Kugeln des S,“ studiert worden, die, durch Vertauschung dieses Ausdrucks 
in denjenigen der „Punkte des $,“, unmittelbar auf die 7’ mit 10 Doppelpunkten 
und auf verschiedene ihrer Eigenschaften führen. 

553) Siehe ebenda, in ®°%), die Konstruktion der Quintupel assoziierter 
Geraden. y 

554) Daraus folgt, daß eine Ebene x T’ nach einer O® schneidet, deren 
Doppelverhältnis gleich demjenigen der 4 Tangentialhyperebenen von T' ist 
die durch = hindurchgehen. — Der scheinbare Umriß von I’ aus einem 
äußeren Punkte ist indessen die duale der Krmmerschen F* mit 15 Doppel- 
punkten. 

555) Atti Ist. Veneto (6) 5 (1887), p. 1249; 6 (1888), p. 525. — Die erste 
Noie bezieht sich speziell auf den allgemeinen Fall (T mit 6 Doppelpunkten) 
die zweite auf die Sonderfülle. Auch Castelmuovo studiert, wie Segre, die Strahlen- 
kegel der verschiedenen Strahlensysteme, die in jeder T’ liegen; die Arten, 
auf welche die Strahlensysteme, die mittels projektiver Netze von Hyperebenen 
erzeugt werden können, zu Paaren konjugiert sind (mittels der konjugierten Er- 
zeugungen: Nr. 9), usw.; und verwendet alles mittels Projektion für den Ss: 
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und sie ist demnach das Analogon im $, der Diagonalfläche. von 
Olebsch für 8,.5%) Ein wenig später hat Castelnuovo’’”), durch Be- 
trachtung der T’ mit 10 Doppelpunkten als Ort der Zentren oder 
singulären Punkte eines linearen oo°-Systems linearer Strahlenkomplexe, 
die sich in einem Strahlensystem (1, 2) der I’ schneiden (s. Ende 
von Nr. 22), unter anderen Eigenschaften der T, gefunden, daß man 
sie auf $, derart abbilden kann, daß ihren hyperebenen Schnitten in 
S, die rs entsprechen, die durch 5 feste Punkte hindurchgehen.5°8) 
Segre hat in der zweiten in °*7) erwähnten Arbeit auch die I’ mit un- 
endlich-vielen Doppelpunkten studiert. Die I’ mit einer Doppelgeraden 
9 (erster Art) ist im allgemeinen von der Klasse 12; sie besitzt 
4 Tangentialebenen längs g und hat auf g 3 bispatiale Punkte. Sie 
kann außer g 1, 2, 3, 4 Doppelpunkte erhalten. Im letzten Falle 
liegen die 4 Punkte in einer Ebene von T/, und diese enthält weitere 
10 Ebenen und 5 Strahlensysteme (1,2) deren je zwei in Erzeugungen 
mit 3 projektiven Netzen von Hyperebenen konjugiert sind. — Die 
T’ mit einer Doppelgeraden 2. Art g, d. h. von der Art, daß sämtliche 
Punkte von g bispatial sind, ist im allgemeinen von der 6. Klasse 
und kann von-2 Arten sein: 1. die Paare von Tangentialhyperebenen 
in den verschiedenen Punkten von g bilden eine Involution um eine 
Ebene (so daß 9 2 unispatiale Punkte hat); 2. eime von den beiden 
Tangentialhyperebenen in den verschiedenen Punkten von g ist fest 
(und schneidet I' nach 3 Ebenen durch g), während die andere um 
eine Ebene durch g variiert.?°) — Die I’ mit (irreduziblem oder re- 


556) Daraus folgt, daß I’ die Gruppe von 6! Kollineationen gestattet, die 
den Permutationen von &,...x, entspricht. Siehe **!) und Ciani, ebenda zitiert, 
für diese G@,;0 

Die zu T’ duale Hyperfläche der 4. Ordnung und 3. Klasse, die also 
15 Doppelgerade und 10 längs F’* berührende Hyperebenen hat, ist auch ausdrück- 
lich von @. Castelnuovo, von I. Chizzoni, Atti Ace. Napoli (2) 5 (1891) und von H. 
W. Richmond, Quart. Journ. 31 (1899), p. 125 (siehe auch Quart. Journ. 34 (1902), 
p. 117) betrachtet worden. Ihre Gleichung, in den 6 Koordinaten x, kann so ge- 
schrieben werden: (>. ®—= 16 D’r,2,2,x, oder auch (Dei) 4 Ir. 

557) Zitiert in ®)), In dieser Arbeit findet man auch eine Verbindung 
zwischen der I’ und den Resolventen der Gleichungen 5. und 6. Grades erhellt. 

558) Aus dieser Abbildung ergeben sich leicht sämtliche Eigenschaften 
der I': siehe A. Dragoni, Giorn. di mat. 40 (1902), p. 255. E. Ascione, Rend. 
Acc. Napoli (3) 2 (1896), p. 13, verwendet sie dazu, um Involutionen des S, zu 
erhalten als Bilder leicht definierbarer involutorischer Transformationen, welche 
die I’ in sich überführen. — Über die U mit 10 Doppelpunkten und bezügliche 
Konfiguration von Punkten und Ebenen vgl. auch P. H. Schoute, Proc. Akad. 
Amsterdam 1901, p. 203 und 251. 

559) Im zweiten Falle enthält die I’4 Systeme (1, 3), von denen 3 mittels 
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duziblem) Doppelkegelschnitt k® ist von der 8. Klasse; sie enthält die 
Ebene x von %? und hat in den Punkten von x eine feste Tangen- 
tialhyperebene, die eine andere Ebene 6 von I’ enthält. Sie wird 
durch 00! harmonische Homologien, deren Zentren auf der Geraden 
x6 liegen (welche die beiden auf 1? gelegenen bispatialen Punkte ent- 
hält) in sich transformiert.°®) Wenn 1? ein Doppelkegelschnitt 2. Art 
ist, d. h. wenn seine sämtlichen Punkte bispatial sind, so reduziert 
sich I’ auf die 6. Klasse; o fällt mit = zusammen; es gibt dann oo? 
solcher harmonischer Homologien. — 

Die IT mit einer Doppel-C* ist der Ort der Sehnen einer ratio- 
nalen Normal-C*. In sämtlichen Punkten einer Sehne gibt es eine 
und dieselbe Tangentialhyperebene; so daß nur 00° Tangentialhyper- 
ebenen an diese I’ existieren. Im Polarsystem von Clifford in bezug 
auf die C* (Nr. 27) hat die TI’ als korrespondierendes Gebilde eine 
F“ (Projektion derjenigen von Veronese), die der Ort der Schnitt- 
punkte der Schmiegungsebenen von C* zu je zweien ist und als Tan- 
gentialebenen die Schnittebenen der Schmiegungshyperebenen von CO 
zu je zweien hat.) — Die I’ mit Doppelebene x hat in dieser einen 
Doppelkegelschnitt 3. Art %2, Ort der unispatialen Punkte. Sie ist 
die einzige I, die kein Kegel ist, für welche die Hessesche Form ver- 
schwindet (Nr. 39). Sie enthält oo! Ebenen (die sämtlich Tangen- 


projektiver Netze erzeugt werden können. — Es gibt ferner verschiedene spe’ 
zielle Fälle; z. B. wenn auf der I’ eine weitere Doppelgerade (der 1. oder 2. Art) 
vorhanden ist; oder wenn die I’ zu beiden obengenannten Arten gehört. — 
Weitere Besonderheiten bieten zwei von @. Fano gefundene I’ dar,"Atti Ist. Veneto 
(7) 7 (1895—96), p. 1084; eine von diesen, mit 00° automorphen Kollineationen 
und zu sich selbst reziprok, kann durch die Gleichung 


0 +20 40840,’ 0 
dargestellt werden. 

‚Über die I’ mit Doppelgeraden siehe auch V. Snyder, Am. Journ. 31 (1909), 
p-. 147. 

560) Ein bemerkenswerter Sonderfall ist die I’ mit 3 Doppelgeraden durch 
einen (unispatialen) Punkt. Sie ist zu sich selbst dual. Sie enthält außer 
den 3 Ebenen, die jene Geraden paarweise verbinden, weitere 3 Ebenen, die 
in einer und derselben Hyperebene liegen (und die in der Dualität den 
3 Doppelgeraden entsprechen). Hier ist der scheinbare Umriß F, der T’ die 
römische Fläche Steiners. Die Gleichung der I' kann x,°2, + 230,0; = 0 ge- 
schrieben werden. 

561) Vgl. auch #°%). Durch Projektion auf 8, der F* und der C* erhält 
man eine Steinersche F* und eine ihrer Haupttangenten-C*. 

Das 00°-System der Sehnen von C ist das einzige Strahlensystem, das 
mittels dreier projektiver Netze von Hyperebenen erzeugt werden kann, so daß 
es mit dem konjugierten System zusammenfällt. 
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tialebenen an A? sind); und außer ihnen oo? Gerade, die durch 
jene Ebenen nach projektiven Punktreihen geschnitten werden und 
die sie nach kollinearen Feldern schneiden.’‘?) — 

Von den kubischen Hyperflächen V,? des $, ist nur die (durch 
eine Determinante der 3. Ordnung dargestellte: vgl. Nr. 9) eingehen- 
der studiert, die mittels dreier kollinearer Netze von Hyperebenen 
erzeugt werden kann, sowie einige spezielle Fälle derselben. Sie ent- 
hält im allgemeinen zwei oo°-Scharen von Ebenen der Art, daß aus den 
Ebenen der einen Schar diejenigen der anderen mittels kollinearer Bündel 
projiziert werden usw.: vgl. Anm. '#°). Aus dem Ende der Nr. 9 folgt 
auch, daß auf der Y,? eine Doppel-C® existiert, Ort der Punkte, von 
denen durch jeden oo! erzeugende Ebenen hindurchgehen. E. Veneroni 
hat bemerkt, daß die V,? auch mit dieser Besonderheit definiert 
werden kann: daß sie eine elliptische Doppel-C® besitzt.?%) Sie ist 
von der 6. Klasse. Ihre o0°® doppelt berührenden $,5%) bilden oo! Netze 
um oo! in der V liegende Ebenen, die sich in zwei Punkten auf die 
0° stützen und eine V,$ bilden. 

U. Peraszo hat einen besonderen Fall dieser F,? von $, studiert, 
in dem 9 Doppelgerade vorhanden sind.?%) Es ist eine sich selbst 
duale Hyperfläche, die in S, folgendermaßen definiert werden kann: 
1. als allgemeine Hyperfläche des Büschels, das durch zwei Tripel von $, 
bestimmt ist, d.h.: 2,25%; + 2,2,%, = 0; 2. Ort der Ebenen, welche 
die Tripel homologer Punkte von drei Punktreihen in trilinearer Kor- 
respondenz verbinden°®®); 3. Ort der Ebenen, die 3 Gerade und eine 
Ebene in allgemeiner Lage schneiden.. Die V? enthält 6 o0°-Scharen 
von Ebenen von der Beschaffenheit, daß durch jeden ihrer Punkte 
eine Ebene einer jeden Schar hindurchgeht. Die Ebenen einer und 
derselben Schar sind inzident mit 3 festen Geraden. Die 6 Scharen 
verteilen sich auf 2 Tripel. 2 Ebenen von 2 Scharen eines und des- 
selben Tripels schneiden einander in einem Punkte, 2 Ebenen 2er 
Scharen verschiedener Tripel schneiden einander im allgemeinen nicht. 


562) Vgl. Nr. 10, insbesondere !#), U. Perazzo, zitiert in 19%), hat diese I’ 
als Projektion der V? des $, studiert, die in !#%) angegeben ist. 

563) Im allgemeinen existieren keine 4-fach berührenden $,. Veneroni hat 
den Sonderfall hervorgehoben, in dem solche vorhanden sind: Alsdann hat die V,® 
eine dreifache Ebene, die mit den zwei 00°-Scharen erzeugender Ebenen inzident 
ist; sie enthält außerdem eine Regelfläche 6. Ordnung doppelt. 

564) Atti Acc. Torino 36 (1901), p. 891. Dort und in Mem. Acc. Torino (2) 
59 (1907), p. 109 macht Perazzo auch Anwendungen auf spezielle kubische Linien- 
komplexe im $,. 

565) Vgl. *°%) für m=3. 
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Die Ebenen einer und derselben Schar sind kollinear geschnitten durch 
diejenigen jeder anderen Schar desselben Tripels.°°°) 


43. Die Örter von oo! R. Über die V, Örter einer Mannigfaltig- 
keit von S,, gibt es Untersuchungen, speziell projektiven Charakters®®”), 
die nicht die Algebraizität der V erfordern und daher ihren Platz 
besser in IIID 11 (Stäckel) finden. 

In dieser Nummer sprechen wir dagegen von den algebraischen 
V,;,, die Örter von 0018, sind. (Wir bezeichnen sie mit $,— P,,..) 
Auf diese hat C. Segre (mit anderen, die wir erwähnen werden) 
seine Resultate über die Regelflächen (Nr. 30, 31) ausgedehnt. 

Man habe eine solche Y,,, in S,; und es sei » ihre Ordnung), 
p das Geschlecht der oo! der $,. Auf der V liege eine O,’, die jeden 
dieser $S, in m Punkten schneidet. Es sei z die Anzahl derjenigen 
erzeugenden $,, in welchen k +1 der m Punkte einem [k— 1] an- 
gehören. Alsdann hat man die fundamentale Formel?) 


= v(m — 1, — n (m); —Yym — 2-1 


566) Bei diesen Kollineationen bietet sich die charakteristische Besonder- 
heit dar, daß sich die Spuren auf den genannten Ebenen von 3 festen Geraden 
entsprechen (die 3 Direktrizen ihrer Schar). 

U. Perazzo ist, in den Nr. 39ff. der in 1°) zitierten Abhandlung, einem 
Sonderfall jener seiner Hyperfläche begegnet, der ebenfalls dual zu sich selbst ist. 
Er tritt z. B. als Ort der 00° Ebenen auf, die mit 3 festen Ebenen inzident sind 
und eine A. feste Ebene nach Geraden schneiden. Diese 4. Ebene wird für die V 
doppelt. Diese enthält 5 (nicht mehr 6) 0o0*-Scharen von Ebenen. 

567) Vgl. insbesondere die Note von C. Segre, zitiert in *7%,' Dort ist auf 
jedem $, der eventuelle Ort der Durchschnitte mit den unendlich benachbarten 
$, untersucht; die Tangentialräume an die V in den Punkten eines erzeugen- 
den $,; usw Es werden einige Ausdehnungen des Begriffs der abwickelbaren 
Fläche bestimmt (die Schmiegungs-S, an eine C geben nur die einfachste dieser 
Erweiterungen). Auch sind Systeme von $; betrachtet, die den Operations- 
raum erfüllen. — Siehe auch, für die im S, enthaltenen V: O. L. E. Moore, Amer. 
Journ. 83 (1911), p. 129; und Proc. Amer. Acad. Boston 46 (1911), p. 345. — 
Einige leichtere Bemerkungen über Örter von 00! $,, inbesondere rationale und 
developpable, gab H. C. Moreno, Proc. Amer. Acad. Boston 37 (1901), p. 119. 

568) Wenn k+ 1=r ist, so können noch die folgenden Dinge im allgemeinen 
verwandt werden, wenn man mit n die Anzahl der $, der 00! bezeichnet, die 
durch einen Punkt allgemeiner Lage hindurchgehen. — 

Wenn auf der V,,, zwei V existieren, deren Dimensionen k+ 1 als Summe 
haben, so ist die im allgemeinen endliche Anzahl ihrer Durchschnitte von 
B. Levi, Atti Acc. Torino 34 (1899), p. 745, zugleich mit der Art, die Multipli- 
zität jedes Schnittes festzustellen, angegeben worden. 

569) Diese verdankt man H. Schubert, und man findet sie in der Note von 
C. Segre, Rend. Lincei (4) 3 (1887),, p.149, und ferner auch in Segres „Introduzione“, 


43. Die Örter von oo! R. 955 


wo 2y die Anzahl der Erzeugenden R bezeichnet, die © berühren, 
so daß ist 
y-=ı—-1l—-np—). 

Betrachtet man insbesondere den Fal m=k-+1, 2=0, so hat 
man »„—z—=n— (k+1)p + k, und durch Anwendung des Theo- 
rems über den Normalraum einer CO,” hat Segre geschlossen, daß 
der Normalraum der Y,,, die Dimension n— (k+1)p+k oder 
auch eine größere Dimension hat. Im 2. Falle, in dem die Di- 
mension größer ist, heißt die V speziell. 

Für »—= 0 gehören so die rationalen normalen S,— V,;, einem 
[n-+ k] an. Sie sind schon in den Nr. 9, 20 (als Ort der Scheitel 
der quadratischen Kegel eines Büschels) und in Nr. 37 aufgetreten. Segre 
hat speziell die Fälle k=1 (Nr. 30) und k=2 au) studiert und 
hat die allgemeine Tatsache ausgesprochen°”®) (die A. Bellatalla®") be- 
stätigt hat), daß jene V sich nach Arten unterscheiden, derart, daß 
sämtliche einer und derselben Art projektiv untereinander sind; jede 
Art ist durch die niedrigsten Ordnungen u <w<-:-<u® (deren 
Summe —n ist) von k+1 Leitkurven charakterisiert, die dazu 
dienen, die 7 als Ort der S, zu erzeugen, welche die Gruppen von 
k--1 homologen Punkten jener Kurven verbinden. Nennt man 
Leit-V,,, der &— V,;, eine 8;— V,,,, die in jedem &, derselben 
einen ihrer 8, hat, und u, die niedrigste Ordnung der Leit-V,, 
(Minimal-V)), so ud; 


vn, W=eW—h, Men — m_ı) 


Nr. 50. Bezeichnet man mit x, die Ordnung der V, die der Ort der $, ist, 


die +1 Punkte der C enthalten, die in einem und demselben erzeugenden S, 
liegen, so gibt das Korrespondenzprinzip die Formeln: 


+ Dm—i— ds m— tet Nr tr ym— di; 
aus denen die Formel von Schubert folgt. — Dadurch, daß er in diese den im 
Text angegebenen Ausdruck von y einsetzt, erhält Segre, außer dem Theorem des 
Textes über den Normalraum der V,;,,, ein Theorem hinsichtlich der Involu- 
tionen oo! von beliebigem Geschlecht auf einer © (vgl. °°%)). 

570) Atti Acc. Torino 19 (1884), p. 878. 

571) Atti Acc. Torino 36 (1901), p. 803. 

572) Wenn u, w, ..., u® sämtlich voneinander verschieden sind, so gibt 
es eine einzige Minimalmannigfaltigkeit jeder Dimension, und alle diese V liegen 
der Reihe nach ineinander. Im entgegengesetzten Falle existiert z. B. eine 
kleinste VW, durch die oo-viele Minimalmannigfaltigkeiten hindurchgehen oder 
auf der solche M liegen. 

Man kann die V,., darstellen, indem man k +1 Gruppen von u, u.» 


„'® Verhältnissen einander gleichsetzt vom Typus Fries” a De ot 1, derart, 


daß die verschiedenen Gruppen verschiedene Koordinaten enthalten. 
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Ein speziellerer Fall ergibt sich für a=k-+ 1; er tritt in Nr. 10 
auf. 189) 
Für die $,— V,,, vom beliebigen Geschlecht p erhält man noch 
Resultate über die Leit-V, indem man auf die Normal-V,,, zurück- 
greift. Das hat, speziell für k—= 2, Ü. Pagliano®”) auf dem von 
Segre gewiesenen Wege ausgeführt. Für eine nicht-spezielle. S, — V," 
gibt es im allgemeinen oo” Leit-O”, ww u=3m —n— 2p +2 ist, 
und oo‘ Leit-F”, wo = 3m — 2n — 2p +2 ist. Demzufolge sind 
die Ordungen u, u, der Minimalkurven und Minimalflächen u <eE «2 


3 ’ 
2 2 ; » . 5 3 
. u. So gibt es allgemeiner für eine nicht-spezielle S,— V,}, 


oo! Leit-9”, wo = (k+1)m — kın— kp-+k ist: daraus ergibt 
sich eine obere Grenze für die Ordnung der Minimalgebilde.°’*) 
Man hat ferner, daß die Anzahl der genannten V”, die durch 
Punkte allgemeiner Lage der V,,, hindurchgehen, wenn m genügend 
groß ist, (k + 1)? beträgt. — Für die speziellen S,— V,,, bat man 
hinsichtlich der Minimalmannigfaltigkeiten Eigenschaften ähnlich der-. 
jenigen, die (in Nr. 31) für die speziellen Regelflächen angegeben 
wurde.57°) 

Die eben genannte Anzahl (k + 1)? ergibt sich aus einer Formel 
von A. Tanturri?"®): gehört die S,— V,,, einem S, an, wwr=kgq 





Projiziert man die V,,, aus einem passenden R, so erhält man ihre Ab- 
bildung auf einen $,,, derart, daß die erzeugenden $, als Bilder die $; haben, 
die durch einen [k— 1] hindurchgehen, und die hyperebenen Schnitte der V 
entsprechen den Hyperflächen einer gewissen Ordnung m, für die jener [k—1] 
(m — 1)-fach ist. (Vgl. in *’4) das auf Palatini bezügliche Zitat.) 

Alle diese Bemerkungen, mit verschiedenen weiteren Entwicklungen, findet 
man bei Segre und Bellatalla. — 

F. Chizgoni, zitiert in ©), bildet, um die Gruppen von » Punkten des 5, 
mittels Punkten des S,, darzustellen, sie zuerst auf eine V, eines +» —1] 
die auf $, abgebildet ist ab; dann auf die $,_, (die die » Punkte verbinden) des 
[n+»— 1]; endlich stellt er diese R mittels Punkten des $,, dar. 

573) Ann. di mat. (3) 5 (1900), p. 77. 

574) In einer Schrift „Sulle varietä4 algebriche formate da una o0' di spazi“, 
Cuneo 1908, hat C. Pagliano das auf die Leit-V,, für <k— 1 ausgedehnt; 
alsdann ist: 


= (k+Dm— E+YRn— k-HE+YR—D. 

575) So: wenn für eine Be V,;. von der Ordnung n und dem Geschlecht 
p>0 der Normalraum von der Dimension n — pi ist, wo 
i>0,i>2p+k—n 
ist, so wird die V sicher ein Kegel von der Art i oder höherer Art. Del Peaxo, 


Rend. Acc. Napoli 25 (1886), p. 205; Segre, zitiert in 899. 
576) Atti Acc. Torino 35 (1900), p. 427. — Wir finden in dieser Note 
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ist, so beträgt die Anzahl der Hyperebenen, die qg erzeugende $, 
enthalten: 


Dro)e ua d),- 


wo Q=n—k(p+g-—1) ist. Dual gibt dieselbe Formel die An- 
zahl der g-fachen Punkte einer V des [kq] an, Ort von oo! [kg —k— 1] 
von der Ordnung » und dem Geschlecht ».°°°) 


44. Andere besondere Mannigfaltigkeiten. Für die rationalen V 
kann man einige Sätze angeben analog denjenigen über die rationalen 
Flächen (Nr. 32).°°) 

Es sollen besonders die V, genannt werden, die in 5, durch das 
System sämtlicher Hyperflächen von der Ordnung m dargestellt wer- 
den. Sie sind von der Ordnung m” und gehören einem [((m+r),—1] 


noch vermerkt: wenn die Y,,, einem [2% +1] angehört, so begegnet jeder er- 
zeugende $, derselben weiteren n — k—1; wenn sie einem [?%k] angehört, so 
ist die ©, Ort der Schnitte eines S, mit allen anderen, von der Ordnung n — k. 

577) So hat man für g=2, daß im $,, eine V,, Ort von 00'8,_,, imall- 
gemeinen (n — k),— (k-+1),p Doppelpunkte besitzt: in Übereinstimmung mit 
der Formel von Severi (n,— 4 de; der Nr. 87, in der 0, =2(n--ip—) zu 
setzen ist. 

A. Tanturri, Atti Acc. Torino 37 (1902), p. 322 hat bemerkt, daß seine 
oben im Text erwähnte Formel auch zum Ausdruck bringt, wie viele [kg — 2] in 
einem [kq-+q— 2] vorhanden sind, von denen ein jeder q erzeugende [k— 1] 
einer V enthält, welche der Ort von oo! S,_,, der Ordnung n und vom Geschlecht 
p ist. Und dual. - 

Ein allgemeineres Problem als die vorhergehenden ist dasjenige, für eine 

00! von S, von der Ordnung n und dem Geschlecht » des S, die Anzahl der 
[r—s] zu finden, die t erzeugende S; derselben enthalten, wenn ebendiese 
Anzahl endlich ist, d.h. wenn Z(ks+s— 1)=s(r—s-+1) ist. Severi hat für 
p=0, Rend. Lincei (5) 11 (1902),, p. 52, die folgende Anzahl gefunden (wo 
t=qs gesetzt ist): 


nn +k—r+s—1, n+k—r+s— 2), SEHR RI 
erg - 9), We FIN (9); 
Und Tanturri hat daraus (Atti Acc. Torino 37 (1902), p. 413) für py—=1 die 
Anzahl 





N n—r Hs —- da, nn —r+s—3,. n—r+s—qg—]1), 
ati —t tra —),cs+4a— 968% 


hergeleitet. Für beliebiges p ist das allgemeine Problem noch nicht gelöst. 

578) Man sehe bei M. Panelli, Rend. Circ. mat. Palermo 20 (1905), p. 160 
ein Beispiel für die Verwendung einer (rationalen) V, des S,, um einige Cha- 
raktere eines linearen oo°-Systems von Flächen des 0 zu bestimmen (das durch 
diese Y, abgebildete System). 
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an. Mittels Projektion erhält man aus diesen alle anderen V,, die 
auf S, mittels Systemen von Formen der Ordnung m abgebildet 
werden können; und auch sämtliche birationalen Korrespondenzen 
zwischen zwei 8,9) — So stellt z. B. das System der Q von D,; 
die durch 8—n Punkte hindurchgehen, eine 9,” des S,;, dar, 
Projektion der Y,° von $8,, die durch das System sämtlicher Q dar- 
gestellt wird.5°0) 

Allgemeiner erhält man beim Studium der Formen mit mehreren 
Variablengruppen (Konnexe) die rationalen V, deren Punkte als Koor- 
dinaten gegebene Formen dieser Variablengruppen haben: z. B. die 
Monome, welche die Glieder der allgemeinen Gleichung der gegebenen 
Ordnungen sind; so daß die hyperebenen Schnitte der V den ver- 
schiedenen Konnexen jener Ordnungen 'eutsprechen.5#) So bilden, 
wenn die Z Variablengruppen (@,...%,), (Yo +99) + + (Punkte eines 
S,, eines S,, ...) sämtlich linear auftreten, die Punkte des R[(p + 1) 
(g+1)...— 1], deren Koordinaten 


Xu... =uy(i=0, .,9j—=0, .-;, 9; °°.) 
sind, eine P, (wo 6=P-+4+::: ist) von der Ordnung „.C.-., 


die dazu dient, auf die einfachste Weise die 00° Gruppen von I 
Punkten, die bez. aus den Z Räumen S,, 8 -- genommen sind, 


579) G@. Veronese, zweites Zitat in 3%), Vgl. auch ebenda das auf Del Peszo 
bezügliche Zitat, wie auch (für eine Ausdehnung auf die V,) das auf Fano be- 
zügliche. «" 

580) Diese Y5, die zu der F* von Veronese analog ist, ist implizite 
schon bei Th. Reye, Journ. f. Math. 82 (1877), p. 54, enthalten. P. Del Pezzo, 
Rend. Circ. Palermo 1 (1887), p. 261, hat bem«rkt, daß die hyperebenen Schnitte 
dieser V5 F® des S, zweiter Art sind (siehe Nr. 85). — E. Cosserat, Compt. Rend. 
Paris 124 (1897),, p. 1004 hat einige Bemerkungen über die Projektion der Y? 
im $, und über die Schnitt-F'® jener Projektion mit einem $, gemacht. 

Setzt man im Text n=3, so erhält man die V} des S, von Segre (Nr. 42, 
#3), — Setzt man n=4, so hat man eine bemerkenswerte V# des $,, deren 
ersten Eigenschaften unmittelbar aus der Abbildung in $, mittels der F'%, die 
durch 4 feste Punkte hindurchgehen, folgen. (Sie besitzt 6 Doppelpunkte, ent- 
bält 8 Ebenen, 4 weitere o0°-Systeme von Geraden usw.) Sie kann auch als 
Basis eines Büschels von Q@ des 8, definiert werden, das den Fall [(11)(11)(11)] 
darbietet (so daß sie in der Liniengeometrie des $, als tetraedraler Komplex 
interpretiert wird). U. Perazzo, zitiert in 15%), ist ihr als dem Ort der Geraden 
begegnet, die mit 2 Ebenen und 2 Räumen $, inzident sind; oder der Ver- 
bindungsgeraden homologer Punkte zweier Ebenen, die in ein-eindeutiger quadra- 
tischer Korrespondenz stehen (die beiden Tripel von Fundamentalpunkten dieser 
sind die 6 Doppelpunkte der V). 

581) Vgl. z.B. E. Study*°). Die Ordnung dieser V ergibt sich aus Nr. 38. 
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und die mehr-linearen Korrespondenzen zwischen diesen Räumen, dar- 
zustellen.?#2?) — 

Wir kehren zu der V, zurück, von der wir im Anfang dieser 
Nummer ausgegangen sind, die das System der sämtlichen Hyper- 
flächen der Ordnung m von $, darstellt. Eine Form von r +1 Va- 
riablen kann im allgemeinen als Summe der m-ten Potenzen vonh+1 
linearen Formen dargestellt werden, wenn und nur wenn durch einen 
Punkt allgemeiner Lage des [(m + r),— 1] wenigstens ein $, hin- 
durchgeht, der A-+1 Punkte der V, verbindet.°#) So entsteht 
die Frage (von der, hinsichtlich den Flächen, schon am Ende von 
Nr. 29 gesprochen worden ist): welches sind überhaupt die V,, 
für welche die S,, die die Gruppen von +1 Punkten derselben 
verbinden, anstatt den ganzen Operationsraum zu erfüllen, eine Mannig- 
faltigkeit von geringerer Dimension t=hk+h+k—i (mit ©>0) 
erfüllen? F. Palatini hat diese V, im allgemeinen studiert.°%) A. Ter- 
racini hat bemerkt, daß sie auch so charakterisiert sind: es sind 
diejenigen V,, für die +1 beliebige Tangential-S, in einem 8, 
liegen.°#5) Sie fallen also für h=1 und k=3, 4 mit den von 
@G. Scorza untersuchten V, und V, zusammen.°®) Dieser hat bewiesen, 
daß die Y, von $, mit r > 6, deren Tangential-S, einander paarweise 
schneiden, sind: die Kegel; die V,, die in V, liegen, die beliebige 
S,-Kegel sind oder auch S,-Kegel, die aus einer Geraden eine F* von 


582) Für Z=2 siehe Nr. 10. In jedem Falle erhält man, durch Festhalten 
von x, oder y,... und Variieren der anderen Punkte, auf der V, analoge, aber nie- 
drigere Y; und- speziell Z unendliche Scharen von Räumen [p], [g], ..., und 2 
Scharen von V,_p, V5-9; ...: dabei werden die R oder die V einer Schar 
kollinear durch die V oder die R der homologen Schar geschnitten. Vgl. Segre, 
zitiert in 189), 

583) So behandelt F'. Palatini die Darstellung der Formen mittels Summen 
von Potenzen linearer Formen in °*5) und in Rend. Lincei (5) 12 (1903),, p. 378. 
Wir heben aus der ersteren Note das hervor, was schon in der Nr. 42 über die 
Darstellbarkeit einer V3 des $, als Summe von Kuben berichtet worden ist, und 
aus der zweiten die Tatsache, daß eine V$ des $, im allgemeinen nicht als Summe 
von 14 Biquadraten dargestellt werden kann. — Der oben auseinandergesetzte 
Begriff kann augenscheinlich auf alle Probleme angewandt werden, bei denen 
es sich darum handelt, Formen gegebener Ordnung als Summen von Formen 
von Spezialtypen darzustellen (als da sind die Potenzen linearer Formen): immer 
wird man auf die Mannigfaltigkeiten geführt, von denen hier die Rede ist. 

584) Atti Acc. Torino 44 (1909), p. 362. 

685) Rend. Circ. Palermo 81 (1911),, p. 392. Terracini hat bemerkt, daß jeder 
8, mit A-+1 die V, berührenden $, deren unendlich viele enthält, und auch die 
Y,, Ort der (k-++1)-fach schneidenden $,, längs einer gewissen Unendlichkeit 
dieser S, berührt. 

586) Rend. Circ. mat. Palermo 25 (1908),, p. 193; und Bd. 27 (1909),, p. 148. 
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Veronese projizieren (woraus sich r—=17 ergibt); endlich einige rationale 
V, (r<9) mit elliptischen linearen Schnittkurven (nämlich einige der in 
°%) aufgezählten 9 für k=3). Die V, von S, (r>8), deren Tan- 
gential-S, einander paarweise schneiden, die auch von Scorza studiert 
worden sind, bieten eine größere Anzahl von Fällen dar.’eN) — 

Die Theoreme der Nr.36 erlauben die folgenden anderen, zu jenen 
analogen zu beweisen, die sich auf höhere irreduzible V beziehen °#); 

Die V,, deren lineare Schnitt-C°®) rational sind, sind: 1. die Vs 
2. die rationalen $,_,— V, (Nr. 48); 3. die Kegel, die aus einem 
[k — 3] die F'* von Veronese projizieren, und die Projektionen dieser Kegel. 

Eine P,”, deren lineare Schnittkurven elliptisch sind, mit k > 2, 
n>3, ist %0%): entweder ein Kegel; oder der Ort einer oo! von 
[* — 1]; oder endlich eine rationale V, deren Normalmannigfaltigkeit 
im [» + k — 2] liegt. Diese Normalmannigfaltigkeit ist, wenn n — 4 
ist, die Basis eines Q-Büschels des [k + 2]; andernfalls bietet sie nur 
Fälle mit k<6 und 5<n< 9.) 


587) Siehe die 2. der eben zitierten Noten. Scorza unterscheidet zuerst 3 Arten 
dieser V,, je nachdem der $,, der 2 Tangential-$, enthält, deren 00°, oder 
oo°, oder oo! enthält. Die Y, der 1. Art sind: V, des S,, die auf einer V, 
liegen, 8,-Kegel, der die F'* von Veronese projiziert; V,, die auf einer r, 
liegen, die aus o0'S, durch einen festen S, besteht; V,, die auf einer V, liegen, 
welche der Ort von 00'8, ist, die durch eine Ebene hindurchgehen. — Die W; 
der 3. Art sind rational, und zwar die V° des $,,, die durch das System sämt- 
licher @ des $, abgebildet wird; eine V1° des S,. (hyperebener Schnitt der V1® 
des S,,, welche die Punktepaare eines $, und eines S, abbildet); und ihre Pro 
Jektionen. — Die V, der 2. Art sind nicht vollständig bestimmt. 

In der 1. zitierten Note von Scorza werden auch diejenigen’ spezielleren V, 
bestimmt, deren Tangential-S, einander paarweise nach Geraden schneiden. 

588) Siehe vor allem F. Enriques, Math. Ann. 46 (1895), p. 179 (zuerst 
publiziert in den Rend. Lincei 1893—94). Er greift auf die V, zurück, um im 
8, die linearen Systeme von F' zu bestimmen, deren veränderliche Schnitte ra- 
tionale, elliptische oder hyperelliptische Kurven sind. — In betreff des ersten 
Satzes, der im Texte folgt, siehe auch S. Kantor, Compt. Rend. Paris 132 
(1901),, p. 124. 

589) D. h., wenn die V, einem S, angehört, die Schnittkurven mit den 
[r—k-+1]. r 

590) Enriques, zitiert in °®°), hat nur den Fall k=3 behandelt. @. Scorza, 
Ann. di mat. (8) 15 (1908), p. 217 hat den allgemeinen Fall, mit beliebigem k, 
behandelt (wobei er zugleich auch einige der Fälle mit k=3 eingehender stu- 
diert hat.) 

591) Enriques und Scorza haben in ihren erwähnten Arbeiten die verschiedenen 
Fälle von Normalmannigfaltigkeiten, die sich so darbieten, eingehend untersucht. Für 
k=3 sind es: die V}, die im $, durch das System aller F'? des S, darge- 
stellt wird, und die V}, ihre Projektion aus einem ihrer Punkte; die Y$ von 
Segre des $,, welche die Tripel von Punkten dreier Geraden abbildet (und die 
Trilinearitäten: siehe oben, in dieser Nr.); die 98 des $,, die durch Nullsetzen 
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Eine V,, deren Linearschnitte hyperelliptisch vom Geschlecht p>1 
sind, ist der Ort von oo! Ebenen; oder sie kann auf S, mittels eines 
Systems von F’” mit einer (m — 2)-fachen Geraden abgebildet werden 
(die Ebenen durch diese Gerade entsprechen dabei oo! F? der V,).°”) — 

Andere Mannigfaltigkeiten kann man als Kegel charakterisieren, 
wenn ihr Schnitt mit einer Hyperebene allgemeiner Lage gewissen 
Klassen von Gebilden angehört: z. B. wenn jener Schnitt eine V, ist, 
die auf einen $, mittels des Systems sämtlicher Y,_, von der Ord- 
nung m abgebildet werden kann (s. den Anfang dieser Nr. 44)°®®); 
oder wenn er eine der Y ist, die früher als darstellbar in Para- 


meterform mit X,,.. = 2,y,- - gekennzeichnet waren (ausgeschlossen 
nur die Q von 8,).°%) — 


@. Fano hat einige Klassen von V bestimmt, die kontinuier- 


der Minoren 2. Ordnung einer Determinante 3. Ordnung mit in den Koordinaten 
linearen Elementen dargestellt wird; eine V$ des $S, mit einer Doppelgeraden, 
Ort von oo? Geraden, die sich auf diese stützen (dargestellt im $S, durch das 
o0’-System der F® durch eine C, mit einem Knoten, mit biplanarem Punkte in 
diesem und mit einer festen singulären Ebene in ihm); endlich eine V3$ des $, 
(die durch die o0° F® durch eine C'* 2. Art abgebildet wird), für die Scorza 
gefunden hat, daß sie der Ort eines Punktes von der Beschaffenheit ist, daß die 
6 durch ihm hindurchgelegten Schmiegungshyperebenen an eine rationale 
Normal-C° sie in den Punkten einer oktaedrischen binären Sextic berühren. 

Für k=6, 5,4 und n=5 hat man beziehungsweise: die Y3 des $,, 
deren Punkte die Geraden eines $, abbilden; und die Schnitt-V}, V3 dieser V 
mit einem $, und mit einem $,. 

Endlich gibt es zwei Typen von V%: eine ist diejenige von Segre, welche 
die Punktepaare von zwei Ebenen abbildet (Nr. 10); die andere ergibt sich im $, 
als partieller Durchschnitt einer Q mit einem $,-Kegel V}, der eine F'* von 
Veronese projiziert. 

592) F. Enriques, Math. Ann. 49 (1897), p. 1, hat auch verschiedene Typen 
von V, bestimmt, auf die alle V, birational bezogen werden können, die ein 
lineares System von rationalen Flächen enthalten. 

593) Für den Fallk= 2, m= 2, in dem der hyperebene Schnitt allgemeiner 
Lage eine F'* von Veronese ist, siehe Segre, zitiert in *’*), (Beweise von Bertini und 
von Segre in Bertinis „Introduzione“, p. 322 und Anm. auf p. 342.) Für den all- 
gemeinen Fall: @. Scorza, Rend.Circ. mat. Palermo 28 (1909),, p. 400. — Der Satz ist 
auch für die Fälle bewiesen worden, in denen es sich an Stelle des Systems aller 
V,_, der Ordnung m um einige Partialsysteme handelt. So A. Tanturri, Giorn. 
di mat. 45 (1907), p. 291, für m=?2, wenn das lineare System k +2 Q um- 
faßt, die sich auf linear unabhängige doppelt zu zählende $,_, reduzieren (für 
k=2, Steinersche Fläche, schon bei Enriques°®®)); L. Bellesini, Rend. Palermo 
33 (1912),, p. 114, für = 2, wenn das lineare System ebener Kurven aus allen 
der Ordnung m besteht, die durch gegebene Punkte in einer Anzahl <m— 1 
bindurchgehen. 

594) @. Scorza, Atti Acc. Torino 45 (1909—10), p. 119. — Es dürfte ge- 
lingen, einen allgemeinen Satz zu gewinnen, der die vorhergehenden umfaßt. 
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liche automorphe Kollineationsgruppen gestatten.°®). Für k= 2,3 
ist die Mannigfaltigkeit V, rational, wenn die Kollineationsgruppe 
transitiv ist’®°%): demzufolge ist die Frage äquivalent derjenigen, die 
transitiven kontinuierlichen Gruppen birationaler Transformationen des 
S, zu bestimmen.5”) In diesem Falle, und in anderen von Fano be- 
handelten, findet man F' und V, wieder, die in diesem Artikel schon be- 
trachtet worden sind, und weitere besondere V.°%#) — Die explizite Be- 
stimmung aller Normalflächen mit transitiven kontinuierlichen Kolli- 
neationsgruppen ist von H. Mohrmann ausgeführt worden.°’) — 

E. Beltrami hat im $, die Hyperfläche von der Ordnung n +1 
studiert, Ort eines Punktes & von der Beschaffenheit, daß die Fuß- 
punkte der Lote (in allgemeiner Maßbestimmung), die von diesem 
auf die Wände eines Simplex gefällt werden können, in einer Hyper- 
ebene liegen); A. Brambilla die rationale, von der Ordnung m*?, 


. 595) Er hat auch Anwendungen davon gemacht auf die homogenen linearen 
Differentialgleichungen mit algebraischen Relationen zwischen den Fundamental- 
lösungen. *°) 

596) Rend. Lincei (6) 4 (1895),, p. 149; Rend. Palermo 10 (1896), p. 16; 
Rend. Lincei (5) 8 (1899),, p. 562. — 

Siehe auch Rend. Lincei (5) 4 (1895),, p. 822; Rend. Palermo 10 (1896), p.1 

597) In bezug auf dieses siehe auch Enriques-Fano, Ann. di mat. (2) 26 (1897), 
p. 59, wo die kontinuierlichen Oremonaschen Gruppen des $, bestimmt sind, in- 
dem gerade auf die V, mit kontinuierlichen Kollineationsgruppen zurückgegriffen 
wird. — Fano, Mem. Acc. Torino (2) 48 (1898), p. 221; Atti Torino 33 (1898), 
p. 480 (wo es sich um gewisse Klassen Oremonascher Gruppen des S, handelt). 

598) Wir erwähnen noch die folgenden Arbeiten von Fano: Mem. Torino 
(2) 46 (1896), p. 187, wo die F' und V, des $, mit einer nicht-integrablen Kolli- 
neationsgruppe ausdrücklich bestimmt sind (u. a. die V, erhalten werden, die 
durch Nullsetzen der Invarianten einer binären Form 4. Ordnung, der simultanen 
Invarianten einer kubischen und einer linearen Form usw. dargestellt werden). — 
Atti Ist. Veneto (7) 7 (1895—96), p. 1084: V, des $, mit einer integrablen tran- 
sitiven, wenigstens 00°-Gruppe (es sind gewisse P, 3. und 4. Ordnung, und die- 
jenigen, die durch @j"?f—=.% dargestellt werden, wo g eine rationale Zahl ist 
und f eine passende quadratische Form). 

599) Rend. Palermo 32 (1911),, p. 158. Auf Grund der von Enriques aus- 
geführten Bestimmung der kontinuierlichen Cremonaschen Gruppen der Ebene 
und eines Theorems, das Fano daraus gefolgert hat, beweist Mohrmann, 
daß jene Normalflächen sind: 1. die Flächen die auf die Ebene durch das 
System sämtlicher Kurven einer gegebenen Ordnung dargestellt werden (vgl. 
Nr. 32, insbesondere “°%)); 2. die Flächen, die auf eine F*, die kein Kegel 
ist, durch das System sümtlicher Kurven abgebildet werden, welche die Erzeu- 
genden der beiden Scharen bezüglich in «, Punkten schneiden; 3. die Flächen, 
die auf einen rationalen Kegel durch das System sämtlicher Kurven einer ge- 
gebenen Ordnung mit einer gegebenen Multiplizität im Scheitel abgebildet werden. 

600) Vgl. die am Ende von !?') zitierte Arbeit. Tie Hyperebene & jener 
Fußpunkte umhüllt eine Form, die in bezug auf das aba lute Gebilde zu der V, 


I} 
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dargestellt durch die Gleichung 
1 . 


SR 0, 


0 
d. h. entsprechend der Einheitshyperebene in der Transformation 


=y”.9%) W. Wirtinger hat beim Studium der Thetafunktionen 
des Geschlechts p eine V, des [2?—1] untersucht, die der F* von 
Kummer (p—=2) analog ist.®) @. Marletta hat (speziell für n — 4) 
die V,* von S, mit einer (a—2)-fachen Ebene studiert.) Die $, 
durch diese schneiden die Y nach oo! F? (unter denen sich 4n — 6 


Kegel befinden), die die Ebene nach einer oo! mit dem Index nr — 2 


von Kegelschnitten schneiden usw. Diese V ist rational.) 

Ort von , polar ist. Diese V”*! enthält die Seiten-[k] des Simplex n — k—1)- 
fach. Die Kegel, die sie in den Scheiteln des Simplex tangieren, schneiden 
die gegenüberliegenden Wände nach P, die einer und derselben Form der Ord- 
nung » — 1 angehören. — Im Falle der euklidischen Metrik spaltet sich die un- 
endlich ferne Hyperebene von der V”+! ab, und es bleibt eine 9” übrig, wie 
in 121) gesagt wurde. 


601) Atti Acc. Napoli (2) 9 (1899). Einige Sonderfälle findet man schon in 


denselben Atti 1897 und in Giorn. di mat. 35 (1897), p. 1. Brambilla hat speziell 
die verschiedenen Örter mehrfacher Punkte untersucht, die in den verschiedenen 
Fällen existieren; und er verwendet alles auch, um gewisse F’ des S, zu erhalten 

602) Monatsh. f. Math. u. Phys. 1 (1890), p. 113; Untersuchungen über Theta- 
funktionen, Leipzig 1895; Acta math. 26 (1902), p. 144. Diese V,, (auf die F. Klein 
die Aufmerksamkeit Wiringers gerichtet hatte) erhält man, a man die 2° Punkt- 
koordinaten den 2? linear unabhängigen Quadraten von Thetafunktionen propor- 
tional setzt. Sie ist von der Ordnung m=p!2°-!. Sie hat 2?? (9?-1)_fache 


Punkte und ebenso viele Hyperebenen, die sie längs V,_, der Ordnung 5 


berühren: dabei enthält jede Hyperebene 4(4?— 2?) Punkte, und durch jeden 
Punkt geben ebenso viele Hyperebenen hindurch. Es gibt 4 (4? — 2P) Nullsysteme 
und ;(4?-- 2?) Polarsysteme, welche die V, in sich überführen. _ Ihre Kollinea- 
Mnringe findet man wieder bei E. Study, zitiert in 2°) (vgl. auch ?*%),; sie kann 
als Produkt von p azygetischen Vierergruppen betrachtet werden. 

Über jene Konfiguration von Punkten usw. ‚analog der Kummerschen Kfg., vgl. 
eine elementare Erzeugung und nähere Unlirrushudz bei J. A. Barrau, Proc. 
Akad. Amsterdam 10 (1907—08), p. 263 und p. 503; und über spezielle derartige 
Konfigurationen J. A. Barrau, Wien Sitzungsber. 117 Abt. IIa (1908), p. 645. 

603) Giorn. di mat. 40 (1902), p. 265, und 41 (1903), p. 47, 113. Hier sind auf 
n = 4 und auf beliebige n die von C. Segre®®”) für n = 3 gegebene Sätze ausgedehnt 
worden, nämlich über die V/? des S,, die eine Ebene enthalten; und es sind 
weitere Wleisüchungen von Orteki Sioeiälit, die mit der Y verknüpft sind, usw. — 

F. D’Amico, Atti Acc. Gioenia Catania (4) 18 (1906) hat die V# des $, 
studiert, die 3 Ebenen enthält. Indem er sich der Geraden bedient‘, die mit 
diesen inzident sind, bildet er sie ein-eindeutig auf S, mittels eines linearen 
Systems von F® ab.. Die Geraden, die auf der Y liegen, bilden, außer dea 
3 gegebenen Ebenen, 8 verschiedene Regelflächen. 

604) Wir vermerken noch, daß E. Goursat in Ann. Ec. Norm, (3) 4 (1887), 
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VII. S,-Geometrie. 


45. Über Linien- und S,Geometrie im S,. Hierüber haben wir 
schon einiges in Nr. 7 kennengelernt; z. B. die Ordnung der M, 
die aus den $, von S, gebildet wird; und weiter in Nr. 22 etwas über 
die linearen Komplexe von geraden Linien. — Die lineare Abbildung 
der Geraden von S, auf die Punkte einer Y,,_, von der Ordnung 


; (2n Sr 2), 


n—1 
die einem [(n + 1), — 1] angehört, gestattet gut, einige Sätze der 
Liniengeometrie zu sehen, wie schon in Nr.7 angedeutet wurde.°%) — 
Es gibt auch mehrere Abbildungen (nicht lineare; und demnach mit 
exzeptionellen Elementen behaftete) der Geraden von $, auf die Punkte 
eines [2n — 2], z. B. die folgende: man bezieht zwei Hyperebenen «, ß 
von 5, kollinear auf zwei (n—2}A,B von [2?»—2]; dann läßt 
man jeder Geraden g von 8, den Schnittpunkt der S,_, von A, B ent- 
sprechen, die den Schnittpunkten von g mit «, ß zugeordnet sind.) 

Es gibt noch keine allgemeinen Untersuchungen über die (algebra- 
ischen) Strahlensysteme der verschiedenen Dimensionen. Nur für jedes 
System oo*=! von $, weiß man‘), daß auf jeder Geraden im allge- 
meinen »—1 Brennpunkte existieren, d. h. Schnittpunkte mit einer 
unendlich benachbarten Geraden des Systems: der Ort der Brennpunkte 
ist im allgemeinen eine Hyperfläche V,_,, für die die Geraden 





p- 317 einiges über die V mit einer endlichen Anzahl automorpher Be- 
wegungen gesagt hat; und daß H. Poincare, Bull. soc. math. de Fr. 29 (1901), 
p. 61, im 8, die Translations-V,_, betrachtet hat, wobei er hervorhebt, daß ein 
Theorem von Lie über die Flächen des $,, die auf mehrere Arten Transla- 
tionsflächen sind, auf beliebiges p ausgedehnt werden kann, wobei im 8,_, 
im Unendlichen eine kanonische O,,_, vom Geschlecht p auftritt. 

605) Wie dort und in Nr. 22 gesagt ist, hat Palatini'°!) für die Fälle 
n=4,5 die Gebilde genauer untersucht, die auf der V,,_, den Mannigfaltig- 
keiten der Geraden entsprechen, die verschiedenen elementaren Bedingungen ge- 
nügen, — Für beliebiges n kann man auch allgemeine Sätze in dieser Hinsicht 
aus den Abzählungen der Nr.?7 ableiten. Wir heben hervor, aus°°), daß die einzigen 
R, die in jener V,„_, enthalten sind, die $, und die S,_, sind, die bezüg- 
lich den Strahlenebenen und den Strahlenbünden des S, entsprechen, sowie die 
unteren R, die in jenen $, und $,_, enthalten sind. 

606) Siehe in der Arbeit von Kantor, zitiert in®!®%), 14 Verfahren zur Ab- 
bildung der Geraden des S, auf [2» — 2]. Dort sieht man auch, wie die linearen 
Strahlenkomplexe abgebildet werden. — Für n=3 siehe die in°®) zitierten Ar- 
beiten und außerdem M. Pieri, Giorn. di mat. 28 (1890), p. 209; er verwendet 
die Abbildung, um aus bekannten Eigenschaften der Geraden des S, verschie- 
dene spezielle Sätze des S, herzuleiten, besonders in bezug auf die C* (Bilder 
von Regelscharen des $,), die gewissen Bedingungen genügen. 

607) C. Segre, Rend. Circ. Palermo 2 (1888), p. 148. 


45. Über Linien- und S;-Geometrie im S,. 965 


des Systems (n — 1)-fache Tangenten sind. In speziellen Fällen jedoch 
kann der Ort eines oder mehrerer Brennpunkte eine V,_,_, sein, Ort 
der singulären Punkte, von deren jedem oo? Strahlen des Systems aus- 
gehen und deren jeder © mal unter den a — 1 Brennpunkten eines 
Strahls zählt. So hat ein System o0”-! der ersten Ordnung immer 
ein solches singuläres Punktgebilde In *”) haben wir schon für 
n —= 4, 5 die Strahlensysteme (bez. o0°-, o0%-) der ersten Ordnung von 
S,, 8; gegeben, deren singuläres Gebilde eine irreduzible F ist (zu 
der F die Systemstrahlen bezüglich Trisekanten und Sehnen werden). 
@G. Marletta hat für den $, die Aufzählung aller Fälle von oo®- 
Systemen der ersten Ordnung (mit Zerfall und Degeneration der sin- 
gulären F' usw.) vervollständigt‘); er hat auch sämtliche Fälle (er 
fand deren 43) von oo°-Systemen zweiter Ordnung angegeben, deren 
singuläres Gebilde eine Fläche ist.°0) 


Im 8, kennt man auch die o0?-Systeme von Geraden der ersten 
Klasse.) Es sind: das ebene Strahlenfeld; das System der Ge- 
raden, die -sich auf zwei feste Gerade stützen; das System der 
Leitgeraden einer V,, Ort einer rationalen ool-Schar von Ebenen; 
ein System von Strahlenbüscheln, deren Zentren auf einer Geraden 
liegen und deren Ebenen eine P,” bilden, die jene Gerade als eim- 
fache Direktrix hat.) — 

Über die unendlichen Systeme von $, hat man allgemeine Sätze, 
analog denjenigen über die Brennpunkte eines Strahlensystems o0*-! 


608) Rend. Palermo 28 (1909),, p. 353; Atti Ace. Gioenia Catania (5) 3 (1909). 
Unter den zahlreichen Fällen gibt es verschiedene mit Koinzidenz von Brenn- 
punkten auf jedem Strahl. Wir erwähnen nur das so erzeugte System: man hat 
eine geradlinige Normal-F'° im $,, und in der Ebene eines jeden ihrer Kegel- 
schnitte nimmt man das Büschel der Geraden, die von einem wohl bestimm- 
ten Punkte des Kegelschnitts ausgehen. 

609) Giorn. di mat. 50 (1912), p.17. Es handelt sich also um die Flächen des 
S, mit 2 scheinbaren dreifachen Punkten. Für den Fall der allgemeinen Flächen 
haben wir sie schon in*!”) auf Grund einer anderen Arbeit von Marletia ge- 
kennzeichnet. 

@. Bordiga, Atti Ist. Veneto (6) 6 (1888), p. 919, hat überhaupt die 00°- 
Systerae von Trisekanten einer reduziblen Fläche des S, studiert. . 

610) Sie ergeben sich, vermöge der Dualität im $,, aus der Bestimmung 
der o0?-Systeme von Ebenen der 1. Ordnung, die M. Pieri®®) ausgeführt hat, 
indem er auf ihren Schnitt mit einem $, die Resultate von Kummer über die 
Strahlensysteme 1. Ordnung des S, anwendet. 

611) Im $, haben wir die 00°- Systeme gesehen, die eine kubische Hyper- 
fläche erfüllen (Nr. 42). — Wir vermerken noch, daß @. Bordiga, Atti Ist. Veneto 
(7) 5 (1894), p. 1605 das oo°-System der Geraden von S, studiert hat, die ho- 
mologe Strahlen zweier projektiven Büschel schneiden, usw. 
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im $,, für die, wie am Anfang von Nr. 48, auf andere Artikel ver- 
wiesen wird.?) — Indem wir uns hier auf die algebraischen Systeme 
beschränken, können wir erwähnen, daß $. Kantor, zitiert in?12), einige 
allgemeine Sätze über die linearen Komplexe von S, des 8, gegeben hat, 
die durch eine lineare homogene Gleichung in den Koordinaten 
der $, dargestellt werden. Die S, des Komplexes, die durch einen 
[k — 1] allgemeiner Lage hindurchgehen, erfüllen im allgemeinen 
eine Hyperebene; aber es gibt auch singuläre [%*— 1] der Art, daß 
jeder S, durch einen solchen in dem Komplex liegt. E. Veneroni®"?) 
hat die linearen Komplexe von Ebenen und ihre singulären Geraden 
betrachtet. Ist n = 2g, so gibt es 00*-! solche Geraden, und sie er- 
füllen eine Hyperfläche von der Ordnung g— 1. Itn— 2q-+1, so 
gibt es noch o0”-1, derart, daß durch einen Punkt allgemeiner Lage 
eine derselben hindurchgeht; aber es gibt singuläre Punkte, durch die 
00? hindurchgehen: diese bilden eine V,,_, von der Ordnung 
a+1)(2 as 59+6) 

für die die singulären Geraden g-Sekanten sind. Im besonderen sind 
im $, die singulären Geraden eines linearen Komplexes von Ebenen die 
Geraden, die sich auf zwei feste Ebenen stützen (woraus folgt, daß jener 
Komplex in dem Büschel zweier speziellen linearen Komplexe ent- 
halten ist, die aus den Ebenen gebildet werden, die bez. mit zwei 
festen Ebenen inzident sind).e3«) 

Spezielle Systeme von S, von der Beschaffenheit, daß durch einen 
Punkt allgemeiner Lage von 8, ein einziges hindurchgeht, erhält man, 
wenn man den S, besondere Bedingungen der Inzidenz mit gegebenen 
Räumen auferlegt.) — 





612) Siehe CO. Segre, zitiert in #70), 

613) Rend. Circ. Palermo 26 (1908), p. 387. 

613a) Die beiden festen Ebenen finden sich schon bei O. Landsberg (vgl. °’9), 
als Achsen einer durch den Ebenenkomplex bestimmten involutorischen Kolli- 
neation. — So auch in W. Reichels Inauguraldissert, Greifswald (Leipzig 1907), und 
in R. Weitzenböcks „Komplex-Symbolik“, Leipzig 1908 (vgl. 8. 141ff.), wo eine 
symbolisch-invariante Behandlung jener Komplexe (sowie der linearen Linien- 
komplexe der höheren R) entwickelt ist. Man findet eine Invariante 4. Grades 
des linearen Ebenenkomplexes des S,, deren Verschwinden die Bedingung aus- 
drückt, daß die beiden Hauptebenen unendlich nahe werden. 

614) Derartig ist das System der Geraden, die n—1 gegebene SR 
schneiden. — So auch das System der $,, die mit k-H1 gegebenen R, [a,], 
[a], . . . inzident sind, die vollständig schief sind, d. h. derart, daß die Dimen- 
sion » ihres Verbindungsraumes k + &a beträgt. Siehe E. Study, „Methoden 
zur Theorie der ternären Formen“, Leipzig 1889, p. 116; CO. Carrone, Atti Ace. 
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Im $, verbindet eine bilineare Gleichung. 


Zu Pi — 0 

zwischen den Koordinaten eines Punktes x und einer Geraden p die 
Punkte und Geraden in durchsichtiger Weise: man spricht von einem 
bilinearen Konnex von Punkten und Geraden. Den Punkten x von S, 
entsprechen linear die linearen Strahlenkomplexe eines linearen im all- 
gemeinen oo”-Systems. E. Veneroni, schon in®!?) zitiert, hat die ersten 
Eigenschaften eines solchen Konnexes untersucht. So: Es gibt im 


allgemeinen 

| +++ 19] 

Punkte, deren jeder ein Element des Konnexes mit jeder Geraden bil- 
det, die durch ihn hindurchgeht. Der Spezialfall, daß jeder Punkt 
von 9, so beschaffen ist, bietet sich nur dann dar, wenn die Gleichung 
des Konnexes als lineare Gleichung in den Koordinaten der Ebene 
betrachtet werden kann, die x und p verbindet (linearer Komplex von 
Ebenen: siehe oben). — 

Der hyperkonische Konnex in S,, definiert durch eine Gleichung 
vom Grade u zwischen den Koordinaten eines Punktes x, und vom 
Grade m zwischen denen einer Geraden », mit der Bedingung, daß x 
und p inzident sind, ist im allgemeinen von ©. H. Sisam betrachtet 
worden.) Er hat gefunden, daß die Anzahl der wesentlichen Kon- 


\ 


Gioenia Catania (4) 11 (1898); und Bertini, „Introduzione“*, p. 12. — Andere Bai- 
spiele findet man bei U. Perazzo, zitiert in !®®): dort in Nr. 47 u. ff. das System 
der oo®?[n — 2], die mit n—2 Geraden und außerdem (nach einem [» — 3]) 
mit einem festen [n — 2] inzident sind; in Nr. 50 u. ff. das System der 00° [n —3], 
die mit n — 3 Geraden und außerdem (nach einem [n» — 4]) mit einem festen 
[» — 2] inzident sind, oder auch (Nr. 54 u. f.) mit n— 3 Ebenen und (nach einem 
[na —4]) mit einem festen [n — 3]. 

Derartige Systeme von $,, wie im Text gesagt ist, geben, wenn sie mit 2 
festen [n — k] geschnitten werden, zwischen den Punkten dieser, spezielle beratio- 
nale Korrespondenzen. So verfährt Carrone am Ende der zitierten Abhandlung; 
und so erhält Perazzo, aus den genannten Systemen von 00° [nr — 2] und von 
o0® [n— 3], bez. ebene De Jonqwieressche Transformationen und birationale 
Transformationen des S,. — Wir fügen beiläufig hinsichtlich der birationalen Trans- 
formationen hinzu, daß E. Veneroni, Rend. Ist. Lomb. (2) 34 (1901), p. 640 deren 
eine zwischen zwei S, betrachtet hat, in der den Hyperebenen die 00” Hyper- 
flächen der Ordnung n entsprechen, die durch n+1 feste [a — 2] hindurch- 
gehen (und folglich durch die V„_, der Ordnung mn —1) nm — 2), die Ort der 
Strahlen ist, die diese [n — 2] schneiden). 

615) Atti Acc. Torino 46 (1911), p. 481. Sisam hat einen Konnex von 
Punktepaaren x, y betrachtet, der durch eine (nicht-identische) Gleichung vom 
Grade / zwischen den Koordinaten von x und vom Grade m in denjenigen von y dar- 
gestellt ist, mit der Bedingung, daß, wie auch x festgehalten wird, immer die 
Hyperfläche, die der Ort der y ist, als ein Kegl mit dem Scheitel x resultiert. 
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stanten, von denen derartige Gebilde abhängen, durch: 
1 
H(mt+u+n),_, mtn—1),,—1 


gegeben ist. Insbesondere, wenn man u= (0 setzt, folgt daraus, daß 
die Anzahl der Konstanten, von denen die Strahlenkomplexe vom 
Grade m im $, abhängen, beträgt®16) 


mt. m+n—1,,—1. 
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46. Korrespondenzprinzipien im S,. Eine erste Ausdehnung der 
Korrespondenzprinzipien, die sich auf die Gerade, die Ebene und 
den 8, beziehen, auf die Korrespondenzen swischen den, Punkten eines 
S, ist von E. Caporali und M. Pieri®”) gegeben worden. Man habe 
im $, eine Korrespondenz zwischen den Punkten P, P', und bezeichne 
mit m, die Anzahl der Paare homologer Punkte, von denen P in einem 
gegebenen [?] liegt und P’ in einem gegebenen [a —i]: wobei i—=(, 
l,...,” sein kann.°'®) Die Anzahl der Koinzidenzpunkte, wenn sie 
begrenzt ist, ist gegeben durch m.) — Pieri hat weiter, durch Ver- 


Alsdann ist sicher 7> m, und die linke Seite der Gleichung kann als Form vom 
Grade m in den ,y, — 2, Y; (=;,) und vom Grade 7— m in den x geschrieben 
werden: wie oben betrachtet wurde. 

Sisam gibt den Grad des Komplexes der Geraden p an, in denen für die 
Gruppe der u entsprechenden Punkte & eine gegebene Invariante verschwindet; 
und so die Ordnung der Hyperfläche, die der Ort der analog definierten 
Punkte x ist. Daraus folgt als Korollar, daß die singuläre Hyperfläche eines 
Strahlenkomplexes m. Grades des 5, von der Ordnung m — 1) mm — 1)R1 ist, 

Über Konnexe von Punkten & und Hyperebenen & mit der Bedingung, daß 
x und & inzident sind, findet man einige allgemeine Betrachtungen bei L. Au- 
tonne, Annales Univ. Lyon, nouv. serie 1, fasc. 16 (1905): wo auch spezielle Be- 
trachtungen über birationale Berührungstransformationen stehen. 

616) Für den Fall eines $, fällt diese Anzahl mit der von W. H. Young 
angegebenen zusammen; siehe Ende der u? 

617) Caporali, nachgelassenes Fragment in Mem. di Geom., Napoli 1888, 
p- 329; Pieri, Rend. Lincei (4) 3 (1887),, p. 196. 

618) Insbesondere: einem gegebenen Punkte P entsprechen m, P’, einem 
gegebenen P’ entsprechen m, Punkte P., Beschreibt P einen $,, so beschreibt 
P’ eine V, der Ordnung m;; wenn dagegen P’ einen [n—:] beschreibt, so be- 
schreibt P eine V,_, der Ordnung m,. 

619) Man kann daraus die Anzahl der zyklischen Gruppen der Korrespondenz 
herleiten. Die Anzahl der Punkte P von der Beschaffenheit, daß man, indem 
man sie der Reihe nach mittels der gegebenen Korrespondenz in P’, P”,... 
transformiert, nach » (und nicht weniger!) Transformationen zu P zurückkehrt 


(P’=P,, ist = 2 — 
D'm’ — I'm* + I'm“? PR; + Dm*’ gg! 
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folg der Richtung von H. Schubert, allgemeinere Koinzidenzformeln er- 
halten, die sich auf jene oo*-Systeme von Punktepaaren P, P’ mit 
den genannten Indizes m, beziehen.°??) Eine dieser Formeln besagt, 
daß in jedem Falle die I'm, —= der Summe der Anzahlen ist, deren 
jede ausdrückt, wievielmal ein Koinzidenzpunkt P= P’ in einem 
gegebenen [a —j] liegt, während die Gerade PP’ einen gegebenen 
[5] schneidet.°?") 

An Stelle einer Korrespondenz zwischen den Punkten kann man 
eine Korrespondenz zwischen den Geraden betrachten #2), oder allge- 
meiner zwischen den |k] von 5,°°). Ist ein (k + 1)(n — k)-fach un- 
endliches System von Paaren von [k], IZ,, IT, gegeben, so ist die An- 
zahl der Koinzidenzen dieser (wenn sie endlich ist) = der Summe aller 
Zahlen, die angeben, wie viele Paare III!’ es gibt, von denen 


wo a,b,c,...,d die verschiedenen Primfaktoren von » bezeichnen und die Sum- 
men auf sämtliche m, und auf sämtliche einfachen Kombinationen dieser Faktoren 
der Reihe nach erstreckt sind. $. Kantor, Rend. Ist. Lomb. (2) 27 (1894), Fuß- 
note zu p. 713, F'. Severi, Mem. Acc. Torino (2) 50 (1901), p. 90. 

620) Siehe das Zitat in °%%); wo man auch ein Theorem findet, das man 
durch Anwendung jener Formeln auf die 00” Paare erhält, die aus einem Punkte 
P einer gegebenen V,. und einem P’ einer gegebenen Y,, gebildet sind, wo 
k+kl=n ist. 

In einer anderen, am Anfang von °?”) zitierten, Note hat Pieri Koinzi- 
denzformeln in bezug auf ein o0*-!1-System von Punktepaaren gegeben und auf 
ein Berührungsproblem zwischen 2 Systemen von Hyperflächen angewandt, das 
in 527) angegeben ist. 

621) Eine andere Erweiterung des Korrespondenzprinzips ist von $. Kantor, 
Sitzungsber. Akad. Wien 110 Abt. II (1901), p. 1333, auf die Z-gredienten Ver- 
wandischaften d. h. solche Korrespondenzen zwischen ? kollokalen Räumen S$,, 
gemacht worden, daß, wenn 2— 1 Punkte auf 2—1ı dieser Räume willkürlich 
gegeben sind, der entsprechende Punkt in dem übrigbleibenden Raume in 
einer endlichen Anzahl von Arten bestimmt bleibt. Die Anzahl der Koinzidenz- 
punkte einer solchen Verwandtschaft ist gleich der Summe der Anzahlen [z, .. .,]- 
der verwandten Punkt-I-tupel, deren Punkte resp. in gegebenen [i, ], [%). -,[%] 
der betreffenden Räume liegen (wo jedes der &,, 8, ..., 2; die Werte 0,1,...,n 
annimmt, mit der Bedingung , + -+ü=n). 

Man kann eine analoge Korrespondenz haben, aber von der Beschaffenheit, 
daß, wenn Z— 1 Punkte von 7—1S, gegeben sind, der in dem übrigbleibenden 
Raume S, entsprechende Punkt in einer VY, variiert: alsdann bilden die Koinzi- 
denzpunkte eine Y,, deren Ordnung sich unmittelbar aus dem vorhergehenden 
Theorem ergibt. 

Kantor gibt auch die Anzahl der Koinzidenzpunkte einer }-gredienten Ver- 
wandtschaft zwischen den Punkten einer Hyperfläche an, für den Fall, in 
dem die Z— 1 gegebenen Punkten entsprechenden Punkte sämtliche Durchschnitte 
dieser Hyperfläche mit einer variablen Kurve sind. 

622) M. Pieri, Atti Acc. Torino 25 (1890), p. 365. 

623) F. Severi, Rend. Lincei (5) 9 (1900),, p. 321. 
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II einem gegebenen Grundgebilde [a,.... a,] angehört, während IT 
einem gegebenen konjugierten Grundgebilde angehört, das heißt einem 
In —a,, ...,n— a,].*) 


X, Hyperalgebraische Geometrie, 


4%. Hyperalgebraische Geometrie.) In diesem ganzen Artikel 
hatten wir, wie in Nr. 2 angekündigt worden ist, die Punkte und an- 
deren Gebilde als komplex zu betrachten, d. h. reell oder imaginär. 
In diesem komplexen Gebiete nun bieten sich naturgemäß neben den 
algebraischen Mannigfaltigkeiten andere, allgemeinere, hyperalgebraische 
Mannigfaltigkeiten dar.‘?®) 

Werden in $, die nicht-homogenen Punktkoordinaten mit 


KHAIAL EVA 

bezeichnet, wo die y und z reell sind, so bilden die Punkte, die 
gegebenen algebraischen Beziehungen zwischen den y und 2 genügen, 
eine hyperalgebraische Mannigfaltigkeit.”) Man kann diese 2% reellen 
Größen y und z als Koordinaten eines Punktes P in S,, nehmen: als- 
dann sind die hyperalgebraischen Mannigfaltigkeiten von S, durch die 
reellen algebraischen M von S,, dargestellt. — Diese Abbildung der 
komplexen Punkte von S, auf die reellen Punkte eines [2»] kann er- 
halten werden, indem man den $, kollinear auf das Gebilde der [] 
von [2»] bezieht, die durch einen festen vollständig imaginären 
[» — 1] hindurchgehen, und so die (komplexen) Punkte von $, durch 
die reellen Punkte der entsprechenden [r] darstellt. Andere Abbildungen 
(die nicht, wie jene, Ausnahmen in der Eindeutigkeit darbieten) 
sind die folgenden: Substituiert man dem gegebenen S, einen voll- 
ständig imaginären S,, so werden die Punkte dieses mittels der reellen 
Geraden abgebildet, die sie enthalten (die in einem [2r» +1] lie- 
gen). Oder auch: man nimmt im [n®+2n] eine P,, von der Ord- 
nung (2n),, Ort zweier o0”-Scharen von [»] (Nr. 10, vgl. Anm.'?) 
mit der Bedingung, daß die [»] einer Schar konjugiert imaginär zu 
denjenigen der anderen sind; bezieht man den gegebenen S, kollinear 

624) Dieses Theorem von Severi reduziert sich auf eine Charakteristiken- 
formel von Schubert der Nr. 7, wenn II und IT die [k] zweier Systeme sind, deren 
Dimensionssumme —= (k + 1)(n — k) ist. 

625) Zudem, was hier kurz gefaßt ist, sei angefügt, was in dem Art. II AB 4a 
(Fano) Nr. 16, 17,18 (wie auch in Nr. 20 von Art. III AB 5 (Schoenflies)) gesagt ist. 

626) ©. As; vier Noten in Atti Acc. Torino, 25 (1889—1890), p. 276, 430, 
592, und 26 (1890—91), p. 35; Math. Ann. 40 (1892), p. 413. 

627) Analoges gilt, wenn man algebraisch und hyperalgebraisch mit analy- 
tisch und hyperanalytisch vertauscht. 
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auf eine der beiden Scharen, so kann jeder Punkt des S, mittels des 
reellen Punktes des [n] abgebildet werden, der ihm entspricht. — 

Die Gesamtheit der reellen Punkte einer algebraischen Y, oder 
auch die Gesamtheit der komplexen Punkte, in die jene Gesamt- 
heit mittels einer (komplexen) Kollineation transformiert wird,‘ gibt 
ein Beispiel einer hyperalgebraischen Mannigfaltigkeit. Ist die V ein 
reeller $,, so erhält man auf diese Weise eine Kette k. Stufe. 

Die kontinuierlichen ein-eindeutigen Punkttransformationen des 
S,, die Gerade in Gerade (und folglich auch die S, in $,) über- 
führen, sind im komplexen Gebiete nicht nur die Kollineationen, son- 
dern auch die Antikollineationen, die mittels der Formeln 


0% = >! E77 
wo ä die konjugiert-komplexe Größe von x bezeichnet, dargestellt 


werden können. In ähnlicher Weise definiert man die Antireziprosi- 
täten analytisch durch die Formeln 


0% = >: 9: %- 


Diese beiden Arten neuer Korrespondenzen (Antiprojektivitäten)‘®) füh- 
ren naturgemäß auf die Betrachtung hyperalgebraischer Mannigfaltig- 
keiten. Wenn z. B. eine Antikollineation involutorisch ist und Fix- 
punkte hat (sie hat sicher solche, wenn » gerade ist), so bilden diese 
eine Kette n. Stufe. Eine involutorische Antireziprozität oder Anti- 
polarität kann man dadurch erhalten, daß man in den vorhergehenden 
Formeln a,, = @,, setzt. Ihre selbstreziproken Punkte (Punkte, die in 
der entsprechenden Hyperebene liegen) sind diejenigen, für die . 

2 0,,%,%, = 0 

ik 
ist. Die linke Seite dieser Gleichung, mit der genannten Bedingung 
für die Koeffizienten, heißt eine Hermitesche Form. Nimmt man als 
Fundamentalsimplex ein Po’arsimplex der Antipolarität, so nimmt jene 
Gleichung die kanonische Form 

> 0,28, = 0 

[i 
an, wo die a, reell sind. Man sieht so, daß entweder die Punkte 
die sie befriedigen, fehlen (der Fall, in dem die a, sämtlich > 0 oder 
sämtlich < 0 sind); oder daß es unendlich viele gibt, die von 2» — 1 
wesentlichen reellen Parametern abhängen. Man sagt alsdann (Segre, 
Study), daß sie eine iperguadrica, oder Hermitesche Mannigfaltigkeit, 
bilden. Diese kann verschiedene Fälle hinsichtlich der größten Dimension 


628) Hierüber siehe auch @. Sforza, Giorn. di mat. 30 (1892), p. 159. 


wi 
N 
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der in ihr enthaltenen Räume darbieten.#2?) — Zwei oder mehrere 


Hermitesche Formen bestimmen ein Büschel, Netz usw., das man 
durch die Gleichung 


Da, +ub,+)a, %,—0 
darstellen kann, wo a, —=4@,, b, = b,,, ... ist und nur reelle Werte 
für die Parameter A, u,... genommen werden. Die diesen Formen 
gemeinsamen Punkte bilden, wenn sie existieren, andere bemerkenswerte 
hyperalgebraische Gebilde.) 

In der obengenannten Abbildung der komplexen Punkte von 8, 
mittels der reellen Punkte einer V,, des [n’+2n] entsprechen die 
Hermitesche Mannigfaltigkeit den Schnitten dieser Y mit den reellen 
Hyperebenen ihres R.°°!) 





629) Diese größte Dimension ist g— 1, wenn q die Anzahl der a, eines und 
desselben Zeichens ist, und n+1—g>g die Anzahl der a, entgegengesetzten 
Zeichens ist. Diese geometrische Betrachtung ruft ein Trägheitsgesetz über die 
Hermiteschen Formen hervor, analog demjenigen über die gewöhnlichen quadra- 
tischen Formen. Vgl. die analoge Betrachtung (im reellen Gebiet) für die Q 
(quadratischen Formen) in ?°%), 

Segre hat auch, in der 3. in®?°) zitierten Turiner Note (in Nr. 36, Fuß- 
note) die Kollineationen behandelt, die eine Hermitesche Form in sich über- 
führen; dabei löst er für sie Fragen, analog denjenigen von Nr. 18. Hierüber 
vgl. auch weitere analytische Untersuchungen von A. Loewy, Nova Acta Leop., 
Halle 71 (1898), p. 377 (Auszug in Math. Ann. 50 (1898), p. 557). 

630) Vgl. in einer Fußnote zu Nr. 46 der 4. in®*®) zitierten Note von Segre 
einige Eigenschaften der Büschel, die denjenigen der Nr. 20,.über die Büschel 
von @ entsprechen: insbesondere über die Determinante |%a,, + wb;.| und ihre 
Elementarteiler. Vgl. hierüber auch A. Loewy, J. f. Math. 122 (1900), p. 53. 

Das System einer @ und einer Hermiteschen Form ist von @. Guareschi, 
Atti Acc. Torino 41 (1906), p. 405, betrachtet worden. 

631) In *°°) haben wir schon gesagt, wie die Hermiteschen Formen von @. 
Fubini und E. Study als absolute Gebilde einer Maßbestimmung verwandt wor- 
den sind. — 

Endlich vermerken wir, daß an Stelle der gewöhnlichen komplexen Zahlen 
@+Dby-—1 als Koordinaten eine andere Art komplexer (parabolischer) Zahlen 
abs, wo &’—=0 ist, genommen werden kann. Alsdann entsteht eine andere 
hyperalgebraische Geometrie, von der einige Gebilde z. B. in E. Studys Geometrie 
der Dynamen, Leipzig 1903 (vgl. II AB4b (Fano) Nr. 17f., wo man auch andere 
Zitate findet) behandelt sind, und die von einem anderen Gesichtspunkt aus 
von P. Predella, Giorn. di mat. 49 (1911), p. 281, und 50 (1912), p. 161, sowie 
von C. Segre, Atti Acc. Torino 47 (1912), p. 308, 384 betrachtet worden ist. In 
dieser neuen Geometrie artet z. B. die V$ eines $,, die mit ihren reellen 
Punkten die gewöhnlichen komplexen Punkte einer gegebenen Ebene darstellt, in 
die M$ von Study aus, die auf p. 334 des eben zitierten Artikels von Fano 


definiert ist 
(Abgeschlossen Ende 1912.) 
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1. Allgemeines und lineare Gebilde. 


1. Einleitung. Begründung der Liniengeometrie durch Plücker. 
a) Gegenstand der Liniengeometrie ist zunächst die Untersuchung der 
Mannigfaltigkeit der geraden Linien und ihrer Teilmannigfaltigkeiten®®). 
Als besonderer Zweig der Geometrie tritt die Liniengeometrie seit 
J. Plückers „Neue Geometrie des Raumes, gegründet auf die Betrach- 
tung der geraden Linie als Raumelement“ (I, 1868; II, 1869) auf, 
obgleich Liniengebilde schon lange vorher untersucht wurden.‘) Es 
hat sich, analog wie in anderen Zweigen der Geometrie, das Bedürfnis 
herausgestellt, das ursprünglich gegebene Kontinuum der oo* eigent- 
lichen reellen Geraden durch geeignete Definition uneigentlicher (un- 
endlich ferner) Geraden zu einem abgeschlossenen Kontinuum zu er- 
gänzen. Geschieht dies im Sinne der projektiven Geometrie), so ge- 
langt man zur Plückerschen Liniengeometrie®), die unter „Linien- 
geometrie“ schlechtweg meist verstanden wird. 


b) Wenn x,,... 2, und %,,...%, die tetraedrischen Koordinaten 
zweier (zunächst reellen) Punkte einer Geraden p sind, und wenn 
(1) %%Y% — 9  Pir 


gesetzt wird, so führt man als tetraedrische Strahlkoordinaten') (oder 


3a) Ferner der Mannigfaltigkeiten der Stäbe (Nr. 4e), Schrauben (Nr. $c). 

4) Vgl. ITAB7T (E. Müller), p. 722. 

5) Vgl. ITAB 1 (Enriques), p. 72. 

6) Über andere Ergänzungen jenes Kontinuums vgl. IT AB4b (Fano), Nr. 18 
und HIAB7 (E. Müller), Nr. 29. 

7) Linienkoordinaten der Form (1) hat zuerst A. Cayley verwendet (Quart. 
J. of math. 3 (1860), p. 225; 5 (1862), p. 81 = Coll. M. P. 4 (1891), p. 446, 490), 
wobei er von homogen gemachten Parallelkoordinaten der Punkte ausging. Im 
übrigen vgl. über die Theorie und Geschichte der Linienkoordinaten IIAB7 
(E. Müller), Nr. 27—29. Es gibt Einführungen der tetraedrischen Koordinaten, bei 
denen ihr Zusammenhang mit den metrischen Größen des Grundtetraeders und 
nit mechanischen Deutungen stets ersichtlich bleibt. Man kann dies die Methode 
der metrischen Tetraederkoordinaten nennen; sie beginnt, was die Liniengeometrie 
betrifft, mit H. @. Zeuthen, Math. Ann. 1 (1869), p. 432, und ist besonders in 
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Strahlenkoordinaten) von p die sechs Größen 


(2) Pıa, Pıs» Pıar Paar Pag» Pas 

ein®), die wir?) in dieser Reihenfolge auch durch Symbole mit einem 
Index 9,, ... 2, bezeichnen. Die Beziehung?) zwischen den Koordi- 
nateh kann man nun schreiben: 


bi 
(3) R(p) = Ip Py4s es 0. 


Je sechs Zahlen, die ihr genügen und nicht alle Null sind, bestimmen 
eine Gerade); multipliziert man alle sechs mit demselben Faktor, 
so ändert sich die Gerade nicht. Dual werden die tetraedrischen Achsen- 
koordinaten definiert, die den Strahlenkoordinaten in gewisser Reihen- 
folge proportional sind.) 

Läßt man eine Fläche des Grundtetraeders ins Unendliche rücken, 
so gehen aus den tetraedrischen die Linienkoordinaten q, im Parallel- 
system hervor.) Wenn jetzt x,, Y,, 2, und &,, Y5, 2, die Koordinaten 
zweier Punkte P, und P, auf der Geraden g sind, so kann man 


Ran: H=n—a, Na — Hs, 
(4) Ir a 


gg = — 2, MT FıY — Fafın 


Abhandlungen von D. Chelini, Mem. Acc. Bologna (2) 10 (1870), p. 343; (3) 1 
(1871), p. 125; E. d’Ovidio, Giorn. di mat. 8 (1870), p. 241; 10 (1872), p. 33; 11 
(1875), p. 197; E. Padova, Nouv. ann. (2) 11 (1872), p. 210; @. Battaglini, Giorn. 
di mat. 10 (1872), p. 33, 133, 175, 180, 295; 11 (1873), p. 62, 359 und H. Frombeck, 
Sitzungsb. Ak. Wien 74 II (1877), p. 399 vertreten. Vgl. übrigens ITAB7 
(E. Müller), p. 641, Anm. 163). 

8) Vgl. IIAB7 (E. Müller), p. 726. Über Linienkoordinaten im elliptischen 
Raum s. @. Fubini, Ann. scuola norm. Pisa 9 (1904), Nr. 1. 

9) Nach F. Klein, Diss. 

10) Es kann vorkommen, daß eine Gerade durch fünf Koordinaten noch 
nicht bestimmt ist, worauf R. Sturm durch Diskussion eines Beispieles aufmerk- 
sam gemacht hat, Arch. Math. Phys. 24 (1915), p. 19; einfacher sieht man das 
aus (3): Wenn eine Koordinate verschwindet, läßt sich die mit ihr multiplizierte 
aus (3) nicht berechnen und bleibt willkürlich, auch wenn alle übrigen fünf 
gegeben sind; also können diese die Gerade nicht bestimmen; s. auch M. Pasch, 
J. f. Math. 148 (1918), p. 116. Für den Fall rechtwinkliger Stabkoordinaten kann 
man aus ihrer geometrischen oder mechanischen Deutung (Anm. 16) leicht ent- 
nehmen, innerhalb welches Büschels der Träger des Stabes veränderlich bleibt, 
falls fünf gegebene Koordinaten ihn nicht bestimmen. Allgemeiner: dem Büschel 
gehört stets eine Kante des Grundtetraeders an. 

11) Vgl. DIABT (E. Müller), p. 728. 

12) Eine ausführliche Darstellung dieses Grenzüberganges und überhaupt 
der Theorie der Linienkoordinaten findet sich bei K. Zindler, L. G. 1, dritter 
Abschn. 
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mit der Identität: j 
(5) PIRE —0. 


Ist insbesondere das Parallelsystem rechtwinklig'®), so erhalten 
wir die rechtwinkligen homogenen '*) Linienkoordinaten.*) 

c) Auch den absoluten Werten der Linienkoordinaten kann eine 
Bedeutung beigelegt werden, die für rechtwinklige Koordinaten wich- 
tig ist: verschiebt man die Punkte P, und P, auf q so, daß sie stets 
ihre Entfernung beibehalten, so ändern sich die Größen q, nicht; sie 
können also als Koordinaten eines Stabes‘) von der Länge q (vgl. 
Gleichung 12) betrachtet werden, solange q,, 93, 9, nicht gleichzeitig 
verschwinden. Ist dies jedoch der Fall, so kann man die Größen 
(0, 0,0, 9, 9, 9) als Koordinaten eines Feldes‘) auffassen.'?) 

Sieht man von der Größe des Feldes ab, so kann man 9,:9,:9 
als Koordinaten einer uneigentlichen (unendlich fernen) Geraden be- 
trachten, die durch die Stellung des Feldes repräsentiert wird. Die 
Gerade, auf der ein Stab liegt, heißt sein Träger. 

Über die mechanische und die kinematische Deutung der recht- 
winkligen Stabkoordinaten vgl. Nr. 8. 

d) Unter dem Moment M zweier Stäbe p, q versteht man das 
Produkt ihrer Längen, ihres kürzesten Abstandes und des Sinus des 
Winkels ihrer Träger!?); es ist also gleich dem sechsfachen Inhalt 
eines Tetraeders, das durch die Stäbe bestimmt wird. Unter dem 
Moment zweier Geraden versteht man das Moment zweier auf ihnen 
liegenden Einheitsstäbe.?°) Sind »,, q, die rechtwinkligen Koordinaten 





13) Wir setzen stets ein Rechtssystem voraus; vgl. IIAB7 (E. Müller), p.619. 

14) Man sieht, daß die Bezeichnungen „tetraedrische‘ und „homogene“ 
Koordinaten, die in der Punktgeometrie häufig unterschiedslos gebraucht werden, 
in der Liniengeometrie durchaus nicht gleichbedeutend sind; denn auch die 
(heute gebräuchlichen) rechtwinkligen Linienkoordinaten treten in den Gleichun- 
gen homogen auf. 

15) Sie wurden von R. Hudson durch Lage und Geschwindigkeit eines be- 
weglichen Punktes einer Einheitskugel (auch in nichteuklidischen Räumen) dar- 
gestellt; Mess. of Math. (2) 31 (1902), p. 151; (2) 32 (1903), p. 31. 

16) Vgl. IITAB7 (E. Müller), p. 614 und 725 (Anm. 493); q,, 9, 9 Sind die 
Projektionen der doppelten Dreiecksfläche, die der Stab mit dem Ursprung be- 
stimmt, auf die Koordinatenebenen, bei mechanischer Deutung (Nr. 8) die Dreh- 
momente um die Achsen. 

17) Vgl. ITABT (E. Müller), p. 624, Anm. 89). 

18) Z2.B. K. Zindler, L. G. 1, $ 36. 

19) Über die nötigen Vorzeichenfestsetzungen bei dieser Definition und bei 
den folgenden Formeln vgl. z. B. K. Zindler, L. G. 1, $ 12 und $ 37. 

20) Das Moment zweier Geraden hat F. Brioschi, J. f. Math. 50 (1856), 
p- 236 = Opere mat. 5, p. 264 durch die Koordinaten der Geraden ausgedrückt; 
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zweier beliebigen Stäbe, und nimmt man von den Indizes die Reste 
mod. 6, so ist, wenn 


(6) Sn, 1,3: = (DW) 


gesetzt wird: 


(M M=(p, g). 


Setzt man ferner 


(8) wo —= (94 — Ph)” + (9 — P, 4” + (9% — 94)", 
und 


(9) =p,4. =(p|g), 


so ist der kürzeste Abstand d zwischen den Trägern der Stäbe, wenn 
sie nicht parallel sind: ?') 


(10) Fe = 
oder *) 
(u) BER (P, 9) 


Yon (ld - lo 


Faßt man dieses Gemeinlot als Stab auf, so sind seine Koordi- 
naten d,, wenn 


3 3 
(12) DO ea 
Pas Ps | 4% 9. 
(13) |ABB | —P, An = 
91 | PıPaP; 


gesetzt wird: 
M 
oiereengee us (Ps — Ps); 


d,= King’P +4 —- (4P+nQ) (Pin), 


der Name „Moment“ findet sich bei A. Cayley, Cambridge Phil. Soc. 11/2 (1869) 
= Coll. Math. pap. 7, p. 89 und schon früher Paris C. R. 61 (1865), p. 829 
— (Coll. Math. pap. 5, p. 540. H. Frrombeck hat das Moment zweier Geraden 
durch die Momente derselben bezüglich der Kanten des Grundtetraeders ausge- 
drückt, Sitzungsb. Wien 73, II (1876), p. 475), indem er von einer Identität zwi- 
schen den Tetraedern ausging, die durch acht beliebige Punkte bestimmt sind. 
S. auch H. Stahl, Jahresb. Luisenstädt. Gymn. Berlin, 1873. Über die Windung 
eines Geradenpaares s. Anm. 383). 

21) Über den Abstand paralleler Geraden s. Anm. 23) und W. Stammer, 
Giorn. di mat. 5 (1867), p. 236; E. Beltrami, ebenda, p. 351 = Op. mat. 1 (1902), 
p. 314. 

22) Z.B. E. Study, G. D., p. 148. 


(14) 
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wobei d, und d, aus d,, ebenso d,, d, aus d, durch Vorrücken inner- 
halb der Zyklen 1, 2, 3 und 4, 5, 6 hervorgehen. ”®) 

Zwei Gerade, die sich schneiden (oder parallel sind), nennt man 
inzident. Aus dem Verschwinden des Momentes ergibt sich als Be- 
dingung der Inzidenz: 


(15) =. 


Den gemeinsamen Punkt und die gemeinsame Ebene zweier inzidenten 
Geraden hat A. Cayley aus den Koordinaten berechnet. **) 

Die Geraden, deren Moment bezüglich einer festen Geraden kon- 
stant ist, bilden einen quadratischen Komplex. *°) 

e) In manchen Untersuchungen ist es zweckmäßig, jeder Geraden 
einen positiven Durchlaufungssinn beizulegen. Eine solche orientierte 
Gerade heißt Speer.”°) Die reellen eigentlichen Speere und die Mini- 
malebenen lassen sich umkehrbar eindeutig aufeinander beziehen. Der 
Gruppe der komplexen Bewegungen entspricht dabei eine 12-gliedrige 
Gruppe G,, von Speertransformationen.?‘) Das Verhalten der Speer- 
gebilde zu dieser Gruppe, sowie überhaupt die Geometrie der Speere 
in der Ebene und im Raume wurde auch von W. Blaschke studiert.”®) 

f) Wenn « der Winkel und d das Gemeinlot zweier Strahlen ist, 
so heißt die duale Zahl?) « + de der duale Winkel?®) der Strahlen, 


23) A. Cayley, The Quart. J. p. appl. math. 15 (1878), p. 169 — Coll.M.P. 
10, p. 288f.; K. Zindler, L. G. 1, $ 37; E. Rath, Arch. Math. Phys. (8) 9 
(1905), p. 306: in abkürzenden Bezeichnungen als Gleichung des Gemeinlotes bei 
E. Study, 6. D., p. 150; dort ist auch die Formel angegeben, die im Falle par- 
alleler Stäbe an Stelle von (11) tritt, ferner (p. 208) eine Darstellung des Ge- 
meinlotes in dualen Koordinaten (III AB” (E. Müller), p. 736); mit Methoden der 
Ausdehnungslehre: E. Jahnke, Arch. Math. Phys. (3) 9 (1905), p. 305; für schief- 
winklige Koordinaten: V. Mollame, Rend. Acc. Napoli 17 (1878), p. 106; in der 
nichteuklidischen Geometrie: P. Mansion, Ann. soc. sc. Bruxelles 38 (1914), p. 65. 

24) Cambridge Phil. Soc. 11/2 (1869) = Coll. Math. Pap. 7, p. 71; hier fin- 
den sich auch (p. 69) die Inzidenzbedingungen für eine Gerade und einen Punkt 
oder eine Ebene, ebenso bei F. Klein, Diss.; vgl. auch M. Pasch, J. f. Math. 75 
(1873), p. 106 und D. M. Sintzov, Mitteil. math. Ges. Charkow (2) 11 (1910), p. 287. 
Über den Abstand eines Punktes von einer Geraden s. J. Waille, Nouv. Ann. (2) 
12 (1873), p. 269; E. Study, G. D., p. 144. 

25) H. Frombeck, Anm. 20). Über eine Verallgemeinerung s. Nr. 11e). 

26) E. Study, G.D., p. 9. Über die analogen Begriffsbildungen für nicht- 
euklidische Räume s. Jahresb. D. M. V. 11 (1902), p. 319; 15 (1906), p- 476. 

27) E. v. Weber, Ber. Ges. Wiss. Leipzig 55 (1903), p. 384. 

28) Monatsh. Math. Phys. 21 (1910), p. 3, 201. 

29) Vgl. IIABA4b (Fano), p. 328; III AB 7 (E. Müller), p- 736. Der hier 
(Anm. 544) angegebenen Literatur sei hinzugefügt: J. Wolff, D. V. Die dualen 
Zahlen können auch durch eine Abbildung auf die Mannigfaltigkeit der Speere 
mit der Liniengeometrie in Zusammenhang gebracht werden, J. Grünwald, 
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und es werden die goniometrischen Funktionen dualer Winkel durch 
dieselben Potenzreihen definiert, die für reelle Winkel gelten. °") 

Manche Formeln der sphärischen Trigonometrie finden nun in 
der Trigonometrie im Strahlenraum ihre Verallgemeinerung, z. B.: Zwi- 
schen den dualen Winkeln dreier eigentlichen Strahlen und zwischen 
den dualen Winkeln ihrer Gemeinlote bestehen dieselben identischen 
Gleichungen, wie zwischen den Seiten eines sphärischen Dreiecks und 
seines Polardreiecks. °?) 

g) Da man bei den Rechnungen auch auf komplexe Werte der 
Koordinaten stößt, wird man zu einer zweiten Erweiterung des Kon- 
tinuums der ursprünglich gegebenen reellen Geraden veranlaßt, die 
zunächst bloß formal?) durch Zulassung solcher komplexer Werte 
geschieht, die der Gleichung (3) genügen. °*) 

h) Über die axiomatische Begründung der Liniengeometrie vgl. 
M. Pieri”®), ferner E. R. Hedrick und 2 Ingold.°®) a Begriffe 
der Mengenlehre hat E. Borel auf das Kontinuum der Geraden über- 
tragen I ebenso G. Vivanti einige Begriffe der analysis situs.°®) 


Monatsh. Math. Phys. 17 (1906), p. 81; vgl. auch ITAB4b (Fano), p. 349, 
Anm. 164. Über die Deutung der dualen Zahlen durch geometrische Transtör 
mationen vgl. E. Müller, Arch. Math. Phys. (3) 5 (1903), p. 104. 

30) In anderer Weise hatte R. de Saussure, Am. J. of math. 18 (1896), 
p. 304; 19 (1897), p. 3293 Gemeinlot und Winkel zweier Geraden zu einer Art 
komplexer Zahl d + I« verschmolzen, die er Distangle nannte. Man vergleiche 
über seine Arbeiten R. Bricard, Nouv. Ann. (4) 10 (1910), p. 1 und die Kritik 
von E. Study, Jahresb. D. M.-V. 19 (1910), p. 255. 

31) E. Study, G. D., p. 205, 199. 

32) E. Study, G. D. ‚ P. 209. Auch schon bei J. Petersen (Anm. 65) findet 
sich eine Ülertengnogsregel, durch die aus einem Satz über ein sphärisches 
Dreieck ein solcher über eine trilineare Figur abgeleitet werden kann, d.h. eine 
Figur, die aus drei Geraden und ihren drei kürzesten Abständen besteht (Nyt 
Tidsskr. for Math. 9B (1898), p. 49). S. auch R. de Saussure (Anm. 30). Als Vor- 
läufer in diesem Gebiet kann H. Frombeck gelten, der schon gewisse Identitäten 
zwischen den Momenten und den sinus der körperlichen Ecken abgeleitet hat, 
die durch mehrere Gerade bestimmt werden (Anm. 7 und 20). S. auch W. Burn- 
sıde, Mess. of math. (2) 28 (1898), p. 92. Vgl. auch Nr. 2e). 

33) Vgl. auch IIT AB 4a (Fano), p. 233, Anm. 21). 

34) Über diese imaginären Geraden und ihre geometrische Deutung vgl. 
Nr. 15 und III AB 4a (Fano), Nr. 14, 15; III AB 5 (Schoenflies), Nr. 19; IT AB7 
(E. Müller), p. 730; III AB 8 (Sommer), Nr. 2. Über die entsprechenden Begriffs- 
bildungen der na 8. E. Study, G. D., namentlich $ 28. 

35) Atti Acc. Torino 36 (1901), p. 335. 

36) Transact. Am. Math. soc. 15 (1914), p. 205; auch schon Bull. Am. math. 
soc. (2) 18 (1912), p. 234. 

37) Bull. soc. math. de Fr. 31 (1903), p. 272. Über Maße von Geraden- 
mengen in der Theorie der geometrischen Wahrscheinlichkeiten s. M. Crofton, 
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2. Systeme mehrerer Geraden. a) Wenn a, und b, die Koordi- 
naten zweier inzidenten (p. 980) Geraden a, b sind, so wird durch 


(16) p,=hka,-+ ub, v=1,...6) 
das Büschel a, b dargestellt. Das Doppelverhältnis von vier Geraden 
desselben drückt sich durch die vier Werte A,: u, ebenso aus°®), wie 
bei den Punktreihen das Doppelverhältnis von vier Punkten. Wenn 
die Matrix der Koordinaten dreier Geraden nur den Rang zwei hat, 
so gehören die Geraden demselben Büschel an.“) 

Wenn drei Gerade ein gleichseitiges Hyperboloid erzeugen (d. h. 
ein solches, das ein und daher unendlich viele Tripel zueinander senk- 
rechter Erzeugenden derselben Schar hat), so können die drei Geraden 
Höhen eines Tetraeders sein.*!) 

b) Wenn a,,...a, vier Gerade sind, von denen sich keine zwei 
schneiden mögen, und wenn auf ihnen vier Stäbe angenommen wer- 
den, deren Momente zu zweien mit (12) usw. bezeichnet seien, so 


heißt die Zahl 


13 14 
(17) De En ae N 


das Graßmannsche Doppelverhältnis*?) der vier Geraden. Durch deren 
Vertauschung gehen die Werte 


vw, p_an.cs 
(#3) ’ (33)? (24) ' (39) 
Phil. Trans. 158 (1868), p. 181; E. Ozuber, Geom. Wahrscheinlichkeiten, Leipzig 
1884, Kap. 2; Sitzungsb. Ak. Wien 90, II (1884), p. 719; @. Pölya, ebenda 126, 
IIa (1917), p. 319. 

38) Rend. circ. mat. Palermo 9 (1895), p. 108. 

39) A. Voss, Math. Ann. 8 (1875), p. 57. 

40) Wenn je zwei von drei Geraden sich schneiden, ohne daß der Rang der 
Matrix auf zwei herabsinkt, so gehören die Geraden demselben Bündel oder dem- 
selben Feld an, je nachdem diejenigen dreireihigen Determinanten aus der Ma- 
trix der Strahlkoordinaten verschwinden, in deren Elementen ein Index ganz fehlt, 
oder diejenigen, in denen einer bei allen neun Elementen auftritt (F. Klein, 
Diss.; K. Zindler, L. 6. 1, p. 109; O. Staude, Anal. Geom. d. Punktes usw., Leipzig 
1905, p. 328). 

41) H. Vogt, J. f. Math. 86 (1897), p. 311; vgl. auch hier Nr. 9, 18); über 
alle vier Höhen eines Tetraeders vgl. III C 2 (Staude), Nr. 33; R. Sturm, 6.V. 1, 
p. 129; W. F. Meyer, Arch. Math. Phys. (3) 8 (1905), p. 135. Über die Regel- 
schar, die durch drei Gerade bestimmt ist, vgl. Anm. 583). 

42) Es tritt (als Invariante der Kollineationen) zuerst auf in H. Graßmanns 
A,, Leipzig 1844, p. 251 = Ges. W. 1a, Leipzig 1894, p. 272. Die Verbindungs- 
geraden zugeordneter Ecken zweier Tetraeder und die Schnittgeraden der gegen- 
überliegenden Seitenflächen haben das gleiche Graßmannsche Doppelverhältnis; 
E. Study, Ber. d. oberhess. Naturf.-Ges. 1900, p. 78. 8. auch @. Kohn, Jahresb. 
D. M.-V. 22 (1913), p. 343. 
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und die drei reziproken hervor, unter denen sich zwei unabhängige 
befinden. Jedoch ist bei Annahme dieser zwei Werte und dreier 
festen Geraden der Ort für die vierte bewegliche noch ein Strahlen- 


netz.??) 
Es ist: 
(18) DDZ = 1, 
Wenn (ohne daß sich irgend zwei von den Geraden schneiden) 
a) VASE + VE) + Yo, 
was man auch in Determinantenform 
(20) |G@l)|=0 @,k=1,2,3, 4) 
schreiben kann, so fallen entweder die beiden Transversalen ,, {, von 
@,,... a, zusammen (vgl. Anm. 96), oder die Geraden liegen (vgl. c)) 


hyperbolisch.“) In beiden Fällen gilt, wenn ö das gewöhnliche Doppel- 
verhältnis der Geraden (nämlich ihrer Schnittpunkte mit einer Trans- 
versalen) ist: 

(21) =D. 


In rationaler Form hat A. Voss ö aus den Koordinaten der Geraden 
berechnet. *) 
Die Bedingung 


(22) Y(12)(84) + V(IB)(A2) + Y(14)@3) — 0 
bedeutet, daß die vier Geraden Tangenten einer (daher einfach un- 
endlich vielen) Raumkurven dritter Ordnung sein können.“) Dann 


43) H. Mohrmann, Math. Ann. 79 (1918), p. 198. Hier werden namentlich 
die 7 besonderen Arten von Geradenquadrupeln untersucht, bei denen die An- 
zahl der verschiedenen Werte aller Graßmannschen Doppelverhältnisse unter 
sechs herabsinkt. 

44) A. Cayley, C. R. 61 (1865), p. 830 — Coll. Pap. 5, p. 540; E. Study in 
H. Graßmanns Ges. W. 1a, Leipzig 1894, p. 409f. und Ber. d. sächs. Ges. d. 
Wiss. 48 (1896), p. 199. Hier findet sich auch der Zusammenhang der Größen 
D, D’, D’ mit den Doppelverhältnissen, zu denen vier Punkte einer Fläche 
zweiter Ordnung Anlaß geben; vgl. ferner Nr. 14 b). Über die mechanische Be- 
deutung der hyperbolischen Lage s. IV, 2 (Timerding), Nr. 25. 

45) Math. Ann. 8 (1874), p. 61; dort findet sich auch bei allgemeiner Lage 
der Geraden die Berechnung der Doppelvechältninss auf 2, &,. 

46) Denkt man sich in (22) drei Gerade fest, die vierte beweglich, so ist 
ihr Ort ein Komplex vierten Grades; A. Voss, Math. Ann. 13 (1878), p. 168. Vgl. 
auch IIIC 2 (Staude), Nr. 90; A. C. Dixon, Quart. J. of math. 23 (1889), p. 343; 
C. J. Kluyver, Arch. Neerl. des sc. 25 (1891), p. 70 oder Versl. en mededeel. Ak. 
Amsterdam (3) 8 (1891), p. 41. Hier (p. 346) sind auch die Tangenten einer 
Raumkurve vierter Ordnung erster Art analog behandelt; s. auch Anm. 1248). 
Weitere Untersuchungen über den erwähnten Vossischen Komplex vierten Grades 
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ist?) ihr Graßmannsches Doppelverhältnis gleich der vierten Potenz des 
Doppelverhältnisses ihrer Berührungspunkte (welches diese nämlich 
mit einer Sehne der Kurve durch die Verbindungsebenen bestimmen). 
Vier reelle Tangenten einer kubischen Raumkurve haben stets zwei 
reelle Trefflinien.) Die Gleichung 


(23) (12) (34) + (13)(42) + (14) (23) — 0 
haben J. ©. Kluyver*®), E. Study*?*) und H. Mohrmann“”) gedeutet. 


c) Wenn die Matrix der Koordinaten bei vier Geraden den Rang 
drei hat, können vier Fälle eintreten°®): Die Geraden gehören ent- 
weder 1. demselben Bündel an oder 2. demselben Feld, oder 3. sie 
teilen sich in zwei Paare inzidenter Geraden so, daß die Verbindungs- 
linie der beiden Schnittpunkte mit der Schnittlinie der beiden Ver- 
bindungsebenen identisch ist, oder 4. sie gehören derselben Regelschar 
einer eigentlichen Fläche zweiter Ordnung an (bilden einen Regelwurf). 
Die letzten beiden Fälle werden als hyperboloidische®') oder hyper- 
bolische Lage der vier Geraden zusammengefaßt??) und als spezielle 
und allgemeine hyperbolische Lage unterschieden. 

Die Höhen eines Tetraeders sind stets in linearer Beziehung und 
bilden i. a. einen Regelwurf.*!) Auch viele andere Regelwürfe treten 


bei R. Sturm, Anm. 48); E. Study, Ber. sächs. Ges. 68 (1916), p. 65 (Tangenten- 
quadrupel, die von zwei Scharen kubischer Raumkurven berührt werden); 
H. Mohrmann, Nachr. Ges. Wiss. Göttingen 1917, p. 129; Jahresb. D. M.-V. 26 
(1918), p. 176. Hier werden noch mehrere damit zusammenhähgende Gegen- 
stände behandelt, z. B.: Die durch vier Tangenten einer kubischen Raumkurve 
bestimmten Strahlennetze, umgekehrt die Tangentenquadrupel in gegebenen 
Netzen, Erzeugung des Vossischen Komplexes durch Strahlennetze, Realitäts- 
fragen. 8. auch R. Sturm, Arch. Math. Phys. (3) 27 (1918), p. 1. Vgl. Nr. 41). 

47) R. Mehml:e, Ztschr. Math. Phys. 40 (1895), p. 227. 

48) R. Sturm, Arch. Math. Phys. (3) 23 (1915), p. 1; H. Mohrmann, Anm. 46). 

48a) In H. Graßmanns Ges. W. 1b, Leipzig 1896, p. 509. } 

49) Math. Ztschr. 2 (1918), p. 49. Sind a,, Q,, a, drei Erzeugende einer rota- 
torischen Regelschar 2. Ordnung, die zur Achse ihrer Trägerfläche symmetrisch 
liegen, so stellt die Gleichung (23) einen linearen Komplex dar, der durch Ro- 
tation irgendeiner der oO! linearen Kongruenzen erzeugt werden kann, deren 
Leitgeraden zwei einander diametral gegenüberliegende Erzeugende der Regel- 
schar (a, a,a,) sind. 

50) J. Valyi, Anm. 60); K.Zindler, L. G.1, p. 110. Erxsterer nennt den Fall 3 
zweiwinklige Lage der Geraden und sagt in allen Fällen, die Geraden gehören 
zu einem linearen Strahlbüschel. Deutlicher wird es sein, hier von linearer Be- 
ziehung der Geraden zu sprechen; vgl. d). 

51) III C 2 (Staude), Nr. 33. 

52) In der Tat kann eine Regelschar einer Fläche zweiter Ordnung so in 
zwei Strahlbüschel zerfallen, wie es dem Fall 3 entspricht. 
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im Zusammenhang mit dem Tetraeder auf.°®) Die inneren Winkel- 
halbierenden eines windschiefen Vierseits bilden i. a. einen Regel- 
wurf; die eines Fünfseits liegen in einem Strahlennetz, die eines Sechs- 
seits in einem linearen Komplex.°*) 

Besondere Lagen von vier Geraden, die als Verallgemeinerung der 
hyperbolischen Lage aufgefaßt werden können, hat 0. Hermes’?) unter- 
sucht. Über besondere Lagen von fünf oder sechs Geraden’®) s. auch 
Nr. 12c) und Nr. 9,3. 

d) Zwei Tetraeder heißen hyperboloidisch, wenn die Verbindungs- 
linien v, entsprechender Ecken einen Regelwurf bilden; dann ist das- 
selbe mit den Schnittlinien s, entsprechender Ebenen der Fall.?”) 
Beide Regelwürfe liegen nur dann auf derselben Regelschar (und be- 
stehen dann im ganzen aus denselben Geraden), wenn die beiden Te- 
traeder eine Konfiguration von Möbius (Nr. 5b) bilden.°®). Z. B. liegen 


53) Vgl. z.B. J. Neuberg, Nouv. corr. math. 5 (1879), p. 315; Mem. cour. 
‚Acad. Belg. 37 (1884) — Mathesis 5 (1885), Suppl.; Arch. Math. Phys. (3) 11 
(1907), p. 225; (3) 12 (1907), p. 297; (3) 17 (1911), p. 247; (3) 20 (1918), p. 57; 
F. Bützberger, Zeitschr. Math. Phys. 38 (1893), p. 4: R. Routh, Mess. of 
Math. (2) 26 (1897), p. 145; K. Doehlemann, Arch. Math. Phys. (2) 17 (1899), 
p- 160; L. Klug, ebd. (3) 8 (1905), p. 157; (3) 17 (1911), p. 283; Math. &s phys. 
lapok 20 (1911), p. 157; P. Zeeman, Wisk. opgaven (2) 10 (1908), p. 580; E. Rath, 
Arch. Math. Phys. (3) 15 (1910), p. 364; D. Edwardes und A. H. $. Gillson, 
Ed. Times (2) 17 (1910), p. 63; R. Mehmke, Arch. Math. Phys. (3) 17 (1911), 
p- 366; (8) 18 (1911), p. 370; O. Degel, ebd. (3) 18 (1911), p. 363, 369; (3) 19 
(1911), p. 279; (3) 20 (1913), p. 84. 

54) J. Neuberg, Jahresb. D. M.-V. 21 (1912), p. 53; R. Mehmke, ebenda, p. 58 
(Beweis mit einfachen Mitteln der Ausdehnungslehre). Man kann in diesen Sätzen 
eine gerade Anzahl von inneren Winkelhalbierenden durch die entsprechenden 
äußeren ersetzen. Dort noch andere derartige Sätze, z. B.: Man nenne ein Drei- 
eck, das zwei benachbarte Seiten eines windschiefen Vielseits enthält, ein Ab- 
schnittdreieck desselben und den Treffpunkt dieser Seiten seine Hauptecke. Dann 
liegen die Tangenten, die man in den Hauptecken an die Umkreise der Ab- 
schnittdreiecke eines Sechsseites legen kann, in einem linearen Komplex. Vgl. 
auch R. Mehmke, Jahresb. D. M.-V. 25 (1916), p. 117. 

55) J. f. Math. 67 (1867) p. 279. 

56) Über die Bedingung, daß 5 Gerade eine gemeinsame Transversale haben, 
s. 4. Cayley, Cambr. Phil. soc. 11, II (1869), p. 290— Coll. M. P. 7 (1894), p. 66; 
H. M. Taylor, Mess. of math. (2) 31 (1902), p. 135. Sie lautet, wenn mit M,, das 
Moment der Geraden ö und %k bezeichnet wird: 


| Mr |=0 (,k=1,.,.5) 
57) Auf solche Tetraeder stößt M. Chasles (Apergu hist. sur l’orig. et le 
devel. des meth. en geom., Paris 1837; p. 403 der 2. Aufl., Paris 1875). Ausdrück- 
lich ausgesprochen und bewiesen ist obiger Satz erst bei O, Hermes, J. f. Math. 
56 (1859) p. 218. 
58) K. Doehlemann, Ztschr. Math. Phys. 45 (1900), p. 166. 
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zwei Tetraeder i. a. hyperboloidisch, wenn sie zueinander bezüglich 
einer Fläche zweiten Grades polar sind.’®) Allgemeiner heißen zwei 
Tetraeder in linearer Beziehung, wenn die Matrix der Koordinaten der 
v, den Rang drei hat.) 

Ein Tetraeder ist in linearer Beziehung zum Grundtetraeder, 
wenn die Matrix der Koordinaten seiner Ecken symmetrisch ist oder 
durch Multiplikation der Zeilen mit geeigneten Zahlen symmetrisch 
gemacht werden kann.®!) Zwei Tetraeder können auch in mehrfacher 
linearer Beziehung sein. 2) 

Über schiefperspektive Tetraeder vgl. Anm. 342); über besondere 
Lagen dreier Tetraeder s. II AB 5a (Steinitz), Nr. 6, 8 und H. Schröter.®®) 

e) In einem räumlichen Sechseck mit lauter rechten Winkeln %) 
haben die drei Gemeinlote der gegenüberliegenden Seiten, wenn sie 
nicht unbestimmt sind, selbst eine gemeinsame Normale. ®) 

In dualen Koordinaten %) ist 


3 
(24) 2x%,7,—0 
59) M. Chasles, Anm. 57), p. 402. 

60) J. Valyi, Monatsh. Math. Phys. 4 (1893) p. 121; 6 (1895), p. 220. Dann 
ist dasselbe bei den S, der Fall, und zwar tritt bei diesen der Fall 2), 8) oder 
4) von c) ein, je nachdem bei den v, der Fall 1), 3) oder 4) vorliegt. Hiernach 
unterscheidet er perspektive, zweiwinklige und hyperbolische Lage zweier Tetraeder, 
die in linearer Beziehung stehen. Über die perspektive Lage kongruenter Tetra- 
eder 8. K. Rohn, Ber. Leipzig 71 (1919), p. 160. 

61) J. Valyi, Anm. 60); J. Neuberg, Arch. Math. Phys. (3)‘12 (1907), p. 297. 

62) IILAB 5a (Steinitz), p. 493, 497; F. Schur, Math. Ann. 20 (1882), p. 254; 
K. Uhrig, Diss. Gießen 1891; J. Valyi, Anm. 60) und Math. u. naturw. Ber. aus 
Ungarn 13 (1895), p. 166, 189; G. Gallucci, Period. di mat. 13 (1898), p. 95; Rend. 
Acc. Napoli (3) 11 (1905), p. 175; E. Jahmke, Arch. Math. Phys. (3) 8 (1905), p. 81 
(Kennzeichen vierfach hyperboloidischer Tetraeder); A. Baruch, Rend. circ. mat. 
Palermo 44 (1920), p. 261. 

63) J. f. Math. 109 (1892), p. 341. S. auch V. Martinetti, Giorn. di mat. 42 
(1904), p. 22. 

64) Solche Sechsecke (namentlich auf einer geeigneten Fläche zweiter Ord- 
nung liegende) betrachten auch J. C. Kluyver und P. H. Schoute, Assoc. fr. pour 
l’avanc. des sc. 31 (1903), p. 132. Sie finden sich schon bei W. Burnside, mit An- 
wendungen auf die Zusammensetzung zweier endlichen Bewegungen: Mess. of 
math. (2) 19 (1889) p. 104; (2) 23 (1893), p. 19; (2) 28 (1898), p. 92; im selben 
Zusammenhang bei F. Schilling, Math. Ann. 44 (1894), p. 161 ($ 8). 8. auch R. de 
Saussure, Am. J. of math. 18 (1896) p. 311. 

65) J. Petersen, Kopenhagen, Vidensk. Selsk. Forh. 1898, p. 283; F. Morley, 
Proc. London Math. Soc. 29 (1898), p. 670; E. Study, G. D., p. 107; J. Wolff, D. 
V., p. 27. Hier (p. 32) ein Satz über zwei besondere trilineare Figuren, die zu 
einem System von 20 Geraden führen. 

66) Vgl. IT AB7 (E. Müller), p. 736; II AB 4b (Fano), p. 328. 
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die Bedingung für rechtwinkliges Schneiden zweier eigentlichen Strahlen 
X, Y. Bezeichnet ferner (X YZ) die Determinante der dualen Koor- 
dinaten dreier eigentlichen Strahlen, so ist 


(25) (XYZ)=0 
die Bedingung dafür, daß sie eine gemeinsame Normale zulassen.) 

Ferner gestatten die dualen Koordinaten eine Verallgemeinerung 
des Begriffes des Doppelverhältnisses von vier Strahlen. Sind nämlich 
vier eigentliche Strahlen eines Normalennetzes (Nr. 12 a) gegeben 
und ist X ein eigentlicher fünfter Strahl, der nicht dem Netze ange- 
hört, so ist die duale Zahl 

(XPR(XQ 8) 


(26) = XPS (XQR) 





von der Lage des Strahles X unabhängig‘) und heißt das duale 
Doppelverhältnis (P, Q, R, S) der vier Strahlen. Wenn (P, R) den dualen 
Winkel (Nr. 1f) zwischen P und R bezeichnet, so gilt: 





sin (P,R) sin (Q, 8) 
(27) D=-(P,QRS)= n7P,9 sn (0,8) 


Ferner ändert sich D bei Vertauschungen der vier Argumente 
ebenso wie das gewöhnliche Doppelverhältnis. °°) 


f) Durch fünf Gerade, die sich nirgends schneiden und nicht der- 
selben Regelschar angehören, ist eine sechste bestimmt, auf der näm- 
lich die sechste Ecke eines ebenen vollständigen Vierseits liegt, von 
dem die anderen Ecken auf den fünf gegebenen Geraden liegen. ”®) 
Die Theorie der quadratischen Strahlenkomplexe (im Sinne von Nr.27h) 
führt ebenfalls zu einer Figur von sechs voneinander abhängigen 
Strahlen. '*) 

Die Figur der Schläflischen Doppelsechs (III © 10 (W. Fr. Meyer)) 
wurde auch unabhängig von der Theorie der Flächen dritter Ordnung 


67) Oder besondern Falls parallel sind; E. Study, G. D., p. 202, 300. 

68) E. Study, G.D. p. 242. Vgl. auch schon J. Petersen (Anm. 65). 

69) Über den Ausdruck eines dualen Winkels durch ein duales Doppelver- 
hältnis, bei dessen Bildung zwei Strahlen der absoluten Kongruenz (der Kon- 
gruenz der Minimalstrahlen) herangezogen werden, vgl. E. Study, G. D., p. 293. 

70) H.@.Zeuthen, Paris C. R. 125 (1897), p. 639. Die Bestimmung ist, selbst 
wenn die Gerade angegeben wird, auf der die Gegenecke der sechsten Ecke 
liegen soll, noch immer sechsdeutig; jedoch eindeutig, wenn das Schema der 
Zuordnung der fünf Geraden zu fünf Ecken eines vollständigen Vierseits ge- 
geben ist. Durch fünf Gerade sind also auf diese Art i. a. 30 weitere linear 
bestimmt. 

71) Nämlich zur Basis eines vierstufigen Systems solcher Komplexe; E. Study, 
G. D., p. 379. 
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definiert.”®) Über Konfigurationen von Geraden im Raume s. ITAB 5a 
(Steinitz), namentlich Nr. 15. 


3. Koordinatentransformation; allgemeine Linienkcordinaten ; 
Cayley, Klein. Linienkoordinaten in homogener Form hat zuerst 
A. Cayley 1860 eingeführt”) und zur Darstellung von Kurven im 
Raume durch ihre Trefflinien benützt”). In einer späteren Arbeit 
gründet er sie auf tetraedrische Koordinaten. Diese Abhandlung „On 
the six coordinates of a line“) kann zugleich als erste systematische 
Darstellung der elementaren Theorie der homogenen Linienkoordi- 
naten gelten. Er gelangt hier bis zur Koordinatentransformation, zur 
Fläche zweiter Ordnung durch drei Gerade°®®), zu den linearen Ge- 
bieten linearer Komplexe (mit mechanischen Anwendungen), Gegen- 
ständen, die in anderer Form zum Teil schon J. Plücker?) behandelt 
hatte. 

a) Geht man zu einem neuen Grundtetraeder über, so hängen 
die neuen Linienkoordinaten »,' mit den gleichnamigen alten p, 
durch eine lineare Transformation zusammen (II AB7 (E. Müller), 
p. 731, Anm. 521) 


6 
(28) = up. (v == 1 ns 6) 


Dabei geht durch die reziproke Transformation 
6 
(29) p = ZAnıp' (A=1,...6) 


die quadratische Form R(p) auf der linken Seite von (3) bis auf einen 
Faktor in R(p”) über. Aber nicht jede solche Transformation ‘ent- 
spricht einer Koordinatentransformation; hierzu müssen vielmehr 20 
Bedingungen für die Koeffizienten erfüllt sein.’”®) Da aber die Werte- 


72) R. Sturm, Synth. Untersuchungen über Flächen 3. Ord., Leipzig 1867, 
p. 58; F. Schur, Math. Ann. 18 (1881), p. 1; W. H. Blythe, Quart. J. of math. 34 
(1902), p. 73; E. Kasner, Am. J. of math. 25 (1903), p. 107; A.C. Dixon, Quart. 
J. of math. 41 (1910), p. 203; St. Jolles, Arch. Math. Phys. (3) 16 (1910), p. 1; 
W. Burnside, Proc. Cambridge phil. soc. 15 (1910), p. 428; 16 (1912), p. 418; 
A. Henderson, Cambr. Tracts in math. and phys. 13 (1911); @. T. Bennett, Proc. 
London math. soc. (2) 9 (1911), p. 336; H. F. Baker, ebenda, p. 145; Proc. R. soc. 
London, A. 84 (1911), p. 597; K. Grandjean, Diss. Straßburg 1911; T. Hayashi, 
Rend. eirc. mat. Palermo 39 (1915), p. 337. Gruppen von Geraden, die bei Flä- 
chen höherer als dritter Ordnung vorkommen, haben R. Sturm (Math. Ann. 4 
[1871], p. 249) und @. Afolter (Math. Ann. 27 [1886], p. 277; 29 [1887], p. 1) 
behandelt. 

73) F. Klein, Diss. Mit analogen Fragen für den R, befaßt sich I. Autonne, 
J. &c. polyt. (2) 11 (1906), p. 109. 
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sextupel », und »,', sobald nur die Determinante A = |a«,, | von Null 
verschieden ist, gegenseitig eindeutig durch einander bestimmt sind, 
so kann man die Beziehung auf ein neues Grundtetraeder fallen lassen, 
A=-0 als einzige Bedingung beibehalten und nun eine Gerade ebenso 
durch die Werte p,' wie durch die 9, bestimmen. So erhält man all- 
gemeine Linienkoordinaten. Sie erfüllen diejenige Gleichung 


(80) ap) = 0, 

die aus (3) vermöge (29) hervorgeht. Dabei kann die Fundamental- 
form 2(p’) irgendeine quadratische Form sein, deren Determinante 
nicht verschwindet. 


Die Inzidenzbedingung (15) kann geschrieben werden: 
6 


oR 
ER 

(31) a: 

und geht für die neuen Koordinaten p,, g,' über in:’*) 
02, 

(32) a ne 0. 


b) Unter den allgemeinen Linienkoordinaten sind die Kleinschen 
Koordinaten ausgezeichnet (Nr. 22 und HIAB7 (E. Müller), Nr. 28), 
die meist mit x, bezeichnet werden, und für welche die Fundamental- 
form & = X eine Summe von sechs Quadraten wird: 

6 


(33) Ze) = Zu, 

Nach (32) heißt die Inzidenzbeziehung für zwei Gerade x, y hier: 
6 

(34) Ia,y,— [2y]= 0. 


Die Beziehung (3) läßt sich durch reelle lineare Transformationen 
auch auf die Form 


(35) 4-43 at — 20 

bringen.”®) Nach den einfachsten Substitutionen, durch die sich von 
hier aus Kleinsche Koordinatensysteme erreichen lassen, kann man 
vier Typen solcher Systeme unterscheiden. ”®) 


ec) Wenn ein rechtwinkliges Koordinatensystem in ein ebensolches 
u wird, und wenn die alten Stabkoordinaten (4) mit g,, 


1 2. B. F. Klein, H.G. 1, p. 489; C. M. Jessop, L. C., p. 20; K. Zindler, 
L.G.1, 8 81. 
75) F. Klein, H. G. 1, p. 193. 
76) K. Rohn, Math. Ann. 18 (1881), p. 101. 
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die neuen mit g, bezeichnet werden, so gilt’”) für eine Parallelver- 
schiebung des Systems um die Komponenten a, b, e: 


(36) 4b — eg +4 usw, 
während sich q,, 93, 95 nicht ändern. Bei einer Drehung des Systems 
um den Ursprung hängen sowohl q,', 95, 9, mit 9,, 9, 9, als auch 
Is, 95, % mit 4, 94, 9, ebenso zusammen wie Punktkoordinaten. 

d) @. Cotty nennt Gerade mit rationalen ‚Plückerschen Koordinaten 
(die man alsdann durch ganze Zahlen ersetzen kann) arithmetisch®) 
und unterwirft sie Koordinatentransformationen mit ganzzahligen 
Koeffizienten, insbesondere solchen mit den Determinanten + eins, 
so daß hier der Begriff der Äquivalenz der Formen zur Geltung kommt. 


4. Liniengebilde und Stabgebilde. a) Wenn die Linienkoordi- 
naten neben (3) oder (30) noch k homogene Gleichungen erfüllen 
sollen, und wenn diese (im Ganzen) k +1 Gleichungen voneinander 
unabhängig sind, so wird für k= 1,2,3 eine 4 — k-fache Mannigfaltig- 
keit von Geraden definiert; und zwar heißt eine dreifache Mannig- 
faltigkeit ein Linienkomplex oder Komplex, eine zweifache eine Linien- 
kongruenz oder Kongruenz oder ein Strahlensystem””), eine einfache eine 
Regelfläche. Durch Zulassung komplexer Koordinaten verdoppeln sich 
die Dimensionen dieser Mannigfaltigkeiten.®) Für k = 4 erhält man 
eine endliche Anzahl von Geraden. 

Ferner vertritt eine Gleichung in dualen Koordinaten °) zwei Glei- 
chungen in gewöhnlichen Koordinaten, stellt also, wenn sie homogen 
ist, im allgemeinen eine Strahlenkongruenz dar, in besonderen Fällen 
einen Komplex. Z. B. bedeutet (24) ein Normalennetz (Nr. 12a), wenn 
der eine Strahl X eigentlich und fest, der andere Y beweglich ist. 
‘ Wenn jedoch X ein uneigentlicher Strahl ist, so ist (24) die Gleichung 
des zugehörigen Strahlengebüsches.*®!) 


77) Z. B. J. Plücker, N. G., p. 14, 155 oder K. Zindler, L. G.1, $ 41. 

78) Nouv. ann. (4) 13 (1913), p. 206, 241. Analog werden arithmetische 
lineare Komplexe (durch ihre ganzzahligen Koeffizienten) definiert und unter- 
sucht. Auch ergeben sich Sätze über Flächen zweiter Ordnung mit ganzahligen 
Koeffizienten, die einem arithmetischen Komplex angehören, und Ausblicke auf 
weitere Theorien. Vgl. auch: E. Hecke, Gött. Nachr. 1915, p. 81. 

79) Die Namen Komplex, Kongruenz hat J. Plücker (London Phil. Trans. 155 
[1865], p. 727 — Ges. Math. Abh. 1, p. 472) eingeführt; dem zweiten Namen 
liegt die Vorstellung zugrunde, daß die Kongruenz alle zusammenfallenden 
Strahlen („congruent rays“) zweier Komplexe enthält. Von Gleichungen. zwi- 
schen Linienkoordinaten spricht er schon 1846; s. II AB (E. Müller), p. 722, 
Anm. 482. Wenn F in (37) irreduzibel ist, heißt auch der Komplex so. 

80) Die Terminologie beachtet dies allerdings meistens nicht. 

81) E. Study, G. D., p. 203. 
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b) Ein algebraischer®) Komplex K kann durch eine Gleichung 
der Form (s. auch Nr. 22h) 
(37) sun) 0 
definiert werden, wobei F' eine ganze rationale homogene Funktion 
ihrer Argumente ist und die p, tetraedrische (oder Parallelkoordinaten) 
oder Kleinsche oder noch allgemeinere Koordinaten (Nr. 3 a) sein 
können. Wenn F' den Grad » hat, so heißt auch K vom n‘”® Grade 
oder von der »“® Ordnung. Die Gleichung eines Komplexes kann in 
verschiedenen Formen geschrieben werden. Ist nämlich M eine beliebige 
ganze homogene Funktion (n — 2)" Grades der Größen p,, so stellt#?) 
in Plückerschen Koordinaten (s. Gleichung (3) in Nr. 1b) 


(38) F+MR=0 


denselben Komplex dar, wie (37); analog in allgemeinen Koordinaten. 

Die Geraden von K, die durch einen festen Punkt gehen, bilden 
im allgemeinen eine Kegelfläche n'* Ordnung, den Komplexkegel des 
Punktes; die Geraden von K, die in einer festen Ebene liegen, um- 
hüllen im allgemeinen eine Kurve n‘® Klasse, die Komplexkurve dieser 
Ebene.) Ein allgemeines Strahlenbüschel enthält n Gerade von K, 
die eine Komplexstrahlengruppe®?) ausmachen. Ausnahmepunkte, deren 
ganzes Bündel dem Komplexe angehört, heißen®®) Hauptpunkte; dual: 
Hauptebenen. 

c) Eine Kongruenz heißt algebraisch, wenn sie der ganze oder 
teilweise Schnitt zweier algebraischen Komplexe ist. Bei einer solchen 
Kongruenz versteht man®”) unter Ordnung die Zahl ihrer Geraden, 
die durch einen Punkt allgemeiner Lage gehen, unter Klasse die Zahl 


82) Über transzendente (d. i. nicht algebraische) Komplexe ist wenig be- 
kannt; vgl. Nr. 24i). S. Lie bewies den Satz (Ber. Ges. Wiss. Leipzig 49 [1897], 
p. 703): Die Komplexkegel eines transzendenten Komplexes © sind nie alge- 
braisch und zerfallen auch nicht in unendlich viele algebraische Kegel, außer 
wenn Ü aus den Tangenten einer transzendenten abwickelbaren Fläche besteht. 

83) A. Clebsch, Math. Ann. 2 (1870), p. 2. 

84) J. Plücker, London Phil. Trans. 155 (1865) p. 779 = Ges. math. Abh.1, 
p. 531f., oder N. G. 1, p. 18. Über die Dualität in der Liniengeometrie s.N. G., 
p. 199; A. Voss, Math. Ann. 8 (1874), p. 58 und 9 (1875), p. 56; H. Mohrmann 
Diss., p. 16. Eine beliebige ebene Komplexkurve ist als Klassenkurve allgemein 
und dual (J. Plücker, N. G., p. 202; H. Mohrmann, Diss., p. 52). 

85) Vgl. H. Schubert, Math. Ann. 12 (1877), p. 202; H. Mohrmann, Diss. 
p. 50. 

86) Nach Th. Reye, G. L. 3, p. 2. 

87) Nach E. Kummer, A. S., p.1f. R. Sturm (L. G. 2, p. 1) und Th. Reye 
(G.L. 2,p.122) sagen auch (nach H. Schubert, Math. Ann. 10 [1876], p. 21) Bündel- 
grad und Feldgrad statt Ordnung und Klasse. 
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ihrer Geraden, die in einer Ebene allgemeiner Lage liegen; unter 
Rang°®) oder Achsengrad die Zahl, die angibt, wie oft zwei Gerade 
der Kongruenz mit einer festen Geraden zum selben Strahlenbüschel 
gehören. °°) 


d) Schnittsätze: ”°) 


1. Zwei Komplexe von den Graden n, und n, haben eine Kon- 
gruenz von der Ordnung und Klasse n,n, gemeinsam. _ 

2. Drei Komplexe von den Graden n,, ”%, N, haben eine Regel- 
fläche von der Ordnung und Klasse 2n,n;n, gemein.”') 

3. Vier Komplexe von den Graden n,,N3,N,,n, haben 2n,N,n,n, 
Gerade gemeinsam. 

4. Zwei Kongruenzen von den Ordnungen m,, », und den Klassen 
N,, 2%, haben m, m, + 0,0, Gerade gemeinsam. ”?) 

5. Ein Komplex vom Grad p und eine Kongruenz von der Ord- 
nung m und der Klasse n haben eine Regelfläche vom Grade p (m+n) 
gemeinsam. °?) 


6. Ein Komplex vom Grad p und eine Regelfläche vom Grad q 
haben pq Gerade gemeinsam.”*) 

Die Sekanten einer algebraischen Raumkurve n'* Ordnung bilden 
einen (schr speziellen) algebraischen Komplex n‘* Grades.®) 


88) Der Begriff bei R. Schumacher, Diss. München 1885 und Math. Ann. 37 
(1890) p. 100; das Wort bei R. Sturm, L. G. 2, p. 1 und schon früher. 

89) Man bezeichnet eine Kongruenz von der Ordnung m und der Klasse n 
mitunter mit (m, n) oder, wenn auch der Rang r ersichtlich sein soll, mit 
(m, n, r). 

90) Die Sätze 1—3 bei J. Plücker, N.G. 1, p. 19 f. 

91) Über die algebraischen Regelflächen als Schnitte dreier Komplexe >. 
Nr. 49 ce). 

92) Wurde zuerst von @. Halphen ausgesprochen (Paris C. R. 68 [1869], 
p. 142) und bewiesen [a.a.0.74 (1872), p. 41], einfacher von C. Segre, G. R. p. 90), 
vgl. auch H. Schubert, Math. Ann. 10 (1876), p. 95 f., H. @. Zeuthen, A. G., p. 267, 
275. Hieraus ergibt sich die Zahl der gemeinsamen Sehnen zweier Raumkurven 
(z. B. für zwei kubische Kurven im allgemeinen 10, die Sonderfälle bei R. Sturm, 
Ann. di mat. (2) 3 (1869), p.28); J. H. Grace, Eneyecl. Brit., 11. Aufl., Bd. 11 (1910), 
p. 721 (Art. Geometry, chap. 5). 

93)°C. Segre, G. R., p. 91; R. Sturm, L. G.1, p. 43. 

94) R. Sturm, L. G. 1, p. 44; in anderer Fassung bei G. Halphen, C. R. 73 
(1871). p. 1441. 

95) A. Cayley machte darauf aufmerksam, daß eine Kurve mit Hilfe ihres 
Sekantenkomplexes durch eine einzige Gleichung in Linienkoordinaten dargestellt 
werden kann (Quart. J. of Math. 3 [1860], p- 225 — Coll. Math. Pap. 4, p. 446); 
als Beispiele bringt er die Gerade und den ebenen Kegelschnitt, ferner (Proc. 
London Math. Soc. 17 [1886], p. 232 = Coll. Math. P. 12 [1897], p. 428) die ratio- 
nale Raumkurve vierter Ordnung. Die Raumkurve dritter Ordnung findet man 
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Auf solehe Komplexe lassen sich die obigen Schnittsätze anwenden, 
z. B.: Drei Kurven von den Ordnungen n,, %,, N, bestimmen als Leit- 
linien (wenn sie sich nirgends schneiden) eine Regelfläche von der 
Ordnung 2n,n,n,. Es gibt zwei Gerade”), die vier gegebene (nicht 
hyperbolische) Gerade schneiden. °”) 

Die Tangenten einer algebraischen Fläche r‘* Ordnung bilden 
einen (sehr speziellen) Komplex, dessen Grad gleich dem Range der 
Fläche (d. i. der Klasse ihrer ebenen Schnitte), also für eine allge- 
meine Fläche n(n — 1) ist.) S. auch Nr. 24). 

Auch das Korrespondenzprinzip ist auf den Strahlenraum über- 
tragen worden.) 


e) Auf einer Geraden liegen oo! Stäbe; die Mannigfaltigkeit der 
Stäbe ist daher eine fünffache. Eine Gleichung zwischen Stabkoordi- 
naten (eine Stabgleichung) 


(39) D(4,:-.)= D(q,) en 
die also nicht homogen zu sein braucht, sondert eine vierfache Man- 


so dargestellt bei A. Voss, Gött. Nachr. 1875, p. 101; W. Fr. Meyer, Apolarität 
u. rat. Kurven, Tübingen 1883, p. 65; A. Clebsch u. F'. Lindemann, V.G.p. 243f. 
Hier tritt auch die Dualität mit der abwickelbaren Fläche der Raumkurve und 
den Tangenten dieser Fläche hervor. Dem Komplex der Sekanten ist der Kom- 
plex der Streichlinien (O. Staude, Anal. Geom. d. kub. Kegelschn., Leipzig 1913, 
p. 164), d. i. der Gesamtheit aller Geraden in den Schmiegungsebenen, dual. S. 
auch Nr. 41b). 

96) HIC 2 (Staude), Nr. 33. Wenn die vier Geraden 1, 2, 3, 4 heißen und 
wenn das Moment von :, % mit (i, k) bezeichnet wird, so kann (19) auch als Be- 
dingung dafür gedeutet werden, daß jede von den vier Geraden die Regel- 
fläche zweiter Ordnung berührt, die durch die drei anderen bestimmt ist; vgl. 
A.Cayley, Paris C. R. 61 (1865), p. 830 = Coll. Math. Pap. 5, p. 540 oder Cambr. Phil. 
Soc. Trans. 11/2 (1869), p. 290 = Coll. Math. Pap. 7, p. 81; H. E. Timerding, G.K., 
p. 129. Über die Konstruktion der beiden Transversalen s. etwa H.E. Timerding, 
Ztschr. Math. Phys. 46 (1901), p. 311; @. Loria, Period. di mat. (2) 4 (1902), 
p. 289. 

97) Die Geraden, die vier entsprechende Strahlen von vier beliebigen projek- 
tiven Strahlbüscheln treffen, bilden i. a. eine Regelfläche achten Grades; E. Weiß, 
Diss. Breslau 1907. S. auch P. H. Schoute, Versl. Ak. Amsterdam 14 (1906), 
p. 737. Man kann aber auch die Geraden von 4 Büscheln, die paarweise keine 
Gerade gemein haben, einander so zuordnen, daß je vier entsprechende hyper- 
bolisch liegen. Die Zuordnung ist alsdann ebenfalls projektiv; V. Weiß, Sitzungs- 
ber. Ak. Wien 111, Il a (1902), p. 1066. Hier auch ein analoger Satz über vier 
Strahlenbüschel zweiter Ordnung. 

98) Abzählungen über die Tangenten bei ZH. Schubert, Math. Ann. 11 (1877), 
p- 347. 

99) R. Sturm, L. G.1, p. 44; G. V.4, p. 425; H. Schubert, Math. Ann. 10 
(1876), p. 68. 
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nigfaltigkeit von Stäben, einen Stabwald') aus. Die drei-, zwei-, ein- 
fachen Stabmannigfaltigkeiten, die Stabkomplexe, Stabkongruenzen, Stab- 
flächen werden beziehungsweise durch 2, 3, 4 Stabgleichungen dar- 
gestellt. Die Geraden, auf denen die Stäbe liegen, bilden den Träger 
des Stabgebildes.!%!) 

Wenn ® eine ganze rationale Funktion nt" Grades der sechs 
Argumente ist, so heißt der Stabwald algebraisch n'" Grades. Die 
übrigen Stabgebilde heißen algebraisch, wenn sie der (ganze oder teil- 
weise) Schnitt algebraischer Stabwälder sind. Betrachtet man alle 
Stäbe eines algebraischen Stabwaldes nter Grades, deren Träger durch 
einen Punkt P gehen, und nimmt P als Anfangspunkt der Stäbe, so 
liegen die Endpunkte auf einer algebraischen Fläche nt Ordnung.) 

Ist durch die Gleichungen (39) und #(g,)—=0 ein Stabkomplex 
definiert, so erhält man den Träger desselben, indem man aus den 
Gleichungen 
(40) 2) —0, w)—0 
das i eliminiert Ein Stabgebilde läßt sich (wenn nicht alle seine Glei- 
chungen homogen sind) so darstellen, daß alle seine Gleichungen bis 
auf eine homogen sind. Nach Weglassung der nicht homogenen Glei- 
chung ist der Träger des Gebildes dargestellt. 

f) Auf Liniengebilde führt auch folgende Aufgabe!®): Wenn 
n Punkte P,,...P,(n>4) gegeben sind, den Ort der Geraden g zu 
bestimmen, die so liegen, daß das Büschel 9(P,,... P,) einem ge- 
gebenen Wurfe projektiv ist. _R. Sturm hat diese Aufgahe als Problem 
der räumlichen Projektivität so verallgemeinert!%): Gegeben sind zwei 


100) K. Zindler, L. ©. 1. p. 118; J. Plücker gebrauchte dafür, wenn die 
Gleichung (39) linear ist (vgl. auch hier Nr. 10), die Bezeichnung Kräftekomplex 
(London Phil. Trans. 155 [1865], p. 787 — Ges. math. Abh. 1, p- 540), in all- 
gemeinerem Sinne N.G., p. 23. Es empfiehlt sich jedoch nicht, den Namen Kom- 
plex auch für vierfache Mannigfaltigkeiten zu verwenden, für die sich jetzt der 
Name Wald einzubürgern scheint (vgl. Th. Reye, G. L. 2, p. 147). 

101) Ein Stabgebilde und sein Träger haben im allgemeinen dieselbe Di- 
mension, und nur dann ist die Dimension des Trügers um eins kleiner, wenn 
alle darstellenden Gleichungen des Gebildes homogen sind. Der Träger eines 
Stabwaldes ist im allgemeinen der ganze Linienraum. 

102) Für den Rest von Nr. 4e), vgl. K. Zindler, L.G@.1,$43, wo auch Schnitt- 
sätze (Nr. 4d) auf dieses Gebiet übertragen sind. 

103) Vgl. H. Müller, Math. Ann. 1 (1869), p. 414. Im allgemeinen erhält 
man für n— 4 einen tetraedralen Komplex (Nr 39), für n — 5 die Doppelsekanten 
einer kubischen Raumkurve, für n=6 eine Regelschar zweiter Ordnung, für 
n=T eine einzige Gerade. 

104) Math. Ann. 6 (1873), p. 513; G. V. 1, p. 372. Die Geraden g, für welche 
die Gleichung (41) bei n—8 lösbar ist, bilden einen Komplex vierten Grades 
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Gruppen von gleich viel Punkten P,,... P, und Q,,... Q,; solche 
entsprechende Gerade g und h zu finden, daß 


(a1) RT EIAAG,. 0) 
oder kürzer g(P) A h(9Q) 
ist. 109) 
Hierher gehören auch Aufgaben der folgenden Art: Gegeben sind 
zwei Gruppen von je n Geraden 9,,..9,; Ay... A, Zu suchen sind 


Paare von Strahlbüscheln (nämlich ihre Scheitel A, B und ihre Ebenen 
«, ß), so daß die Strahlen dieser beiden Büschel, die beziehungsweise 
die Geraden g und h schneiden, zwei projektive Würfe bilden, oder 
symbolisch: 
(42) (Ae) (9) a(BP) (h). 

Diese und viele andere verwandte Fragen haben R. Sturm!) und 
H. Schubert‘), zum Teil nach abzählenden Methoden, behandelt. Es 
gibt auch Fragen, die auf alle Geraden des Raumes in bestimmter 
Gruppierung führen. '®) 


und die entsprechenden A ebenfalls; analog erhält man für n=9 zwei Kon- 
gruenzen der 6. Ordnung und 10. Klasse, für n = 10 zwei Regelflächen 20. Grades, 
für n—= 11 zwei Gruppen von je 20 Geraden. Damit hängen viele andere Ergeb- 
nisse zusammen, z. B.: Für n=4 gibt es einen Komplex vierten Grades von Ge- 
raden g, für welche g(P) A g(®) ist. Dieselbe Gleichung wird für n=5 durch 
eine Kongruenz der 7. Ordnung und 11. Klasse befriedigt, für n = 6 durch eine 
Regelfläche 28. Grades. Die Strahlen, die nach n gegebenen Punktepaaren Ebenen- 
paare einer Involution senden, bilden bei n—=3 einen Komplex 3. Grades, bei 
n—= 4 eine Kongruenz der 3. Ordnung und 7. Klasse, bei n=5 eine Regelfläche 
10. Grades; bei n=6 sind es 10 Gerade. 

105) Mit Hilfe der Methoden der abzählenden Geometrie hat R. Sturm das 
Problem der räumlichen Projektivität in folgender erweiterter Fassung bearbeitet 
(Math. Ann. i5 [1879], p. 407). Im einen von zwei Räumen sind % Punkte A, 
... A; und n Ebenen «a, ...«&„ gegeben, im andern ebenfalls k Punkte B,...B, 
und n Ebenen ß, ...ß,. Es sollen Geradenpaare a, b gefunden werden, so daß 
gleichzeitig für die Ebenenbüschel und Punktreihen, die sie bestimmen, die 
Projektivitäten gelten: a (A) Ab(B); a(«) A b(P). 

106) Math. Ann. 12 (1877), p. 254; G. V. 1, 8 37. 

107) Kalkül der abzählenden Geom., Leipzig 1879, $ 30. 

108) Gibt man z. B. fünf Punkte, von denen keine vier in einer Ebene 
liegen, so ist jeder weitere Punkt des Raums Scheitel eines Kegels X zweiter 
Ordnung, der durch die fünf Punkte geht. Eine Gerade, die durch keinen der 
fünf Punkte geht, gehört nicht für alle ihre Punkte zu X. Das System der Er- 
zeugenden aller so definierten Kegel ist also vierfach unendlich, weshalb es nicht 
überrascht, daß nach @. Battaglini, Atti Acc. Lincei (3) 3 (1879), p. 43; Giorn. 
(di mat. 18 (1880), p. 1, jene 00° Kegel nicht als Kegel eines Komplexes aufgefaßt 
werden können. Hier wird die Frage mit der Theorie der tetraedralen Komplexe 
in Verbindung gebracht. S. auch Nr. 58. 


996 IIC8. Konrad Zindler. Algebraische Liniengeometrie. 


F. Kliem untersucht die Erzeugnisse von 3—6 kollinearen Strahlen- 
bündeln oder Strahlennetzen, 4—7 kollinearen Strahlengebüschen und 
5—8 kollinearen Strahlenräumen.!®) A. Plamitzer‘') nimmt n pro- 
jektive Strahleninvolutionen höheren Grades an, deren Träger uni- 
kursale Gebilde sind, und betrachtet die Trefflinien, entsprechender 
Elemente. 

g) Wenn für zwei Strahlen a und b je ein Ort gegeben ist, so 
kann man nach dem Ort des kürzesten Abstandes ce zwischen a und 
b fragen. Insbesondere hat J. Degueldre‘‘‘) folgende Fälle be- 
trachtet?!?): 

«) a ist fest, b beschreibt eine Regelschar zweiter Ordnung (R. 8.); 

ß) a und b beschreiben zwei projektive Strahlbüschel (B); 

y) a beschreibt ein B, und b eine hierzu projektive R.S.; 

ö) a und b beschreiben zwei projektive R. S. 


5. Die ersten Entdecker des Nullsystems: Giorgini, Möbius, 
Chasles. Auf das Nullsystem (Definition in Nr. 6) ist man zuerst durch 
die Theorie der räumlichen Kräftesysteme geführt worden: 

a) G. Giorgini findet''?), daß die Punkte, bezüglich deren ein 
solches Kräftesystem ein möglichst kleines Moment hat, auf einer Ge- 
raden liegen. Wählt man auf dieser den Ursprung eines rechtwink- 


109) Diss. Breslau 1909. Die Trefflinien entsprechender Strahlen von n kol- 
linearen Bündeln bilden nämlich für n—= 3 einen kubischen Komplex, für n — 4 
eine Kongruenz (6,6), für n = 5 eine Regelfläche der Ordnung 20 und sind für 
n—6 noch in der Anzahl 30 vorhanden. Es gibt einen Komplex zehnten Grades 
von Geraden, welche entsprechende Strahlen aus fünf kollinearen Räumen 
schneiden usw. S. auch R. Sturm, G. V. 4, $ 117. 

110) Sitzungsb. Ak. Wien 126, IIa (1917), p. 807. Die Träger können wind- 
schiefe Regelflächen sein oder die Tangenten von (ebenen oder räumlichen) Kur- 
ven oder endlich Kegelflächen. Für n=2 erhält man Komplexe, usw.; schließ- 
lich für n— 5 eine endliche Zahl von Geraden. 

111) Mem. soc. sc. Liege (3) 9 (1912). In den erwähnten vier Fällen ist die 
Ordnung des Ortes von c der Reihe nach 6, 6, 9, 12, wenn die Annahmen keine 
Besonderheiten aufweisen, namentlich die R. S. nicht auf Paraboloiden liegen. 
Im Fall «) ist der Ort der Fußpunkte auf der R. S. eine Raumkurve vierter Ord- 
nung, zweiter Art. 

112) Über den Fall, daß a fest ist und b ein B beschreibt, s. Nr. 18c); über 
den Fall, daß dieselbe R. S. der Ort für a und b ist, 8. Nr. 17b). Über einen 
Sonderfall von ß) s. Anm. 267). Andere Beispiele in Anm. 1295) und bei J. de Vries, 
Wisk. Opgaven (2) 10 (1909), p. 295: a und b entsprechen sich in projektiven 
Feldern. 

113) Mem. di mat. e di fis. della soc. delle sc. Modena 20 (1828), p. 243 
bis 254; die Abhandlung @. Giorginis „Sopra aleune propr. de piani de’ mo- 
menti .. .“ ist eingelaufen am 1. Dez. 1827. Ein Verzeichnis seiner Schriften bei 
G. Loria, Giorn. di mat. 31 (1893), p-. 23. 
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ligen Koordinatensystems und ist P die Kraft (zugleich Z-Achse), M 
das Moment bei Reduktion auf den Ursprung, so hat die Ebene des 
Momentes für einen beliebigen Punkt mit den Koordinaten «, ß, y die 
Gleichung: F 


(43) Pßz — Pay+ Me = My. 

Umgekehrt gehört zur Ebene z= Ax + By-+ C der Punkt: 
BM AM . 

(44) N en 


Giorgini stellt also ausdrücklich die Zuordnung (die wir heute Null- 
system nennen) zwischen den Punkten des Raumes und den zugehö- 
rigen „Ebenen des Hauptmomentes“ auf.'!%) Er findet auch, daß die 
Geraden einander paarweise zugeordnet sind, indem jede Gerade eines 
solchen Paares „der Ort der Zentra der Hauptmomente ist, deren 
Ebenen durch die andere gehen.“ Er berechnet die Kräfte, die längs 
zweier solchen nach jetziger Bezeichnung polaren Geraden wirken 
müssen, um das System zu ersetzen, und beweist fast gleichzeitig mit 
M. COhasles den Satz, daß die Tetraeder aller äquivalenten Paare sol- 
cher Kräfte den gleichen Inhalt haben. ''°) 

b) A.F.Möbius hat das Nullsystem nochmals!!‘) entdeckt!!?); er 
behandelt es „abgesehen von seinem statischen Ursprung rein geo- 
metrisch“. Zu seiner analytischen Darstellung geht er von einer all- 
gemeinen bilinearen Gleichung zwischen den Koordinaten zweier 
Punkte aus und spezialisiert sie so, daß jeder Punkt in der durch die 
Gleichung zugeordneten „Gegenebene“ liegt.'!?) 


114) Er schließt aus seiner analytischen Darstellung z. B., daß, wenn die 
Ebenen eine Fläche zweiter Ordnung umhüllen, die zugehörigen Punkte ebenfalls 
auf einer solchen liegen. 

115) IV 2 (Timerding), p. 136. Eine Verallgemeinerung des Satzes für ein 
System von n Kräften im Gleichgewicht, die irgendwie in zwei Gruppen geteilt 
sind, bei @. Bardelli, Rend. Ist. Lomb. (2) 21 (1888), p. 167; E. Novarese, ebd. 
p-. 575. 

116) Nach K. Reinhardt im Jahre 1828; vgl. A. F. Möbius, Ges. W.4 (Leipzig 
1887), p. 712. 

117) Über eine besondere Art dualer Verhältnisse zweier Figuren im Raum, 
J. f. Math. 10 (1833), p. 317 = Ges. W. 1, p. 491. Er berichtet hier, er habe ge- 
funden: Wenn von den zwei Kräften, auf die ein räumliches Kräftesystem immer 
reduzierbar ist, die eine durch einen gegebenen Punkt geht, so muß die Rich- 
tung (d. h. Wirkungslinie) der anderen in einer mit dem Punkt bestimmten und 
ihn enthaltenden Ebene liegen. 

118) Später hat er (in der Statik, Leipzig 1837, $ 84 = Ges. W. 3, p. 118) 
die Namen Nullebene und Nullpunkt eingeführt (vgl. Nr. 8a); der Name Null- 
system findet sich erst bei @. K. Chr. v. Staudt, Geom. der Lage (Nürnberg 1847), 
D. 391 
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Er kommt nochmals zu seiner von ihm schon früher!) gefun- 
denen Figur zweier Tetraeder, von denen jedes dem andern umschrie- 
ben, also auch eingeschrieben ist!?0), diskutiert hierauf die durch das 
Nullsystem bewirkte Zuordnung vollständig (mit Einschluß der un- 
endlich fernen Elemente) und betrachtet dessen Doppellinien (jetzt 
Leitstrahlen), das sind die zu sich selbst polaren Geraden (Nr. 6b). Die 
Differentialgleichung, der sie genügen, wird in der einfachsten Form 
(45) zdy — ydı= kde 
angegeben '?'), ebenso die endliche Gleichung des Nullsystems in der 
Form (59) (Nr. 7a). Zwei Paare von Polaren liegen hyperbolisch. 
Am Schluß der genannten Abhandlung und in seiner Statik hat Mö- 
bius die mechanische Bedeutung des Nullsystems untersucht (Nr. 8 
und IV 2 (Timerding)) und die Bedingungen für die Wirkungslinien 
von 4, 5, 6 Kräften im Gleichgewicht!??). 

c) Auf mehrerlei Art kommt M. Chasles zum Nullsystem: 

«) Er betrachtet erstens!?”) eine involutorische Regelschar und 
die Trefflinien je zweier entsprechenden Geraden; dieselben sind in 
einem Gewinde (Nr. 6a) enthalten. 

ß) Wenn sich zweitens ein starrer Körper bewegt, so ist!?*) im 
allgemeinen in irgendeiner seiner Ebenen ein Punkt (foyer) ausgezeich- 
net, dessen Bahn in einem gegebenen Augenblick auf der Ebene senk- 
recht steht. Diese Zuordnung kommt darauf hinaus, jedem Punkte 
die Normalebene seiner Bahn bei einer Schraubung zuzuweisen. 
BR reiht nun zahlreiche E ohne Beweis aneinander'!?”°); unter 


119) J. f. Math. 3 (1828), p. 273 = Ges. W. 1, p. 439. Vgl. z. B. R. Sturm, 
3:9.8,/2. WR. 

120) Über diese Konfiguration von Möbius vgl. IIAB5a (Steinitz), Nr. 6. 
S. auch H. Schröter, Theorie d. Oberfl. 2. Ord. u. d. Raumkurven 3. Ord., Leipzig 
1880; W. Fr. Meyer, Math. Ztschr. 2 (1918), p. 453. @.T. Bennet behandelt 
die Frage, wann zwei gegebene starre Tetraeder in Möbiussche Lage gebracht 
werden können, Proc. London math. soc. (2) 10 (1911), p. 309. 

121) Über diese Gleichung als Sonderfall einer Pfaffschen Gleichung und 
ihre Überführung in die Normalform vgl. etwa F. Klein, H. G. 1, p. 410. Deutet 
man z als Zeit, so ergibt sich ein Zusammenhang mit der Theorie der Zentral- 
bewegungen; K. Ogura, Töhoku math. J. 11 (1917), p. 38. Weitere Beziehungen 
zwischen Liniengeometrie und Mechanik ebenda 13 (1918), p. 172. 

122) Statik, Leipzig 1837, $ 98—103 = Ges. W. 3, p. 138—150. 

123) J. de math. (1) 4 (1839), p. 348; vgl. auch F. Aschieri, Giorn. di mat. 
16 (1878), p. 346. 

124) Paris C. R. 16 (1843), p. 1420. 

125) Die Beweise bei E. de Jonquieres, Melanges de geom. pure, Paris 
1856, chap. 1; Ch. Brisse, J. de math. (2) 15 (1870), p. 281; vgl. auch H. Schröter, 
J. f. Math. 56 (1859), p. 27; D. Turazza, Mem. Ist. Ven. 15 (1870), p. 461; 18 
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denjenigen, die er gegenüber Giorgin! und Möbius neu hinzufügt, 
seien erwähnt: Die Punkte einer Ebene E, deren Geschwindigkeits- 
vektoren in E liegen, erfüllen eine Gerade, die Charakteristik von E; 
sie ist zugleich die Grenzlage der Schnittlinie von E mit ihren Nach- 
barlagen und polar zur Bahntangente des Nullpunktes von E. Jede 
Bahntangente eines Punktes ist zugleich Charakteristik einer Ebene 
und umgekehrt'?°). 

Zusammenhänge des Nullsystems mit der Raumkurve dritter 
Ordnung C, treten hier schon in mehrfacher Weise auf!?”): Die Bahn- 
tangenten auf ® (vgl. Anm. 126) sind Charakteristiken von oo! 
Ebenen, die eine ©, umhüllen; die Punkte, deren Bahntangenten t 
durch einen festen Punkt gehen, liegen auf einer C,, während die ? 
selbst einen Kegel zweiter Ordnung bilden!?). Die Ebenen, deren 
Charakteristiken in einer festen Ebene liegen, umhüllen eine C,. Die 
Charakteristiken der Ebenen eines Bündels haben (als Bahntangenten) 
ihre Berührungspunkte auf einer Fläche dritter Ordnung. 

y) Drittens ist auch mit einer allgemeinen!?®) endlichen Dislo- 
kation eines starren Körpers Ä ein Nullsystem verbunden: Wenn P 
die erste, P’ die zweite Lage eines Punktes von K ist, so heißt PP’ 
die Sehne des Punktes. Die Mittelpunkte aller Sehen der Punkte 
einer Ebene liegen wieder in einer Ebene E; in dieser gibt es einen 
einzigen Punkt, für den die Sehne, deren Mittelpunkt er ist, auf E 
senkrecht steht'??). Diese Zuerauene: in der also den Milk 


(1874), p. 467; A. Schoenflies, @. B.; A. Mannheim, Geom. cin&matique, Paris 
1894. Weitergeführt wurden diese Untersuchungen durch A. Mannheim (J. &ec. 
polyt., cah. 43 = t. 26 (1870), p. 57) und A. Schoenflies (Zeitschr. Math. Phys. 28 
[1883], p. 229). Z. B.: Die Charakteristiken der Ebenen eines Bündels sind die 
Bisekanten eines kubischen Kreises. Eine Übertragung vieler Sätze dieses Ge- 
bietes auf nichteuklidische Raumformen bei F. Lindemann, Math. Ann. 7 (1874), 
p. 56. Hier findet sich überhaupt eine Grundlegung der Liniengeometrie bei pro- 
jektiver Maßbestimmung. 

126) Die Bahntangenten aller Punkte einer Geraden g bilden ein hyper- 
bolisches Paraboloid ®, das, wenn y selbst eine Bahntangente ist, in eine Pa- 
rabel ausartet, deren Brennpunkt der Nullpunkt ihrer Ebene ist. Die Charak- 
teristiken der Ebenen eines Büschels bilden eine Regelschar eines Hyperboloides. 
das in einen Kegel ausartet, wenn die Achse des Büschels eine Bahntangente 
ist (vgl. auch Nr. I1e). Daß dieses Hyperboloid (der Kegel) orthogonal ist, zeigte 
A. Schoenflies (Anm. 125). 

127) Vgl. aber auch Nr. 9, 12. 

128) Dies schon J. de math. (1) 4 (1839), p. 348. 

129) D. h. einer solchen, die weder eine Translation, noch eine Drehung. 
noch eine Umschraubung (IV 3 (Schoenflies), p. 193) ist. 

130) Paris ©. R. 51 (1860), p. 910 und 52 (1861), p. 77, 189, 487; einige 
Ergebnisse schon in Bull. des sc. math. &d. Ferussac, t. 14 für das Jahr 1830 
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M der Sehnen die Normalebenen derselben in M zugeordnet werden, 
ist ein Nullsystem !°'); vgl. IV 3 (Schoenflies), Nr. 5. 

6. Definition und projektive Eigenschaften des Nulisystems 
und des Strahlengewindes. a) Unter einem Nullsystem'°??) versteht 
man eine nicht ausgeartete räumliche Korrelation (lineare reziproke 
Verwandtschaft; vgl. III C 11 (Berzolari)), bei der jeder Punkt P in 
seiner entsprechenden Ebene E, der Nullebene, liegt, während P der 
Nullpunkt von E heißt'°®). Bezeichnet man tetraedrische Punktkoordi- 
naten mit x,, Ebenenkoordinaten mit «, und setzt!°*) 

(46) Allg 4 Ass + A140; — %(a, a) — A, 


so wird durch 
4 


(47) ou, — Sa,, %, (= 17 rg 4) 
k=1 


dann ein Nullsystem dargestellt, wenn die Determinante D= a, 
schiefsymmetrisch ist und nicht verschwindet!®). Da D — 4° ist!”), 
wird also A == 0 vorausgesetzt. Dasselbe Nullsystem wird durch 
(48) Sa, 5,2%, = 0 (i, k=]1,-.-,4) 
in dem Sinne dargestellt, daß dies (in den laufenden Koordinaten $) 
die Gleichung der Nullebene des Punktes x ist. Diese Gleichung 
lautet in symbolischer Schreibweise!””) 


(49) (a8) (dx) — 0, 

indem nach Multiplikation der beiden viergliedrigen linearen Formen 
a,b, — a,, zu setzen ist. Das Nullsystem ist eine involutorische Kor- 
relation?3). Alle in ihr sich selbst entsprechenden Geraden (Leit- 





(vorgelegt 1831), p. 321; aber dort ist von der Zuordnung, die man jetzt Null- 
system nennt, noch nicht die Rede. Die Beweise bei Chr. Brisse, J. de math. 
(2) 19, p. 221 und (3) 1, p. 141 (1874 und 1875). Vgl. auch @. Battaglini, Giorn. 
di mat. 10 (1872), p. 295; A. Schoenflies, G. B.; E. Study, Math. Ann. 39 (1891), 
p. 441; R. Marcolongo, Atti Acc. Pelorit. 13 (1898), p. 441. 

131) Ein solches gehört so zu ©! Dislokationen (E. Study, G.D., p. 21), 
die alle denselben Sehnenkomplex (Anm. 1168) haben; das zugehörige Gewinde 
heißt Mittelkomplex, Math. Ann. 39 (1881), p. 441. 

132) Über den Namen vgl. Anm. 118) u. Nr. 8a); statt dessen sagt Th. Reye 
(G. L. 2, p. 113) auch Nullraum. 

133) Vgl. auch IV 2 (Timerding), Nr. 10. 

134) Vgl. Nr. 1d), Gl. (6). 

135) Z. B. A. Clebsch und F. Lindemann, V. G., p. 52; vgl. auch hier 
Nr. 5b). 

136) Vgl. IA2 (Netto), Nr. 28. 

137) E. Study, G. D. p. 134. 

138) L. J. Magnus, Samml. v. Aufg. u. Lehre. aus der anal. Geometrie d. 
Raumes (4. Teil von Meier Hirsch's Samml. geom. Aufg.), Berlin 1837, p. 140. 
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strahlen '°°) des Nullsystems) sind zugleich die Strahlen aller Büschel 
(P, E) und bilden ein Strahlengewinde oder Gewinde"). 

Anderseits wird durch eine homogene lineare Gleichung in 
Linienkoordinaten ein Komplex ersten Grades (Nr. 4b), ein linearer 
Komplex‘) definiert. Sind x, und %, die Koordinaten zweier Punkte 
eines Komplexstrahles, und setzt man 


1) Ye TUN 7 Pins 
so läßt sich die Gleichung eines linearen Komplexes schreiben: 
(50) Zap. =, 


wobei sich die Summe über alle in (46) vorkommenden Kombina- 
tionen der Indizes erstreckt. Wenn A= 0 ist, so stellt (50) einen 
speziellen oder singulären linearen Komplex dar, der auch Strahlen- 
gebüsch oder Liniengebüsch heißt‘) und aus allen Treffstrahlen einer 
(endlichen oder unendlich fernen) Geraden besteht, die seine Achse 
oder sein Träger heißt. Wenn A==0 ist, stellt (50) ein Gewinde 
dar. Führt man (1) in (50) ein, so kommt man'?) durch eine bi- 
lineare Beziehung auf (47), so daß mit jedem nicht singulären linearen 
Komplex ein Nullsystem verbunden ist (und umgekehrt). 





139) Z.B. R. Sturm, L. @. 1, p. 64. 

140) Dieses kann auch als ein System von »° Strahlbüscheln aufgefaßt 
werden, die durch zwei Bedingungen aus den ©° Büscheln des Raumes ausge- 
sondert werden; O. Landsberg, Diss. Breslau, 1889. 

141) J. Plücker, London Phil. Trans. 155 (1865), p. 725 = Ges. Abh. 1 
(1895), p. 469. 

142) Die Namen Strahlengewinde, Gewinde, Strahlengebüsch wurden von 
R. Sturm eingeführt (L. G. 1, p. 94 und 3); vgl. auch IIITABT (E. Müller), p. 729, 
Anm. 510). Während aber R. Sturm den Ausdruck Gewinde auch gleichbedeu- 
tend mit linearem Komplex gebraucht (vgl. z. B. L. G. 1, p. 147, Nr. 108), 
dürfte es sich empfehlen, den Namen Gewinde auf diejenigen linearen Komplexe 
zu beschränken, die keine Strahlengebüsche sind, und „linearer Komplex“ als 
gemeinsame Bezeichnung beider beizubehalten. Noch durchgreifender ist in 
manchen Fällen (namentlich bei der Einteilung der linearen Komplexgebiete, 
Nr. 16—19) die Unterscheidung in lineare Komplexe mit endlicher oder unend- 
lich ferner Achse (Nr. 7a). E. Study hat deshalb die letzteren als uneigentliche 
Gewinde von den übrigen eigentlichen Gewinden abgesondert (G. D., p. 288). Wir 
werden, um auch diesem Unterschied Rechnung zu tragen und doch für den 
Hauptfall nicht einen eigenen Namen zu entbehren, folgende Terminologie fest- 
halten: Es gibt a) nicht singuläre lineare Komplexe, b) singuläre lineare Kom- 
plexe mit endlichem oder ce) mit unendlich fernem Träger; a) und b) zusammen 
nennen wir eigentliche lineare Komplexe, c) uneigentliche lineare Komplexe, b) und 
c) zusammen Strahlengebüsche, a) allein Gewinde. Danach ist es selbstverständ- 
lich, daß unter den eigentlichen Strahlengebüschen die Klasse b) gemeint ist und 
daß man die Klasse c) auch uneigentliche Strahlengebüsche nennen kann. 

148) J. Plücker, N. G. 1, p. 27 (abgesehen von den Bezeichnungen). 
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b) Zwei in der Korrelation einander entsprechende Gerade heißen '*!) 
konjugierte Gerade oder besser“) (reziproke) Polaren des Nullsystems 
(Gewindes) oder zueinander polar. Eine Gerade fällt mit ihrer Po- 
laren nur zusammen, wenn sie zum Gewinde gehört, und ist sonst 
windschief zu ihr. Jede Gerade, die zwei Polaren schneidet, gehört 
zum Gewinde. Alle Strahlen desselben, die eine Gerade treffen, schnei- 
den auch ihre Polare. Beschreibt ein Punkt eine Gerade g, so dreht 
sich seine Nullebene um die Polare yY von g. Auch wenn g und g’ 
in einen Gewindestrahl s zusammenfallen, sind die Punktreihe s und 
das Ebenenbüschel s durch die Korrelation des Nullsystems projektiv 
aufeinander bezogen und bilden eine Korrelation um s. Zwei Paare 
von Polaren haben !#) allgemeine oder spezielle!) hyperbolische Lage. 
Wenn drei Geraden einer Regelschar einem Gewinde angehören, so 
gehört ihm!) die ganze Regelschar an“). Auch das Pascalsche 
Sechseck läßt sich durch eine Konstruktion am Gewinde ableiten '#?). 

Wählt man zwei Polaren eines Gewindes als Gegenkanten des 
Grundtetraeders, so nimmt die Gleichung des Gewindes die Form an’?®): 
(51) ap; + 59, = 0 (a und b konstant), 
wobei , k, !, m die vier Zahlen 1, 2, 3, 4 in irgendeiner Reihen- 
folge sind. 

Zum Beispiel fließt aus c, Pı4 — 3 Ps; = 0 folgende kanonische 
Darstellung des Nullsystems: 
ou —1ı%,, OU, = (gie, 


(52) 


OU = — (af, ou —=at: “ 
Man schreibt die Gleichung eines linearen Komplexes häufig in 
der Form 


(53) AP; + AP; + UP + uPı + %Pe + 9 P5 


6 
— I0,D,45 Be (a, ?) 0 


144) R. Sturm, L. G. 1, p. 82, Anm. 

145) A. F. Möbius, J. f. Math. 10 (1833), p. 317 = Ges. W. 1, p. 491. 

146) Vgl. Nr. 2c). 

147) Z.B. R. Sturm. L. G. 1, p. 84. Dort (p. 300—307) wird das System 
der ® Regelscharen eines Gewindes untersucht. Der Satz auf Seite 301 oben 
wird dadurch widerlegt, daß jeder Mittelstrahl (Nr. 7 a) eines Gewindes Achse 
für ©! Drehregelscharen ist, die dem Gewinde angehören (K. Zindler, Jahresb. 
Deutsch. Math.-Ver. 4 (1897), p. 100 oder L. G. 1, p. 196). 

148) Wenn zwei Strahlen eines Gewindes mit zwei Polaren sich in der- 
selben Regelschar befinden, so sind sie durch die Polaren harmonisch getrennt 
(R. Sturm, L. G. 1, p. 82). 

149) E. Meyer, Arch. Math. Phys. (3) 12 (1907), p. 246. 

150) Z. B. A. Clebsch und F. Lindemann, V. G. (1891), p. 103. 
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(über den Übergang von zwei Indizes zu einem vgl. Nr. 1 b), damit 
sie für den Fall eines Strahlengebüsches in die Inzidenzbedingung 
zwischen einem Strahl des Gebüsches und seiner Achse übergeht und 
a, und 9, als gleichvielte gleichnamige Linienkoordinaten betrachtet 
werden können, z. B. beide als Strahlkoordinaten. Sind q, die Koordi- 
naten einer Geraden, so findet man!®!) die Koordinaten g, ihrer Po- 
laren durch 3 


3 
(54) 09; =4, Sa,4,43 SER Ag, (i 2 1, a, 6; 4 —3a,a,,,). 


Wenn [ax] = 0 die Gleichung eines Komplexes in Kleinschen 
Koordinaten ist (Bezeichnungen wie in Nr. 3), so ist die Beziehung 
zwischen zwei Polaren y, y’ gegeben durch '°?): 


| u ale 
(55) Du 25 Q,- 
c) Parameterdarstellungen der Gewinde von der Form 
(6) PB f,(u, d, w) (v ml,::, 6), 


wobei &, v, w unabhängige Veränderliche sind, finden sich bei 
K. Zindler"°®). Mit jeder solchen Darstellung ist, indem u, v, w als 
irgendwelche Punktkoordinaten aufgefaßt werden, eine Abbildung des 
Gewindes auf den Punktraum verbunden*’*). Die ersten Abbildungen 
fanden S. Lie'®”) und M. Noether'°), weitere finden sich bei F. Schur 5”), 
F. Aschieri'®®), A. Porchiesi'’), P. del Pezzo!), R. Schumacher‘), 


151) Th. Reye, J. f. Math. 95 (1883), p. 330; vgl. auch E. Study, G. D., 
p- 130. 

152) ©. M. Jessop, L. C., p. 29; dort auch (p. 20) für allgemeine Koordi- 
naten, ebenso bei @. Koenigs, G. R., p 23. 

153) L. G. 1, $ 60; eine der einfachsten ist (ce konstant): 

6 Da 009% Ps = u, 
p,=u:+vw, D=: cu, 2, = — cu, 

154) Über Abbildungen vgl. R. Sturm, L. 6. 1, p. 257— 272. 

155) Forh. Christiania 1869, p. 16, 107; s. auch G. B., p. 326. 

156) Gött. Nachr. 1869, p. 305; F. Klein und S$. Lie, Monatsb. Ak. Berlin, 
1870, p. 891 = Math. Ann. 23 (1884), p. 579; L. Cremona, Atti Acc. Lincei (2) 
3 (1876), p. 285. S. auch @. Salmon und W. Fiedler, Anal. Geom. d. Raumes 
2 (3. Aufl. 1880), p. 515; R. Sturm, L. G. 1, p. 257. 

157) Diss. Berlin 1879, mit einigen Änderungen abgedruckt in Math. Ann. 
15 (1879), p. 432. 

158) Rend. Ist. Lomb. (2) 14 (1881), p. 500; 16 (1883), p. 988. 

159) Roma, Mem. Acc. L. (4) 1 (1885), p. 610. Den Ebenen des Punkt- 
raumes entsprechen quadratische Kongruenzen. Man kann erreichen, daß jeder 
Strahl des Gewindes durch sein Bild geht. Die entsprechenden Gleichungen 
gibt C. Segre, Fortschr. d. Math. 17 (1888, über 1885), p. 781. 

160) Rend. circ. mat. Palermo 1 (1887), p. 157. 
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E. Mangelsdorf'*‘), Th. Reye!®), G. Tarnutzer‘®), E. Müller'%). Man 
kann unbegrenzt viele Abbildungen des Gewindes auf den Punktraum 
erhalten, indem man in eine Parameterdarstellung statt u, v, w Funk- 
tionen dieser Größen einführt. Im Zusammenhang mit allgemeineren 
Untersuchungen hat $. Lie nochmals das Gewinde auf den Punkt- 
raum abgebildet!%) und auf 00° Parabeln einer Ebene #®), 

d) Ein Strahlengewinde gestattet oo! Kollineationen!#) und oo! 
Korrelationen; die ersteren bilden eine kontinuierliche Gruppe, die 
mit der Gruppe aller konformen Punkttransformationen des Raumes 
und mit der größten endlichen irreduzibeln Gruppe von Berührungs- 
transformationen der Ebene gleich zusammengesetzt ist. Diese Gruppe 
haben S. Lie‘) und daran anschließend E. P. Knothe!%) untersucht, 
der alle ihre Untergruppen bestimmte. 

Ein Gewinde geht durch jede windschiefe Involution, deren 
Achsen im Gewinde zueinander polar sind, in sich selbst über; ebenso 
durch die Korrelation einer Fläche zweiter Ordnung, die eine Schar 
von Gewindestrahlen enthält!) Ferner geht ein Gewinde durch &’ 
solche Kollineationen!"!) in sich über, die eine Reihe sich selbst ent- 
sprechender Punkte und zwei weitere Doppelpunkte haben!"2), ebenso 
durch o0* solche Homologien (perspektive Kollineationen), deren 
Zentrum und Perspektivitätsebene vereint liegen und im Nullsystem 
des Gewindes einander entsprechen !7?), 


161) Diss. Straßburg 1906. 

162) G.L. 2, p. 134. 

163) Diss. Zürich 1913, gedr. Chur 1912. 

164) Sitzungsb. Ak. Wien 125, IIa (1916), p. 957 

165) Vgl. Nr. 20 c), besonders Anm. 648). 

166) G. B., p. 240. 

167) Z. B. A. Olebsch und F. Lindemann, V.G., Kap. 19 und 20; $. Lie und 
@. Scheffers, G. B., p. 225; R. Sturm, L. G. 1, p. 307. Vgl. auch Anm. 689). 

168) Theorie d. 'Iransformationsgr. 2, Leipzig 1890, Kap. 24. Hiermit 
hängt eine Abbildung der Gewindestrahlen auf die Kreise einer Ebene zusam- 
men; K. Ogura, Proc. Tokyo math. phys. soc. (2) 5 (1909), p. 133. 

169) Diss. Leipzig 1892 = Archiv for Math. og Naturv. 15 (1892), p. 97. 
S. auch W. Raetz, Diss. Königsberg 1914. 

170) Th. Reye, G. L. 2, p. 117. 

171) Sie haben die Charakteristik [(11) 11]; vgl. C. Segre, Mem. Ace. Linc. 
(3) 19 (1884), p. 6 oder P. Muth, Theorie u. Anw. d. Elementarteiler, Leipzig 
1899, p. 219. 

172) R. Sturm, L. G 1, p. 317; die Drehungen um die Achse (Nr. 7 b) 
lassen sich als Sonderfälle hiervon auffassen (A. Del Re, Giorn di mat. 28 (1890), 
p. 257. 

173) R. Sturm, L. G. 1, p. 318; die Schiebungen lüngs der Achse (Nr. 7 b) 
gehören zu ihnen. 
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Umgekehrt führt eine Kollineation entweder kein Gewinde in 
sich über oder mindestens ein Büschel von solchen; eine allgemeine 
Korrelation führt zwei Gewinde in sich über, die das windschiefe 
Vierseit enthalten, das die Kernflächen der Korrelation gemein 
haben !#), 

Aus (höchstens) fünf Nullsystemen läßt sich jede Korrelation zu- 
sammensetzen !®). Durch Zusammensetzung einer Polarkorrelation 
mit einem Nullsysten: entsteht eine halbgescharte Kollineation, d. h. 
eine solche, die zwei windschiefe Gerade miteinander vertauscht; durch 
Zusammensetzung zweier Nullkorrelationen ergibt sich eine gescharte 
Kollineation!”%). Die Aufgabe, ein Nullsystem durch eine Kollineation 
in ein anderes vorgegebenes überzuführen, behandelt E. Meyer”). 

Höhere involutorische Verwandtschaften, die ein Gewinde be- 
stimmen, untersucht D. Montesano"®). R. Sturm bestimmt!) die Er- 
zeugnisse von n kollinearen Gewinden für n=4 bis 7. 

e) Gegenüber den projektiven Transformationen ist A die einzige 
Invariante‘?®) eines linearen Komplexes?!) Wenn ferner a, und b, 
die Koordinaten!??) zweier linearer Komplexe sind, so ist 


6 „ 
(57) Da,b;,,= (a, b)= J (die Indizes mod 6) 
1 
ihre simultane Invariante‘). Wenn J= 0 ist, heißen die Komplexe 


174) A. Voss, Math. Ann. 13 (1878), p. 355; C©. Segre, Mem. Acc. Torino 
(2) 37 (1886), p. 395, wo auch alle Sonderfälle behandelt sind; A. Clebsch und 
F. Lindemann, V.G.. p. 401; R. Sturm, L. G. 1, p. 307—319. Umgekehrt gehen 
durch ein windschiefes Vierseit eines Gewindes zwei Flächen zweiten Grades, 
durch deren Polarsystem das Gewinde in sich übergeführt wird; F'. Aschieri, 
Giorn. di mat. 8 (1870), p. 229. 

175) C©. Segre, Anm. 174). 

176) Th. Reye, Math. Ann. 43 (1893), p. 145. 

177) Math. Ann. 59 (1904), p. 398. 

178) Rend. Acc. Linc. (4) 4, I (1888), p. 207, 277. 

179) G. V. 4, p. 138. Z.B. entsteht bei n—=4 durch die Trefflinien ent- 
sprechender Geraden ein Komplex achten Grades. 

180) F. Klein, L. K., p. 201; H. G. 1, p. 170. 

181) In dem Sinne, daß ihr Verschwinden durch projektive Transformation 
unzerstörbar ist. Für allgemeine Koordinaten (Nr. 3a) erhält man die In- 
variante, indem man die Determinante der Fundamentalform mit den Koeffi- 
zienten des Komplexes rändert (F. Klein, Math. Ann. 5 [1872], p. 281; A. Weller, 
Diss.); analog erhält man Invarianten mehrerer Komplexe (@. Koenigs, G. R., 
p. 55; C. M. Jessop, L. C., p. 71). 

182) Vgl. IIAB7 (E. Müller), p. 732. 

183) F. Klein, L. K., p. 201; im Auszug schon Gött. Nachr. 1869, p. 258; 
vgl. auch H. G. 1, p. 180. 
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involutorisch'**). Insbesondere sind also ein Strahlengebüsch und ein 
Gewinde involutorisch, wenn der Träger des ersteren dem letzteren 
angehört. Ein Strahlengebüsch ist auch zu sich selbst involutorisch. 
Von zwei involutorischen Gewinden ist jedes für das andere null- 
invariant'?), d.h. es wird durch das Nullsystem des anderen in sich 
übergeführt'!®). (Vgl. auch Nr. 8 £.) 

Zwei Gewinde definieren auf einem gemeinsamen Strahl s zwei 
projektive Punktreihen, indem jeder Ebene des Büschels s zwei Null- 
punkte entsprechen (und dual). Je zwei entsprechende Punkte dieser 
Reihen bestimmen mit den Doppelpunkten ein Doppelverhältnis 6. 
Der Wert von Ö ist für alle gemeinsamen Strahlen der beiden Ge- 
winde derselbe und heißt Doppelverhältnis'°") der Gewinde. Den Zu- 
sammenhang zwischen ö und J hat C. Segre'°®) ermittelt. Ist insbe- 
sondere d = — 1, so ist J== 0; die involutorischen Punktreihen, die 
jetzt auf allen Strahlen s definiert sind, gehören einer windschiefen 
Involution an (vgl. auch Nr. 14 b). 


“. Metrische Eigenschaften des Gewindes. a) Die Polaren der 
unendlich fernen Geraden heißen Dwrchmesser'®’) des Gewindes, die 
Nullebenen der unendlich fernen Punkte Durchmesserebenen. Die Durch- 
messer sind alle zueinander parallel; durch ihren unendlich fernen 
Punkt (den Nullpunkt der unendlich fernen Ebene) gehen alle Durch- 
messerebenen. Achse des Gewindes heißt!) der (einzige) Durch- 
messer, der auf seiner Polaren senkrecht steht; die Nullebenen seiner 
Punkte sind zu ihm senkrecht und heißen Hauptschnitte'”') des Ge- 
windes. Mittelstrahlen des Gewindes heißen?) diejenigen Strahlen 


184) Über andere Bezeichnungen vgl. IITA B7 (E. Müller), p. 730, Anm. 514. 
Auch die Nullsysteme zweier involutorischen Gewinde heißen involutorisch. 

185) Bezeichnung von St. Jolles, J. f. Math. 130 (1906), p. 238; vgl. Th. 
Reye, G. L. 2, p. 144. Zwei involutorische Nullsysteme geben zu Gruppen von 
vier Tetraedern Anlaß, von denen je zwei einander ein- und umgeschrieben 
sind (R. Sturm, G. V. 3, p. 513). 

186) Z.B. E. Study, G. D., p. 154. 

187) Dieser Begriff ist ein besonderer Fall eines allgemeineren (s. Nr. 14 b). 

188) J. f. Math. 99 (1885), p. 169. 

189) J. Plücker, N. G., p. 32. 

190) .J. Plücker, Anm. 141) und N. G., p. 32; bei A. Möbius, „Hauptlinie 
des Systems“ (Ges. W. 1, p. 506); ferner Hauptachse bei E. Study, der ihre Po- 
lare als Nebenathse des Nullsystems bezeichnet (G. D., p. 153 mit einer Begriffs- 
erweiterung auf p. 286). 

191) J. Plücker, N. G., p. 33. 

192) K. Zindler, L. G. 2, p. 155. Sie sind nach T%h. Reye zugleich (neben 
der Achse) Symmetrieachsen des Gewindes und des zugehörigen Nullsystems, 
Math. Ann. 79 (1918), p. 198. 
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desselben, welche die Achse schneiden, also in den Hauptschnitten 
liegen. Der kürzeste Abstand zweier Polaren schneidet die Achse 
senkrecht; zwei Polaren und die Achse liegen auf einem gleichseitigen 
hyperbolischen Paraboloid, dessen Haupterzeugende die Achse und 
jener kürzeste Abstand sind !?®), 

Die Charakteristik (Nr. 5 c, ß) einer Ebene ist zugleich die Po- 
lare derjenigen Normalen der Ebene, die deren Nullpunkt trifft!%). 

Benutzt man rechtwinklige Linienkoordinaten (Nr. 1 b) und 
wählt die Achse des Gewindes als Z-Achse, so nimmt seine Gleichung 
die einfachste Form an, wobei die Konstante der Parameter!) 
oder die Steigung'?®) des Gewindes heißt: 


(58) +6 —0. 
Durch Rückgang auf Punktkoordinaten mittels Gleichungen der Form 
(4) erhält man die einfachste Darstellung des Nullsystems'?”): 


(59) k&—2)+ (an — y)—0, 
indem dies die Gleichung der Nullebene des Punktes (x, y, 2) in den 
laufenden Koordinaten &, n, & ist. 

b) Unterwirft man den Gesamtraum einer Schraubenbewegung, 
deren Translations- und Rotationsgeschwindigkeit beziehungsweise r 
und ® sind, so bilden die Bahnnormalen aller Punkte ein Gewinde !?®), 
dessen Achse die Schraubungsachse ist; die Steigung des Gewindes ist: 
(60) k=-. 


o 
Die Strahlen des Gewindes lassen sich hiernach als Tangenten von 
00” Schraubenlinien anordnen, die auf oo! koaxialen Zylindern liegen 
und entgegengesetzt gewunden sind, wie die zum Gewinde gehörige 
Schraubung. Je nach dem Windungssinn der Sehraubung gibt es also 
auch zweierlei Gewinde!®), und zwar heißt, je nachdem %k positiv 
oder negativ ist, die Schraubung (man beachte die Voraussetzung in 
Anm. 13) rechts oder links gewunden°). Durch eine rechtsgewundene 


193) Z. B. R. Sturm, L. G. 1, p. 88. 

194) A. Schoenflies, G. B., p. 103; vgl. auch IVB3 (Schoenflies), p. 235. 

195) J. Plücker, N.G., p. 38. Parameter = piich bei R. St. Ball, Th. ser., p. 7 

196) K. Zindler, L. G. 1, p. 5 und 280, Anm. 

197) A. F. Möbius (Nr. 5b); J. Plücker, N. G., p. 37. 

198) Jeder der ©” Punkte hat oo! Bahnnormalen. Daß trotzdem nur &° 
Gewindestrahlen herauskommen, liegt daran, daß jeder von ihnen für alle seine 
Punkte Bahnnormale ist; M. Chasles (Anm. 124). 

199) Diese Anordnung und Unterscheidung bei .J. Plücker, N. G., p. 57. 

200) In der Verteilung dieser beiden Namen auf die beiden Fälle herrscht 
keine Einstimmigkeit (III AB 7 (E. Müller), p. 619, Anm. 68); über rechts und links 
in der Geometrie vgl. auch E. Study, Arch. d. Math. (8) 21 (1913), p. 193. 
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Schraubung ist ein linksgewundenes Gewinde definiert. Je zwei gleich- 
gewundene Gewinde sind ähnlich. Ein Gewinde gestattet jede Trans- 
lation längs seiner Achse und jede Drehung um seine Achse?®), also 
auch jede Schraubung um dieselbe 2%). 

Die Definition des Nullsystems, wie sie in Nr. 6 gegeben wurde, 
ist im wesentlichen diejenige von A. F. Möbius (Nr.5 b). Wenn man 
nun die früher erwähnte Schraubenbewegung analytisch darstellt, in- 
dem man die Schraubungsachse. zur Z-Achse eines rechtwinkligen 
Systems macht und zu jedem Punkte des Raums die Normalebene 
seiner Bahn sucht®®), so stößt man ebenfalls auf die Gleichung (59), 
woraus die Äquivalenz der Definitionen von A. F. Möbius und M. Chas- 
les (Nr. 5, ß) folgt. Vergleicht man endlich die Gleichungen (43) 
und (59), so folgt, daß auch die Definition von G. Giorgini mit den 
beiden anderen äquivalent ist. 

c) Wenn c der kürzeste Abstand eines Gewindestrahles s von der 
Achse ist und # seine Neigung gegen einen Hauptschnitt, so ist 


(61) ceot9 = —k. 


Wenn c«,,®, und c,,d, für zwei Polaren g,,9, dieselbe Bedeutung 
haben wie c,® für s, so gilt: 


(62) et —=%ctd, = —k, 


und c,,c, fallen in dieselbe Gerade.?%) Stehen die Polaren aufeinander 
senkrecht, so folgt (s. auch Nr. 11e): 


(63) w=—k; « 


dann ist zugleich g, die Charakteristik derjenigen Ebene, die man 
durch g, senkrecht auf g, legen kann, und umgekehrt. Die Nullpunkte 
der Minimalebenen erfüllen einen nullteiligen Drehzylinder vom Halb- 
messer Y— k?; seine Erzeugenden entsprechen in der Korrelation des 
Nullsystems den Tangenten des gemeinsamen Kugelkreises.?®) 


d) Zu jedem eigentlichen Gewindestrahl s gehört eine Korrelation 
um s (Nr. 6b), die sich metrisch so beschreiben läßt?®): Dem un- 


201) J. Plücker, N. G., p. 38 und schon früher (Anm. 141). 

202) Vgl. Anm. 172) und 173), ferner St. Jolles, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 
26 (1918), p. 349. 

203) Z.B. K. Zindler, L. G. 1, p. 14. 

204) Im wesentlichen schon bei @. Giorgini (Nr. 5a); s. auch F. Schweins, 
J. f. Math. 38 (1849), p. 40. 

205) E. Müller, Sitzungsb. Ak. Wien 125, IIa (1916), p. 934; die Null- 
punkte zweier zueinander senkrechter Ebenen sind bezüglich jenes Zylinders 
konjugiert. 

206) Z.B. K. Zindler, L.G. 1, p. 168. 
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endlich fernen Punkt von s entspricht eine Ebene E,; der hierzu 
senkrechten Ebene E, des Büschels s (der Zentralebene der Korrelation 
um s) entspricht der Mittelpunkt oder Zentralpunkt C© der Korrelation. 
Zählt man nun die Abstände # auf s von C aus, die Winkel & im 
Ebenenbüschel s von E, aus, so wird die Korrelation durch die 
Gleichung 

(64) tgyv = Kt 

dargestellt, wobei die Konstante Ä mit dem kürzesten Abstand c 
zwischen s und der Achse durch die Gleichung 


(65) K-— 
verbunden ist.207) 
Ist 6 5 
(66) 2a,9,,3= 0 (Za,a,,;— 4) 


die Gleichung eines Gewindes in rechtwinkligen Strahlenkoordinaten, 
so findet man die Steigung % durch ?%) 
A 

(67) rate 
Die Koordinaten «, der Achse des Gewindes sind 20°); 
(68) s=4, %=4Q,,—ka, @=1,2,3). 

Die Gleichung dieser Achse läßt sich (in den laufenden Koordi- 
naten p,) schreiben ?"°): 


(69) (a|a) (a, p) — Ala |p) = 0. 
Zähler und Nenner von (67) sind bei der Gruppe der Bewegungen 


invariant, der Nenner auch bei den Umlegungen, während hier der 
Zähler sein Zeichen wechselt.?1!) 


207) K. Zindler, L.G.1, p. 192; über den Zusammenhang dieser Gleichung 
mit der Torsion der Gewindekurven vgl. III D 10 (Differentielle Liniengeometrie). 

208) J. Plücker, London Phil. Trans. 156 (1866), p. 361.— Ges. math. Ahh. 1, 
p. 546 oder N. G., p. 41. 

209) O. A. v. Drach, Math. Ann. 2 (1870), p- 128; J. N. Franke, Wien S. 
Ber. 84, II (1881), p. 570; vgl. auch IV 2 (Timerding), Nr. 8. Die Achsen- 
bestimmung in metrischen Tetraederkoordinaten (Anm. 7) bei @. Battaglini, 
Giorn. di mat. 10 (1872), p. 295; 11 (1873), p. 359. Die Gleichungen (68) finden 
sich übrigens (zur Bestimmung der Achse eines Kräftesystems) schon bei 
F. X. Moth, wo freilich die Linienkoordinaten nicht ausdrücklich als solche ein- 
geführt werden, sondern nur als abkürzende Symbole auftreten; Zeitschr. Phys. 
Math. 5 (Wien 1829), p. 267, 419; vel. p- 274. 

210) E. Study, G.D., p. 153; über die Bezeichnung vgl. Nr. 1 d), Gleichung 
9) und (6). 

211) F. Klein, Ztschr. Math. Phys. 47 (1902), p- 237. Die Umlegungen sind 
Transformationen, die aus den Bewegungen durch Zusammensetzung mit einer 
Iwesion = — 2, y=—-ya=— 2) hervorgehen. 
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Zwei Polaren 9,,9, eines gegebenen Gewindes G mit der Stei- 
gung k bestimmen zwei zueinander und zu @ koaxiale Gewinde, in- 
dem nämlich im einen 9,, im anderen g, Gewindestrahl ist. Diese 
beiden Gewinde heißen polar bezüglich G; das Produkt ihrer Stei- 
gungen ist k?”. Durchläuft g, das eine Gewinde, so beschreibt 9, das 
andere.?!?) 

e) Die Gleichung eines Gewindes in natürlichen Linienzeigern ?'°) 
bezogen auf einen Mittelstrahl als Zeigerachse lautet A 


(70) a=(z.tg«a—k)-tgo. 


Die Theorie der linearen Komplexe ist mit Hilfe der Quaternionen 
von A. Buchheim entwickelt worden ®®), mit Hilfe der Vektoranalysis 
von A. Demoulin?'®) und J. Guiot*”), mit Hilfe der Triquaternionen 
von @. Combebiac?"), mit Methoden der Ausdehnungslehre von A. Buch- 
heim?"), E. Müller°), A. N. Whitehead°®), H. Graßmann d. J. ut 
Das entsprechende Gebilde der elliptischen Geometrie betrachtet 
W. Vogt””?); vgl. auch Nr. 16 g). 


8. Zusammenhänge mit der Bewegungslehre und der Mechanik. 
a) Ein räumliches Kräftesystem läßt sich auf jeden Punkt © des 
Raumes reduzieren, d.h. durch eine Kraft P, die durch Q geht, und 
durch ein Drehmoment M ersetzen. Die Ebene X dieses Momentes 


212) J. Plücker, N. G. 1, p. 49; R. Sturm, L. 6.1, p- 9. 

213) Vgl. IIAB7 (E. Müller), p. 738, Anm. 555). 

214) K. Zindler, L. G. 2, p. 155; daselbst auch die Gleichung des Gewindes, 
bezogen auf einen beliebigen Strahl desselben, während (61) als Gleichung be- 
züglich der Achse betrachtet werden kann. 

215) Mess. of Math. (2) 12, p. 129; 13, p. 120 (1883). $. auch ITABıı 
(Rothe), p. 1352. 

216) Applic. d’une meth. vect. a l’6tude de div. syst. de droites, Bru- 
xelles 1894. 

217) Le calcul vectoriel et ses appl. ä la gdom. reglee, Paris 1912. 

218) J. Ec. polyt. (2) 7 (1902), p.101 (auch these Paris 1902). S. auch IIAB 11 
(Rothe), Nr. 15. 

219) Auch für nichteuklidische Räume in Verbindung mit kinematischen 
Untersuchungen, London Proc. math. soc. 15 (1884), p. 83; 16 (1885), p. 15; 17 
(1886), p. 240; 18 (1887), p. 88 (für den R,). 

220) Monatsh. Math. Phys. 2 (1891), p. 267. Der lineare Komplex wird 
hier durch eine Gleichung COX — 0 dargestellt, wobei links das äußere Produkt 
einer gegebenen Stabsumme C mit einem veränderlichen Stab X steht; der Ort 
der Träger von X ist der lineare Komplex; s. auch ebenda 14 (1903), p. 182. 

221) Universal Algebra 1, Cambridge 1898, book 5. 

222) Schraubenrechnung und Nullsystem, Halle a. S. 1899. 

223) Synth. Theorie d. Cliffordschen Parallelen u. d. linearen Linienörter 
des ellipt. Raumes, Leipzig 1909. 
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ist im allgemeinsten Falle?) die Nullebene von Q@ in einem be- 
stimmten Nullsystem?®). Umgekehrt gehören zu einem Nullsystem 
einfach unendlich viele Kräftesysteme, weil sich das Nullsystem (43) 
nicht ändert, wenn man P und M mit demselben Faktor multipliziert. 
Bezüglich solcher Drehungsachsen durch @, die in E liegen, ver- 
schwindet das Drehmoment des Systems, woraus sich der Name Null- 
ebene (Anm. 118) erklärt. Deshalb heißen die Leitstrahlen des Null- 
systems auch Nullstrahlen.??®) 

Der Inbegriff einer Kraft P und eines Drehmomentes M, dessen 
Ebene zu P senkrecht steht, heißt eine Dyname*”), wobei die Fälle, 
daß P oder M verschwindet, einbezogen sein sollen. Jeder Dyname, 
deren beide Bestandteile von Null verschieden sind, ist also ein Null- 
system und ein Strahlengewinde zugeordnet, dessen Achse in die Wir- 
kungslinie der Kraft fällt und dessen Steigung %k durch 2) 


(71) =, 


bestimmt ist. Reduziert man eine beliebige Dyname auf den Ursprung, 
und sind dann qa,, a, a, die Komponenten der Kraft, a,, a,, a, die 
Komponenten des Drehmomentes, so heißen diese sechs Größen die 
Koordinaten der Dyname.*®®) Dann ist im allgemeinen Falle?*) 


6 
(72) a,g,4: Er 0 


die Gleichung des zugeordneten Gewindes*®), und die Koordinaten 2!) 
224) D.h., wenn weder P noch M verschwindet und auch die Richtung 
von P nicht in der Stellung des Feldes M enthalten ist. 

225) @. Giorgini, Nr. 5a); A. F. Möbius, Nr. 5b). 

226) Th. Reye, G. L. 2, p. 113. 

227) Dieses Wort wurde von J. Plücker (Phil. Trans. 156 [1866], p. 361 — 
Ges. math. Abh. 1, p. 548) als „cause produeing the resulting effect“, wie es 
scheint, bloß als abkürzende Bezeichnung für ein beliebiges System von Kräften 
eingeführt, und seine Bedeutung ist auch heute keine einheitliche. Es empfiehlt 
sich, das Wort Dyname in obiger engerer Bedeutung zu gebrauchen, wie es z.B. 
W. Schell tut (Theorie der Bewegung und der Kräfte, 2. Aufl. 2, Leipzig: 1880, 
p-. 212), erstens weil neben „Kräftesystem“ ein anderes gleichbedeutendes Wort 
entbehrlich ist, zweitens wegen der dualen Beziehung zur Windung und drittens, 
um Sätze wie „Jedes Kräftesystem läßt sich auf eine Dyname reduzieren“ kurz 
aussprechen zu können. W. Fiedler sagt Winder statt Dyname und bezeichnet } 
als Pfeil des Winders (Vierteljahrsschr. d. naturf. Ges. Zürich 21 (1876), p. 186). 
Dyname — wrench bei R. St. Ball, Th. ser., p. 10. 

228) Man vergleiche die Gleichungen (43) und (59). 

229) IV 2 (Timerding), Nr. 23. 

230) Z.B. K. Zindler, L. G. 1, p. 149. _ 

231) IHIAB7 (E. Müller), Nr. 28. 
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desselben können mit denen der Dyname identisch genommen werden; 
es kommen aber jetzt nur ihre Verhältnisse in Betracht. Besteht da- 
gegen die Dyname aus P allein®?), so stellt (72) den Träger des 
Kraftstabes und das dazu gehörige Liniengebüsch der Nullstrahlen 
dar; besteht sie aus M allein®”®), so stellt (72) die uneigentliche Ge- 
rade des Feldes M und alle zu diesem parallelen Geraden als Null- 
strahlen dar. Es gibt 00° Dynamen und 005 Strahlengewinde. 

b) Die Kraft wird durch einen Stab®%*), das Drehmoment durch 
ein Feld?) geometrisch dargestellt. Dem Stab entspricht aber ver- 
möge des Dualismus zwischen Kräften und Geschwindigkeiten2?®) auch 
eine Drehungsgeschwindigkeit ®, dem Feld eine Translationsgeschwin- 
digkeit 7, so daß zur Dyname eine Windung®”) dual ist, d. h. eine 
Schraubenbewegung, die mit bestimmter Geschwindigkeit vor sich geht. 
Das Nullsystem, das dieser Windung entspricht, ist dasselbe®s), wie 
das der Dyname zugeordnete.°°®) Durch einen gegebenen freien starren 
Körper ist eine Verwandtschaft begründet, bei der jedem linearen 
Komplex ein zweiter zugeordnet ist”), nämlich jeder Dyname die 
Windung, längs deren der Körper unter Wirkung der Dyname die 
Bewegung beginnt.**!) 


232) Man erkennt dies daran, daß Ya,a,,,= 0 ist, ohne daß a,,a,, a, 
alle einzeln verschwinden. 

233) Man erkennt disana =a,=«a,= 0. Bei H. Graßmann lautet die 
Bedingung dafür, daß einer der beiden Sonderfälle eintritt: Das äußere Quadrat 
der Summe von Linienteilen (d. h. Stabsumme) muß verschwinden; A1, Leipzig 
1844, p. 181 — Ges. W. Ia, Leipzig 1894, p. 205. u 

234) IIAB7T (E. Müller), p. 614. 

235) IIAB7T (E. Müller), p. 624, Anm. 89. 

236) IV 2 (Timerding), Nr. 12. 

237) W. Fiedler, Anm. 227; statt dessen ist auch Schraubung im Gebrauch; 
s. IV 2 (Timerding), p. 141, auch p. 146, Anm. 36. Nun klingen wohl Winder und 
Windung zu ähnlich, ebenso Schraube und Schraubung. Wählt man dagegen 
(mit E. Budde, Mechanik, Berlin, 1890—91) Dyname und Windung, so hat man 
Schraube als neutrales Wort für die abstraktere Begriffsbildung, welche die ge- 
meinsamen Eigenschaften beider beibehält; überdies kann man Schraubung (twist 
bei R. St. Ball, Th. scr., p. 7) für eine endliche Bewegung vorbehalten, die außer- 
halb der Dualität steht, um so mehr, als sich Umschraubung (IV 3 (Schoenflies), 
p- 193) für einen Sonderfall schon eingebürgert hat. 

238) Da es eben nur von der Liniensumme abhängt; vgl. IV 2 (Zimerding), 


Nr.10. An Stelle von (71) tritt jetzt: k— — (Nr. 7 b). 


239) Aber Dyname und Windung stehen in keinem ursächlichen Zusammen- 
hang, schon deshalb nicht, weil die Bewegung eines starren Körpers auch von 
dessen Masse und Massenverteilung (Trägheitsmoment) abhängt. 

240) F. Klein, Math. Ann. 4 (1871), p. 410. 

241) IV 2 (Timerding), Nr. 27. 
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Kennt man das Gewinde, das einer Dyname zugeordnet ist, so 
genügt es zur Bestimmung derselben, Größe und Sinn entweder von 
P oder von M zu kennen*?), analog bei der Windung. 

e) Ein Aggregat aus einem Stab und einem dazu senkrechten 
Feld heißt eine Schraube.) Eine Schraube läßt sich also sowohl 
als Dyname wie als Windung deuten, und deren Koordinaten heißen 
auch Koordinaten der Schraube. Der Ballsche Begriff der Schraube **) 
ist allerdings etwas anders und hängt nur von fünf Konstanten ab.) 
Dagegen unterscheidet F‘ Klein”®) neben den Ballschen Schrauben 
noch Schraubengrößen erster und zweiter Art, die wieder von sechs 
Konstanten abhängen.) 

d) Die sechs Koordinaten a, (Nr. 8a) einer Dyname (oder einer 
Windung oder einer Hydeschen Schraube) können zu drei dualen Ko- 
ordinaten der Dyname zusammengefaßt werden *®): 

(13) =a+a:, y=a+%E, 3-4 08. 
Über ihre Verwendung s. Nr. 161) und Nr. 42k). 

e) Auch noch andere geometrische Gebilde können nach E. Study *) 
zur Darstellung eines Kräftesystems oder einer Windung dienen: Einem 
Stab kann nämlich ein eigentlicher Keil (Figur zweier sich schneiden- 
den eigentlichen Ebenen, die nicht aufeinander senkrecht sind), ein- 
deutig zugeordnet werden oder ein eigentlicher Quirl (Figur einer 
eigentlichen Ebene und eines nicht in ihr.liegenden eigentlichen 
Punktes). Diese Figuren haben eine gewisse Beweglichkeit, ohne ihre 
Bedeutung zu ändern; ferner gehören dazu gewisse Grenzfälle, wie ja 
auch die Felder als Grenzfälle der Stäbe aufgefaßt werden können. 


242) H. E. Timerding, G.K., p. 136. 

243) E. W. Hyde, Ann. of Math. 4 (1888), p. 137; vgl. auch H. Graßmann d.J. 
in H. Graßmanns Ges. W.Ib (1896), p. 438. Eine Schraube ist also eine Nor- 
malform einer Liniensumme (IV 2 (Timerding), p. 135), geradeso wie die Dyname 
eine Normalform eines Kräftesystems ist, und tritt als solche bei H. Graßmann 
auf; A,, Berlin 1862, p. 220 = Ges. W.Ib, Leipzig 1896, p. 221. 

244) R. St. Ball, Th. ser., p. 7. Die dortige Definition der Schraube (screw) 
ist gleichwertig mit J. Plückers Darstellung eines Gewindes durch einen Steigungs- 
stab; vgl. hier Nr. 14c, Anm. 461. 

245) IV 2 (Timerding), p. 147. 

246) Ztschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 237 = Math. Ann. 62 (1906), p. 419. 

247) Vgl. hierüber IV 2 (Timerding), p. 146. 

248) J. Wolff, D. V., p. 56. Während also die ebenso gebildeten dualen 
Strahlenkoordinaten (Anm. 66) mit einem Faktor (sei er skalar oder dual) multi- 
pliziert werden dürfen, ist dies hier nicht der Fall. 

249) G. D., I. Abschn. Für diesen Absatz vgl. namentlich p. 31, 41, 61, 67; 
auch Ber. Ges. Leipzig 51 (1899), p. 29. Für den hyperbolischen Raum siehe 
E. Davis, Diss. Greifswald, 1904. 
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Der geometrischen Addition der Stäbe entsprechen Konstruktionen 
mit Keilen und Quirlen, die auch ohne den Umweg über die Stäbe 
ausgeführt werden können. Es entspricht so jeder Stabsumme eine 
Summe von Keilen und eine solche von Quirlen, die ebenfalls auf ge- 
wisse Normalformen gebracht werden können. 

Ferner kann einer Schraube die Figur zweier Geraden (g,g’) ein 
Motor zugeordnet werden”), indem tg (g, g) gleich der Länge s des 
Stabes der Schraube und das Gemeinlot d zwischen g,g’ gleich ihrem 
Felde f gewählt wird, so daß d auf den Träger von s fällt. Endlich 
ist noch eine andere Zuordnung zwischen derselben Figur (g, g”) und 
einer Schraube von Bedeutung, indem 
(74) tg (9, g) = r y 0 mie - 
gewählt wird. Die Figur (g, 9’) heißt jetzt Impulsor, da sich die zu- 
gehörigen Grenzfälle von denen des Motors unterscheiden. 

Alle diese Gebilde führen zu Konstruktionen, die mit der Zu- 
sammensetzung von Dynamen oder Windungen zusammenhängen ”"), 
ferner mit der Theorie der endlichen Bewegungen. Diese Bewegungen 
lassen sich übrigens unmittelbar den Schrauben (s, f) zuordnen ”°?): 
Ist nämlich die Bewegung keine Umschraubung und ® ihr halber 
Drehungswinkel, 7 ihre halbe Schiebungsgröße””®), so kann 
(75) Sn De En 
gewählt werden.?°*) 

f) Wir gehen nun zur geometrischen und mechanischen Deutung 
der simultanen Invariante ./ zweier eigentlichen 4?) linearen Komplexe 
(Nr. 6e) über: Sind %k, % ihre Steigungen, % der Winkel und d der 
kürzeste Abstand ihrer Achsen, setzt man ferner 


ta? +a=a, br+b>+l2—=b%, (a>0,b>0) 
so ı8t 


(76) Let PAR (k nz k) cos d — dsinv. 


Die rechte Seite”) dieser Gleichung enthält nur Größen, die 

250) Für diesen Absatz vgl. K. Study, G. D., p. 53, 83. 

251) E. Study, 6. D., p. 120. 

252) Die Art, wie H. Graßmann dies versucht hatte (A, [1862], p. 222 — 
Ges. W.Ib [1896], p. 223), führte zu keinen Folgerungen. 

253) Vgl. IV 3 (Schoenflies), p. 193. 

254) E. Study, G. D., p. 48; dort für die Zuordnung der Bewegungen und 
der Keilsummen ausgesprochen. 

255) Sie tritt zuerst (bis aufs Vorzeichen des zweiten Gliedes) bei F\. Klein 
auf, Math. Ann. 2 (1870), p. 368; solche Abweichungen im Ausdruck für das 
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vom Koordinatensystem unabhängig sind, und ihr Wert heißt das 
Moment oder der virtuelle Koeffizient”®) der Komplexe oder der zu- 
gehörigen Schrauben. Wenn das Moment verschwindet, sind die Kom- 
plexe involutorisch (Nr. 6e). Die zugehörigen Schrauben heißen dann 
reziprok??”) oder koregiprok?®). Wenn die Achsen zweier Gewinde mit 
entgegengesetzt gleichen Steigungen sich schneiden oder mit beliebigen 
Steigungen sich senkrecht schneiden, sind die Gewinde nach (76) in- 
volutorisch.??”) 

Wenn man dem einen Gewinde eine Dyname D mit dem Kraft- 
anteil P, dem anderen eine Windung W mit der Drehungsgeschwin- 
digkeit & zuordnet, so ist 


(77) J= Da,b,,;, = Po[(k+ k) cosy — dsiny]. 


v 


Wenn ferner X die Arbeit ist, welche die Dyname D leistet, während 
ein Körper die Windung W durch eine gewisse Zeit vollführt, und 
wenn man die Ableitung von X nach der Zeit Arbeitsgeschwindigkeit 
nennt, so bedeutet jede Seite von (77) diese Arbeitsgeschwindigkeit.?°®) 
Wenn also die Gewinde involutorisch liegen, so befindet sich ein 
Körper, dessen Beweglichkeit auf W beschränkt ist, unter dem Ein- 
fluß von D im Gleichgewicht. 

g) Projiziert man zwei in einem Nullsystem zueinander reziproke 
Polyeder senkrecht auf einen Hauptschnitt, so erhält man eine Figur, 
wie sie bei den reziproken Kräfteplänen der graphischen Statik auf- 
tritt. 20) 


9. Erzeugungs- und Bestimmungsweisen des Gewindes und des 
Nullsystems. Wir geben eine Übersicht über verschiedene Erzeugungs- 
arten oder Bestimmungsweisen eines Gewindes (Nullsystems). Ein 


Moment bei verschiedenen Autoren rühren von verschiedenen Festsetzungen ge- 
wisser Vorzeichen her; hierüber vgl. z. B. R. St. Ball, Proceed. Ir. Ac. 28A (1910), 
p. 16. Ein Beweis der Gleichung (76) z.B. bei H. E. Timerding, G. K., p. 139. 
Über den Zusammenhang des Momentes mit dem Doppelverhältnis der beiden 
Komplexe s. Anm. 188. Die rechte Seite von (76) tritt bei #. W. Hyde (Anm. 243) 
als Produkt zweier Schrauben auf. 

256) R. St. Ball, Th. ser., p. 17 (mit dem Faktor 4). 

257) R. St. Ball, Th. ser., p. 26. 

258) H.E. Timerding, G.K., p. 138. Vgl. auch Nr. 16 b). 

259) Zuerst von F. Klein (in etwas anderer Form) ausgesprochen, Math. 
Ann. 4 (1871), p. 413; Beweise bei R. St. Ball, Th. ser., p. 17; J. N. Franke, 
Sitzungsb. Wien 84, II (1881), p. 570; Ch. O. Mohr, Civiling. 34 (1888), p. 691; 
K. Zindler, L. G. 1, p. 159; vgl. auch E. Study, G. D., p. 194 und IV 2 (Timerding), 
Nr. 26. 

260) Vgl. IV5 (Henneberg), Nr. 12 und @. Hauck, Ztschr. Math. Phys. 40 
(1895), p. 48. 
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Gewinde (das in einigen Fällen aueh in ein Strahlengebüsch ausarten 
kann) ist bestimmt: 

1. Durch eine besondere (schiefsymmetrische) bilineare Beziehung 
zwischen Punktkoordinaten (nach A. F. Möbius, Nr. 5 b), nämlich 
durch eine besondere Korrelation mit Inzidenz der entsprechenden 
Elemente (Nr. 6a). 

2. Durch eine lineare Gleichung zwischen Linienkoordinaten 
(J. Plücker, Nr. 6a). 

3. Durch fünf Strahlen p,,...,p,, wenn die Matrix ihrer Ko- 
ordinaten p,, @—=1,...5; k=1,...6) den Rang fünf hat.?%) Sind 
Per die Koordinaten eines sechsten veränderlichen Strahles, so ist2%) 


(78) 2,.]j>0 (i,kw= 1,...'6) 


die Gleichung des durch die ersten fünf Strahlen bestimmten linearen 
Komplexes. Eine lineare Konstruktion des Gewindes aus fünf Strahlen 
gab KR. Sturm.°?) 

4. Durch ein räumliches Fünfseit, indem jeder Ecke desselben 
die Ebene der beiden Nachbarseiten als Nullebene zugeordnet wird, 
wodurch ein Nullsystem bestimmt ist.?%*) 

5. Durch drei Punkte und ihre Nullebenen, deren Schnittpunkt 
in der Ebene der drei Punkte liegen muß.?%) 

6. Durch zwei projektive Strahlbüschel, die so liegen, daß sie 
einen Strahl entsprechend gemein haben, ihre Scheitel und Ebenen 
jedoch getrennt sind. Die Treffgeraden entsprechender Strahlen bilden 


261) Sonderfälle bei H. Schröter (Anm. 120), p. 304. Über den entsprechen- 
den Satz der Bewegungslehre s. IV 3 (Schoenflies), p. 235. Damit hängt der Satz 
zusammen, daß die Beweglichkeit zweier starrer Körper gegeneinander i. a. nicht 
aufgehoben wird, wenn sie durch fünf beiderseitig angesetzte Stäbe verbunden 
werden; H. Wiener, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 22 (1913), p. 304. 

262) A. Cayley, Paris C. R. 52 (1861), p. 1039 = Coll. M. P. 5 (1892), p. 1. 

263) L. G. 1, p. 107. Vgl. auch Anm. 282.) Eine nicht lineare Kon- 
struktion hatte J. Plücker (N. G., p. 29) gegeben. S. auch M. Chasles, Paris 
C. R. 52 (1861), p. 1094; .J. Petersen, Kinematik, Kopenhagen 1884; St. Jolles, 
Prac Matem. Fiz. 29 (1918), p. 257. 

264) @. K. Ch. v. Staudt, Geom. der Lage, Nürnberg 1847, p.193; R. Sturm, 
@. V.3, p. 100, Durch fünf Punkte sind zwölf Fünfseite bestimmt. Die Be- 
ziehungen der zugehörigen Nullsysteme zueinander hat A. Grüttner untersucht; 
Diss. Breslau 1903. Th. Reye behandelt die Gruppen, die durch ihre Korrelationen 
erzeugt werden; Math. Ann. 75 (1914), p. 414. S.a. H. Himpel, Diss. Straü- 
burg 1903. 

265) K. G. Ch. v. Staudt, Beitr. z. Geom. der Lage, 3. H.; Nürnberg 1860, 
p- 312; R. Sturm, L. G. 1, p. 71; Th. Reye, G. L. 2, p. 115. 
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ein Gewinde. Dies ist die nach J. Sylvester*®®) benannte Erzeugungs- 
art. 207) 

7. Durch eine involutorische Regelschar („Chasles’sche Erzeugungs- 
weise“, Nr.5 ce, «). 

8. Durch zwei projektive Ebenenbüschel; alle Strahlen, auf denen 
sie involutorische Punktreihen herausschneiden, bilden ein Gewinde *%®); 
und dual. 

8a. Durch ein Möbiuspaar, d. h. durch zwei Möbiussche (Nr. 5b) 
Tetraeder?®). 

9. Durch gewisse involutorische Verwandtschaften???). 

10. Durch eine nicht involutorische Korrelation, indem einem 
Punkte P sowohl als Punkt des einen wie des anderen Systems je 
eine Ebene, also deren Schnittlinie s und das Strablenbüschel (P, s) 
entspricht. ?°°) 

11. Indem man zwischen einem Bündel A und einem Felde «, 
das durch A geht, eine Korrelation herstellt, in der jeder Strahl des 
Büschels (A, «) sich selbst entspricht. Dann ‘fällt jeder Punkt BD 
von « in seine entsprechende Ebene 8, und die oo? Büschel (B, ß) 
erzeugen ein Gewinde.?”!) 

12. Durch eine Raumkurve dritter Ordnung, indem die Zuordnung 
zwischen ihren Punkten und den zugehörigen Schmiegungsebenen 
einem Nullsystem angehört?’?); vgl. auch Nr. 11c) und Nr dc, ß). 

13. Durch zwei Polarenpaare (in hyperbolischer Lage), weil da- 
durch eine involutorische Regelschar bestimmt ist [7]; oder spezieller: 


266) Paris C. R. (1861), p. 742. 

267) Die kürzesten Abstände entsprechender Strahlen bilden eine Regel- 
fläche dritter Ordnung; J. Majcen, Ak. Agram (Rad) 143 (1900), p. 142; 147 
(1901), p. 105. 

268) E. Caporali und P. del Pezzo in E. Caporali, Memorie di geom., Na- 
poli 1888, p. 275. 

269) W. Blaschke, Math. Ztschr. 6 (1920), p. 85. 

270) R. Sturm, Math. Ann. 19 (1882), p. 461 oder G.V.3, p. 99; C. Segre, 
Mem. Acc. Torino (2) 37 (1885), Art. 11. Die duale Konstruktion gibt ein zweites 
Nullsystem. Das Strahlennetz, das den beiden entsprechenden Gewinden gemein 
ist, hat als Brennlinien die Diagonalen des windschiefen Vierseits, das den Kern- 
flächen der Korrelation gemein ist. 

271) R. Sturm, L. G. 1, p. 106. Verwandt damit ist die Erzeugung von 
A. Weiler (Ztschr. Math. Phys. 27 (1882), p. 257) durch zwei parabolische 
Strahlennetze in besonderer Lage. 

272) M. Chasles, Paris C. R. 45 (1857), p. 195; 52 (1861), p. 1042; J. de 
math. (2) 2 (1857), p. 397; K.@.Chr.v.Staudi, Beitr. z. Geom. der Lage, 3, Nüm- 
berg 1860, p. 313. Vgl. auch H. Schröter (Anm. 120), p. 292—306; F. Lindemann, 
Math. Ann. 23 (1884), p. 111; O. Staude, Anal. Geom d. kub. Kegelschn., Leipzig 
1915, p. 172f., wo noch weitere Literatur hierüber zu finden ist. 
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14. Durch ein Polarenpaar und einen Strahl; oder noch spezieller: 

15. Durch die Achse («,) und einen Strahl (g,); dadurch ist 
auch % in Gleichung (58) und (61) unmittelbar bestimmt. Die Glei- 
chung des Gewindes lautet dann ?”®): 

(79) («| ga, P) — (a, g)(e p)—d. 

16. Durch Bewegung eines Strahlennetzes (Nr. 12)?'*); insbesondere 
durch Schiebung oder Drehung eines solchen, z. B.: 

17. Indem man eine Regelschar eines gleichseitigen hyperboli- 
schen Paraboloides zuerst um ihre Haupterzeugende dreht, dann das 
so erhaltene Umdrehungsnetz (vgl. Nr. 12 e) um eine Gerade dreht, 
die im Scheitel des Paraboloides auf der Haupterzeugenden senkrecht 
steht. 27°) 

18. Als Ort der Geraden, die zusammen mit zwei gegebenen wind- 
schiefen Geraden drei Höhen eines Tetraeders sein können.?”®) 

19. Durch das Polarsystem gewisser Flächen zweiter Ordnung, und 
zwar am einfachsten, indem man im Polarsystem eines Umdrehungs- 
paraboloides die Punkte beibehält, die zugehörigen Ebenen aber be- 
züglich der Berührungsebene des Scheitels spiegelt und um die Achse 
um 90° dreht.?”) Damit hängt die von (©. Segre?'*) behandelte Frage 
zusammen, wann sich zwei korrelative Räume (die keine Mittelpunkte 
im Endlichen haben dürfen) durch Bewegung zu einem Nullsystem 
vereinigen lassen, ferner die Anwendung des Nullsystems in der 
Theorie der reziproken Kräftepläne der graphischen Statik.”"®) 

275) E. Study, G. D., p. 153. Über die Bezeichnungen vgl. Nr.1.d). 

274) A. Weiler, Zeitschr. Math. Phys. 27 (1882), p. 257 und 29 (1884), 
p. 187; K. Zindler, L. G. 1, p. 193; St. Jolles, Math. Ztschr. 1 (1918), p- 303. 

275) K. Zindler, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 4 (1897), p. 99 oder L.G. 1, 
p. 196; vgl. auch Monatsh. Math. Phys. 5 (1892), p. 185; St. Jolles, Math. Ztschr 
2 (1918), p. 316. 

276) H. Vogt, Anm. 41). 

277) @. Hauck, Ztschr. Math. Phys. 31 (1886), p. 362; allgemeinere 
hierher gehörige Sätze bei demselben, J. f. Math. 100 (1887), p. 365 und 120 
(1899), p. 109; vgl. auch Th. Schmid, Monatsh. f. Math. 8 (1897), p. 267; E.Janisch, 
Monatsh. f. Math. 13 (1902), p. 135; E. Meyer, Math. Ann. 59 (1904), p- 398; 
E. Müller, Sitzungsb. Ak. Wien 120, IIa (1911), p. 1810. Auch aus dem Polar- 
system eines gleichseitigen hyperbolischen Paraboloides läßt sich das Nullsystem 
erhalten; H. E. Timerding, Theorie d. Kräftepläne, Leipzig 1910, p. 30. 

278) Giorn. di mat. 25 (1887), p. 20. Vgl. auch R. Sturm, G. V.3, p. 275. 
Die umgekehrte Aufgabe, nämlich die aus einem Nullsystem durch Bewegung 
ableitbaren Korrelationen zu betrachten, hat schon L.J. Magnus (Samml. v. Aufg. 
u. Lehrs. aus d. anal. Geom., 4. Teil der Samml. geom. Aufg. von M. Hirsch, 


Berlin 1837, p. 144) gestreift. 
279) IV 5 (Henneberg), Nr. 12; H. E. Timerding (Anm. 277), 3. Kap. 
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20. Durch eine Schraubenbewegung (Nr. 8 c, ß). 

21. Durch eine endliche Dislokation *®®) (Nr. 5 c, y). 

22. Als Gesamtheit der Achsen, bezüglich deren ein räumliches 
Kräftesystem das Drehmoment Null hat (Möbius, Nr. 5b und 8a). 
Nahe verwandt damit ist die Definition von Giorgini (Nr. 5 a). 

23. Als Gesamtheit der Geraden, deren Momente bezüglich zweier 
festen Geraden ein konstantes Verhältnis haben ?#!); diese zwei Ge- 
raden sind im Gewinde polar. 

24. Als Ort der Wirkungslinien aller Kräfte, die mit fünf Kräf- 
ten auf gegebenen Wirkungslinien im Gleichgewicht sein können. 
Sollen nämlich auf sechs Wirkungslinien Kräfte gefunden werden 
können, die im Gleichgewicht sind, so müssen die sechs Linien dem- 
selben linearen Komplex angehören, während auf sieben Wirkungs- 
linien stets Kräfte im Gleichgewicht gefunden werden können °®°) 
und dual.°*>) 

25. Als Ort der Wirkungslinien aller Impulskräfte, durch die ein 
Punkt eines starren Körpers in einer bestimmten Ebene sich zu be- 
wegen beginnt.°®®) 

26. Durch einen starren Körper mit einer Bewegungsfreiheit zwei- 
ten Grades (allgemeiner Fall), indem nämlich die Geraden, deren Nach- 
barlagen ein Normalenbündel (III D 10, Differentielle Liniengeometrie) 
bilden, einen linearen Komplex erfüllen. 2%) 


280) Da eine solche als Kollineation aufgefaßt werden kann, ergibt sich 
ein Zusammenhang zwischen Nullsystem und Sonderfällen von Kollineationen. 
Hiermit und mit der projektiven Verallgemeiuerung dieses Zusammenhanges be- 
faßt sich E. Meyer, Math. Ann. 60 (1905), p. 242. 

281) H.@. Zeuthen, Math. Ann. 1 (1869), p. 443; O©. A.v. Drach, Math. Ann. 
2 (1870), p. 128; E. d’Ovidio, Atti Acc. Tor. 16 (1880), p. 327. 

232) A.F. Möbius, Statik (1837), $ 88 = Ges. W. 3, p. 140; J. Sylvester, Paris 
C. R. 52 (1861), p. 741; hier sagt er, sechs Gerade, die demselben Gewinde an- 
gehören, seien in Involution. Wenn (i, k) das Moment der Geraden i und % ist, 
so findet er (Paris C. R. 52 (1861), p. 815) als Bedingung für diese Lage; 


I@,)]|=0 G,k=1,... 6). 


Vgl. auch M.Chasles, Paris Ü. R. 52 (1861), p. 1094; W. Spottiswoode, ebd. 66 (1868), 
p- 97; R. Sturm, Ann. di mat. (2) 7 (1876), p. 217; H. E. Timerding, G. K., p. 128. 
Sechs solche Gerade findet auch J. Neuberg (Ann. soc. sc. Brux. 36, B (1912), 
p. 194) durch eine Konstruktion, die von einem windschiefen Sechseck ausgeht. 

283) A. F. Möbius, J. f. Math. 18 (1838), p. 189 = Ges. W. 1, p. 545; J.Syl- 
vester, Anm. 266). Allgemeiner können zu 7 Ballschen Schrauben 7 Dynamen 
im Gleichgewicht gefunden werden; R. St. Ball, Th. scr., p. 31. 

284) U. Masoni, Rend. acc. Napoli 23 (1884), p. 97. 

285) A. Ribaucour, Paris ©. R. 76 (1873), p. 1347. Wenn d der kürzeste Ab- 
stand und & der Winkel der beiden Geraden ist, für deren Punkte die Be- 
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27. Durch drei besondere quaternäre Konnexe.?®®) 
28. Durch Projektion der Trefflinien dreier Ebenen des R, aus 
besonderen Punkten desselben. ?®”) 


10. Die linearen Stabwälder. a) Durch eine lineare Gleichung 
6 
(80) Za,9, +: ==(dy 


zwischen den Koordinaten g eines Stabes wird ein linearer Stabwald 
(Nr. 4 e) definiert. Wir setzen die Gleichung (80) als nicht homogen 
voraus (a, 0). Durch Änderung des rechtwinkligen Koordinaten- 
systems läßt sie sich immer auf die Form bringen *®®): 


(81) 0 + du = 

Wenn nun a und b ebenfalls von Null verschieden sind, heißt der 
Stabwald S allgemein; dann ist ein ihm zugehöriges Gewinde @ de- 
finiert: 

(82) 1, + —0. 

Seine Achse möge auch Achse von S heißen. Das zugehörige Gewinde 
hat für S folgende Bedeutung: Verschiebt man die Nullebene, die ein 
Punkt Q in @ hat, in der Achsenriehtung um die Strecke a,:a, so 
erhält man diejenige Ebene, die in $ die Länge der Stäbe mit dem 
Anfangspunkt Q nach Nr. 4 e) begrenzt.”®®) Bei beliebiger Lage des 
Koordinatensystems ist das Kennzeichen des allgemeinen Stabwaldes: 


3 
(83) A=Da,a,,, +0. ‘ 
1 r 


Die Stäbe eines allgemeinen linearen Stabwaldes sind identisch 
mit den Stäben*®) aller Paare von Kräften, die einer gewissen Dy- 
name gleichwertig sind. Um die Kraft P und das Moment M der- 


wegungsrichtung bestimmt ist (IV 2 (Timerding), Nr. 16), so ist die Achse des 
linearen Komplexes der Träger von d, und seine Steigung ist d- cote. 

286) G. Lazzeri, Mem. Line. (4) 4 (1887), p. 259. 

287) IIIC7 (Segre), Anm. 82). 

288) J. Plücker, Phil. Trans. 156 (1866), p. 361 = Ges. math. Abh. 1, p. 546; 
K. Zindler, L. G. 1, p. 128. 

289) J. Plücker, Anm. 288); J. N. Franke, Anm. 209); vgl. auch R. Mehmke, 
Ztschr. Math. Phys. 49 (1903), p. 382. 

290) Wenn der eine Stab sich einem Strahl des zugehörigen Gewindes G 
nähert, so tut es auch der andere, und zwar so, daß die Längen der beiden 
Stäbe mit nahezu entgegengesetzter Richtung unbegrenzt wachsen. Die Strahlen 
von @ sind diejenigen Geraden des Raumes, in die kein Stab fallen kann. Vgl. 
F. Klein, Math. Ann. 4 (1871), p. 405 und E. Budde, Allg. Mechanik d. Punkte 
und starren Systeme, 2, Berlin 1891, p. 595. In diesem Werke sind überhaupt 
die Beziehungen des Nullsystems zur Mechanik ausführlich dargestellt. 
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selben zu berechnen, bringe man die Gleichung (80) durch einen ge- 
eigneten Faktor auf eine Normalform, in der 


(84) d-% 
ist. Dann ist?®') 
(85) P=Ya’+ta'+a, M=; 


Die Koordinaten der Wirkungslinie von P (der Achse von $) 
sind durch dieselben Gleichungen (68) bestimmt, die für die Achse 
des zugehörigen Gewindes 


6 
(56) 20.0, Re 0 
gelten. : 

b) Wenn A = 0 ist, heißt der Stabwald speziell; und zwar stellt 
er, wenn in (81) «= 0 ist, alle Stäbe dar, die bezüglich eines Ein- 
heitsstabes der Z-Achse ein konstantes Moment (Nr. Id) haben; wenn 
b=( ist, umfaßt er alle Stäbe, deren Projektion auf die Z-Achse 
konstante Länge hat. 

c) Die Gebilde, die durch zwei, drei oder vier lineare (nicht sämt- 
lich homogene) Stabgleichungen definiert werden, kann man nach 
Nr. 4e) so darstellen, daß bloß eine von diesen Gleichungen in- 
homogen ist. Danach definieren ?”?) zwei lineare Stabgleichungen einen 
linearen Stabkomplex, dessen Träger ein linearer Linienkomplex ist; 
drei lineare Stabgleichungen eine lineare Stabkongruenz, deren Träger 
ein Strahlennetz ist; vier lineare Stabgleichungen eine Stabfläche, deren 
Träger i. a. eine Regelschar zweiter Ordnung ist (vgl. Nr. 17a). 


1l. Gebilde, die mit einem Gewinde zusammenhängen. ?”) 
a) Ein Vieleck, dessen Seiten alle demselben Gewinde angehören, heißt 
ein Vieleck des Gewindes.”*) Für n> 4 lassen sich n-Ecke des Ge- 
windes in mannigfacher Art konstruieren. 


291) A. Zindler, L. G. 1, p. 144. 

292) J. Plücker, Anm. 288), mit anderen Bezeichnungen. 

293) Vgl. auch IIID 10, Differentielle Liniengeometrie. 

294) Bei J. Plücker (N. G. 1, p. 60): Komplexpolygon; das duale Gebilde 
nennt er dort Komplexpolyeder, obgleich es kein Polyeder ist. Die Bemerkung 
„Polygone und Polyeder können wir, je nachdem sie rechts- oder linksgewun- 
denen Komplexen angehören, für sich selbst als rechts- oder linksgewundene 
bezeichnen“ (p. 61), läßt sich für die Vierecke nicht aufrechterhalten. Denn die 
Diagonalen eines solchen sind Brennlinien eines hyperbolischen Strahlennetzes 
(Nr. 12a), das sowohl rechts- als linksgewundenen Gewinden angehört (Nr. 14 a, 
Anm.448). Über Gewindevielecke, die im Zusammenhang mit zwei kubischen 
Raumkurven als Analogon der ebenen Ponceletschen Vielecke (bei zwei Kegel- 
schnitten) betrachtet werden können, s. @. Kohn, Sitzungsb. Wien 106, IIa (1897), 
p- 481. 
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b) Eine Regelfläche eines Gewindes ®5) ist eine solche, deren 
Strahlen ihm alle angehören; ist sie insbesondere abwickelbar und hat 
eine Gratlinie, so heißt diese eine Kurve oder Ordnungskurve?®%) oder 
Nullkurve?®') des Gewindes oder des zugehörigen Nullsystems. Die 
Aufgabe, die Kurven eines Gewindes zu finden, ist nach $. Lie®®) 
äquivalent der Aufgabe, die Kurven zu finden, deren Tangenten den 
unendlich fernen Kugelkreis schneiden. 


Die Kurven des Gewindes haben gleiche Ordnung und Klasse, 
weil jedem Punkt der Kurve seine Schmiegungsebene in der Korre- 
lation des Nullsystems entspricht. 


Auf einer gegebenen Fläche ist durch ein Gewinde eine Schar 
von Kurven des Gewindes bestimmt, z. B. auf einer Kugel, deren 
Mittelpunkt auf der Achse des Gewindes liegt, eine Schar von Loxo- 
dromen.°®®). Mit den Flächen, bei denen eine oder beide Scharen 
asymptotischer Linien Gewinden angehören, befaßten sich $. Lie"), 
M. Keraval’”‘), O. T. Sullivan®®®). Ist eine Linienfläche ihre eigene 
reziproke Polare hinsichtlich eines @ewindes, so besitzt sie eine Haupt- 
tangentenkurve, deren Tangenten dem Gewinde angehören (Lie:®)). 


c) Durch eine Raumkurve dritter Ordnung (, ist ein Nullsystem 
bestimmt, dem sie als Ordnungskurve angehört. In ihm entspricht 
einem beliebigen Punkte P die Verbindungsebene x der Berührungs- 
punkte B,, B,, B, derjenigen drei Schmiegungsebenen, die durch P 


295) Über die Regelflächen eines Gewindes, insbesondere, die rationalen, 
und ihre asymptotischen Linien vgl. A. Voss, Math. Ann. 8 (1875), p- 54; ferner 
Math. Ann. 12 (1877), p. 485 und IIID10, Differentielle Liniengeometrie. Über 
die Regelflüchen eines Gewindes als Gelenkflächen s. H. Wiener, Anm. 261). Die 
Regelflächen eines Gewindes entsprechen sich selbst in seiner Korrelation; S. Lie, 
Math. Ann. 5, p. 179. 

296) C. K. Ch. v. Staudt, Beitr. z. Geom. d. Lage, 3. Heft, Nürnberg 1860, 
p- 313. 

297) Th. Reye, G. L. 2, p. 177. 

298) Math. Ann. 5 (1872), p. 169; vgl. auch V. Snyder, Am. J. of math. 29 
(1907), p. 279. Über die Stellung der Gewindekurven in der Affingeometrie s. 
E. Salkowski, Ber. Leipzig 1918, p. 168. 

299) J. Plücker, N.G.,p. 61; K. Zindler, L.G.2, p. 214; E. Müller, Sitzungsb. 
Ak. Wien 125, Ila (1916), p. 958. 8. auch III D 4 (Scheffers), p. 250. Weitere 
Beispiele besonderer Gewindekurven von mehreren Autoren in Wisk. opg. (2) 10 
(1910), p. 236. 

300) Forh. Vidensk. Selsk. Christiania 1882, Nr. 21; näher ausgeführt bei 
A. Peter, Arch. for Math. og naturv. 17 (1895), p. 1 = Diss. Leipzig 1895. 

301) Bull. soc. math. Fr. 39 (1911), p. 134. 

302) Trans. Am. math. soc. 15 (1914), p. 167; s. auch E. Bompiani, Rend. 
eirc. mat. Palermo 34 (1913), p. 383. 
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an (C, gelegt werden können.°®®) Die harmonische Polare von P be- 
züglich des Dreiecks B,B,B, fällt mit der in x liegenden Achse 
(HI C 2 (Staude), Nr. 90) von C, zusammen.?®) Das Doppelverhältnis 
der vier Berührungsebenen, die sich von einem Leitstrahl 2 des Null- 
systenıs an die C, legen: lassen, ist äquianharmonisch, ebenso das 
Doppelverhältnis, das die Schnittpunkte der entsprechenden Tangenten 
auf 4 bestimmen.?®) Die Schraubenbewegung, durch welche das zur 
C, gehörige Nullsystem definiert werden kann, wurde von P. Appell 
bestimmt, der auch umgekehrt die ©’ kubischen Raumkurven, die zu 
einem bestimmten Gewinde gehören, analytisch dargestellt hat.?®) Die 
Beziehungen dieser Kurven zueinander haben Th. Reye®”), R. Sturm?®), 
C. P. Steinmetz°®), K. Döhlemann®"'®), F. Aschieri®"'), G. Tarnutzer '°®), 
L. Schmitt"), J. Mahrenholz°'?) behandelt. Den Zusammenhang des 
Nullsystems und seiner kubischen Kurven mit den kubischen Involu- 


303) M. Chasles, Paris C. R. 45 (1857), p. 196 oder J. de math. (2) 2 (1857), 
p. 397; H.Schröter, J. f. Math. 56 (1859), p. 27; @. K. Ch. v. Staudt, Beitr. z. Geom. 
d. Lage, 3. Heft, Nürnberg 1860, p. 314; E. Beltrami, Rend. Ist. Lomb. (2) 1 
(1868), p. 130, 407 = Op. mat. 1 (1902), p. 354; P. Appell, Ann. Ee. Norm. (2) 5 
(1876), p. 246; J. Tannery, Bull. sc. math. 11 (1876), p. 183; @. Pittarelli, Giorn. 
di mat. 17 (1879), p. 260; E. D’Ovidio, Anm. 305); R. Sturm, G.V.3, p. 108 und 
L. 6.1, p. 319. Vgl. auch Anm. 272), ferner D. Montesano, Mem. Acc. Linc. (4) 
3 (1886), p. 105 und IIIC2 (Staude), Nr. 95. Für die ebenen Schnitte der Tan- 
gentenfläche der C, hat A. Grünwald das Nullsystem ausgenützt; Progr. D. Staats- 
realsch. Karolinenthal, 1897. 

304) L. Cremona, Ann. di mat. (1) 2 (1859), p. 21; A. Schröter, Theorie d. 
Oberfl. 2. Ord., Leipzig 1888, p. 288; St. Jolles, J. f. Math. 130 (1905), p. 270. 

305) A. Voss, Math. Ann. 13 (1878), p. 232; R. Sturm, J. f. Math. 86 (1879), 
p. 116; W. Fr. Meyer (Anm. 95), p. 70; E. D’Ovidio, Mem. acc. Torino (2) 32 
(1880), p. 1, im Auszug: Giorn. di mat. 17 (1879), p. 310; A. Cantone, Rend. Circ 
Mat. Pal. 1 (1886), p. 72; Giorn. di mat, 25 (1887), p. 42, 182. 

306) Ann. Ec. Norm. (2) 5 (1876), p. 245. Er integriert hier die Differential- 
gleichung (45) in Nr. 5b) allgemein durch kubische Kurven. 

807) G.L. 2, p. 200 (auch schon 3. Aufl. 2. Abt., p. 312), z. B.: Auf einem 
Kegel zweiter Ordnung, der die Nullebene seines Scheitels berührt, liegen oo! 
kubische Nullkurven. Zwei Strahlen des Gewindes werden in zwei auf ihnen ge- 
gebenen Punkten von oo! kubischen Nullkurven berührt. Über die axialsymme- 
trischen kubischen Kurven eines Gewindes s. Math. Zeitschr. 5 (1919), p. 161. 

308) Math. Ann. 26 (1886), p. 506; L. G. 1, p. 330; 3, p. 500: G.V. 3, p. 244. 

309) Am. J. of math. 14 (1892), p. 161. 

310) Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 3 (1894), p. 96. 

311) Rend. Ist. Lomb. (2) 35 (190%), p. 306; (2) 37 (1904), p. 870. 

312) Diss. Straßburg, 1913. Mit jedem Gewinde sind o0® Flächen zweiten 
Grades gegeben, die je oO! kubische Nullkurven des Gewindes tragen (auch 
schon bei R. Sturm, Anm. 308). 

313) Arch. Math. Phys. (3) 28 (1919), p. 80. 
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tionen haben P. Appell?) und Em. Weyr*“) untersucht. Ferner läßt 
sich das Nullsystem durch seine kubischen Kurven überhaupt mit der 
Theorie der binären Formen in Verbindung bringen (III © 2 (Staude), 
Nr. 107), ebenso mit der Theorie der Elementartripel eindimensionaler 
Grundgebilde.®”°) W. Just betrachtet ®'°) ein Büschel kubischer Raum- 
kurven, das auf einer Fläche zweiten Grades durch vier ihrer Punkte 
bestimmt ist, und die zugehörigen Nullsysteme, die eine quadra- 
tische®!”) Reihe in einem Komplexnetz (Nr. 16a) bilden. 

d) Für eine Kurve eines Gewindes ist jeder, Strahl s desselben 
eine harmonische Achse, d. h. vier Punkte der Kurve bestimmen mit 
s dasselbe Doppelverhältnis, wie ihre Schmiegungsebenen.?'?) Projiziert 
man eine rationale Kurve n** Ordnung CO, eines Gewindes auf einen 
Hauptschnitt desselben (Nr. 7 a), so erhält man eine Kurve, die n 
Wendepunkte im Unendlichen hat; ferner hat ©, im allgemeinen 
2(n—3)Punkte, in denen die Tangente von zweiter Ordnung berührt.?'?) 
Die Bedingung, daß eine rationale C, einem Gewinde angehört, fand 
P. Appell3®) Werner untersuchte V. Snyder namentlich die Kurven der 


314) Sitzungsb. Wien 84, II (1881), p. 1264. 

315) B. Klein, Ann. di mat. (2) 19 (1891), p. 39, 233. 

316) Diss. Breslau 1912. Die Doppelsekanten bilden einen tetraedralen 
Komplex (wie auch schon @. Silldorf fand, Zeitschr. Math. Phys. 19 (1874), 
p. 391), die Schmiegungsstrahlen einen Komplex 8. Grades. Die Tangentenkon- 
gruenz ist eine (4, 4), die der Binormalen eine (16, 8), die der Hauptnormalen 
eine (18, 4). 

317) Die Nullpunkte einer Ebene liegen auf einer Linie zweiter Ordnung 
und dual. 

318) @. Koenigs, These oder Ann. €c. norm. (2) 11 (1882), p. 219 und Ann. 
fac. de sc. Toulouse, 1 (1887), p. 9; vgl. auch V. Jamet, Paris C. R. 104 (1887), 
p. 567. 

319) E. Picard, These, Paris 1877 oder Ann. Ee. Norm. (2) 6 (1877), p. 329; 
V. Snyder, Am. J. of. math. 28 (1906), p. 237, mit Beispielen; Ch. Michel, Nouv. 
Ann. (4) 7 (1907), p. 5389. Die Umkehrung bei J. H. Grace, Proc. Cambr. phil. 
Soc. 11 (1902), p. 132. 

320) Nouv. Ann. (3) 11 (1892), p. 115. Für n—= 4 lautet sie: Die Darstellung 
der Kurve, in der x, y, z gebrochene rationale Funktionen eines Parameters 
sind, muß auf eine solche Form gebracht werden können, daß die Glieder mit 
{* fehlen. Analog fehlen bei größeren n mehrere mittlere Glieder sowohl in den 
Zählern als im Nenner, so daß bloß die höchsten und die niedrigsten zwei vor- 
handen sind; der Fall n=4 wird schon Paris C. R. 83 (1876), p. 1209 und Arch. 
Math. Phys. 62 (1878), p. 175 behandelt; die Undulationspunkte der (, vereinigen 
sich paarweise in Punkten, deren Tangenten dreipunktig berühren. Daß diese 
besonderen rationalen Raumkurven vierter Ordnung einem Nullsystem angehören, 
hatte schon L. Oremona gefunden (Rend. Ist. Lomb. (2) 1 [1868], p. 199); E. Study 
kennzeichnet sie (Leipzig Ber. 1886, p. 3) durch das identische Verschwinden 
einer Kovariante, die bei der allgemeinen CO, nur für diejenigen Punkte ver- 
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ersten sechs Ordnungen in einem Nullsystem und fand’), daß sie 
bis einschließlich zur fünften Ordnung rational sind®??); auch für 
höhere Ordnungen hat er die Höchstzahl des Geschlechtes angegeben. 

Eine Regelfläche dritter Ordnung ist stets in einem Strahlen- 
netz®?®), eine solche vierter Ordnung (mindestens) in einem linearen 
Komplex enthalten.°**) Von einer beliebigen Regelfläche »-ter Ordnung 
enthält ein Gewinde i. a. n Erzeugende.?®°) Wenn eine Regelfläche 
strahlweise zu sich selbst reziprok ist, so gehört sie einem Gewinde 
oder einem Strahlengebüsch an; in letzterem Fall hat sie noch eine 
zweite Leitlinie. 2) 

e) Alle Achsen, bezüglich deren eine Dyname ein konstantes Mo- 
ment hat, bilden einen quadratischen Komplex°?”), dessen Komplex- 
kegel Umdrehungskegel und dessen ebene Komplexkurven Kreise sind. 
A. Demoulin hat den quadratischen Komplex derjenigen Geraden unter- 
sucht?'P), deren kürzester Abstand von ihren Polaren bezüglich eines 
Gewindes konstant ist (die Komplexkurven sind Rllipsen, deren Mittel- 
punkt der Nullpunkt ihrer Ebene ist), ferner den Komplex vierter 


schwindet, deren Schmiegungsgewinde (II D10, Differentielle Liniengeometrie) 
die Kurve sechsstrahlig berührt. Mit jenen besonderen C, befaßten sich auch 
4. Brambilla, Rend. Acc. Napoli 24 (1885), p. 279; W. Wirtinger, Sitzungsb. Ak. 
Wien 93, Il (1886), p. 43; A. Del Re, Atti Acc. Tor. 22 (1887), p. 901; Rend. 
Ace. Napoli (2) 1 (1887), p. 167; K. Rohn, Ber. Leipzig 43 (1891), p. 1; G. Frauen- 
felder, Diss. Zürich 1903; C. Bioche, Bull. soc. math, Fr. 33 (1905), p. 18; Ch. Michel, 
Revue de math. spec. 19 (1908), p. 1. Überhaupt ist eine rationale Raumkurve 
nr‘ Ordnung mit zwei (n— 1)-punktig berührenden Tangenten in einem Gewinde 
enthalten; G. Marletta, Rend. Cire. Mat. Pal. 21 (1906), p. 192. 

321) Am. J. of math. 29 (1907), p. 279. Vgl. auch M. F. Egan, Proc. Ir. 
Ac. 29A (1911), p. 33. Wenn eine algebraische Kurve die Eigenschaft hat, daß, 
wenn ein Punkt A derselben auf der Schmiegungsebene von B liegt, immer 
auch B auf der Schmiegungsebene von A liegt, so gehört die Kurve einem Ge- 
winde an. 

322) Die Angabe von C. P. Steinmetz, Am. J. of math. 14 (1892), p. 161, 
alle algebraischen Kurven eines Gewindes seien rational, ist unrichtig, ebenso 
die Behauptung, eine solche Kurve könne keine Spitze haben. 

323) A. Voss, Anm. 324); C. Segre, G. R., p. 98. 

324) A. Voss, Math. Ann. 8 (1875), p. 54; E. Picard, Anm. 319); CO. Segre, 
G. R., p. 99. Über die asymptotischen Linien der Regelflächen dritter und vierter 
Ordnung s. auch Nr. 50, 51; E. Picard, Paris C. R. 84 (1877), p. 229; über all- 
gemeinere Sätze von S. Lie s. IL D10 (Differentielle Liniengeometrie). Vgl. auch 
0. Tognoli, Giorn. di mat. 11 (1873), p. 180. 

325) 0. M. Jessop, L. C., p. 49; vgl. auch Nr. 4 d). 

326) E. J. Wilezynski, Math. Ann. 58 (1904), p. 249; Bull. Am. math. Soe. 
(2) 11 (1904), p. 8; C. H. Sisam, Bull. Am. math. Soc. (2) 10 (1904), p. 440. 

327) J. Franke, Sitzungsb. Wien 84, II (1881), p. 570; ©. Segre, J. f. Math. 
97 (1884), p. 95. S. auch Nr. 40f.). 
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Ordnung derjenigen Geraden, deren Moment bezüglich ihrer Polare 
konstant ist, endlich den Komplex derjenigen Geraden, die mit ihren 
Polaren einen konstanten Winkel « bilden.®®) Dieser Komplex wird 


für «= z identisch mit der Gesamtheit der Normalen aller Ebenen 


in ihren Nullpunkten und reduziert sich auf einen Kollineationskom- 
plex (Nr. 39 i), der zugleich der Komplex der Bahntangenten (vgl. 
Nr. 5c,ß) in einem bestimmten Zeitpunkt bei einer Bewegung eines 
starren Körpers ist.’”®) Die Komplexkurven sind Parabeln, deren Brenn- 
punkte die Nullpunkte ihrer Ebenen und deren Scheiteltangenten die 
Charakteristiken (Nr. 5 c, ß) dieser Ebenen sind. 

f) Eine Kongruenz eines Gewindes hat gleiche Ordnung und 
Klasse.°®°) Das Nullsystem kann zur Definition anderer geometrischer 
Verwandtschaften benutzt werden. Z. B. führen zwei Polarsysteme und 
ein Nullsystem oder ein Polarsystem und zwei Nullsysteme zu einer 
Punktabbildung.”®!) Ein linearer Komplex hat mit einer Fläche »-ter 
Ordnung, m-ter Klasse n + m Tangentenbüschel gemein.???) D. Mon- 
tesano hat die eindeutigen involutorischen Verwandtschaften bestimmt, 
deren Punktepaare durch ihre Verbindungslinien ein Gewinde er- 
zeugen. ”””) | 

Über die Beziehungen) der linearen Komplexe zu den Flächen 
zweiter Ordnung vgl. III C 2 (Staude), Nr. 79.35) 


328) Er ist ebenfalls von der vierten Ordnung, solange «+5 ist. 8. auch 


D. Padelletti, Rend. Acc. Napoli 19 (1880), p. 42. „i 

329) A. Schoenflies, G.B., p. 109f.; Th. Reye, G. L. 2, p. 285. Die Komplex- 
kegel sind orthogonal; die eine zyklische Ebene ist die Nullebene des Scheitels, 
die andere steht zur Achse des Nullsystems normal; s. auch @. Combebiaec, Anm. 218). 

330) Z.B. R. Sturm, L. G.1, p. 84. Der Satz gilt für Strahlengebüsche nicht. 

331) W. Fiedler, Vierteljahrsschr. Naturf. Ges. Zürich, 21 (1876), p. 369. 

332) A. Voss, K. u. K., p. 90, Anm. 

333) Rend. Acc. Line. (4) 4, I (1888), p. 207, 277. Dieselbe Frage hat für 
die Strahlengebüsche M. Pieri behandelt (auch bezüglich der nicht involutori- 
schen Verwandtschaften); Rend. Circ. Mat. Pal. 6 (1892), p. 234. 

334) Diese Beziehungen waren für E. d’Ovidio (Rend. Ist. Lomb. (2) 14 
(1881), p. 405) der Ausgangspunkt zu einer projektiven Metrik in der Linien- 
geometrie. S. auch Anm. 558). 

335) Der dort angeführten Literatur kann hinzugefügt werden: R. Weitzen- 
böck, J.f. Math. 137 (1909), p. 65, wo das vollständige Formensystem dieses Falles 
samt geometrischer Deutung aufgestellt wird; W. Düker, Diss. Rostock 1910; 
V. Simandl, Rozpr. Prag 25 (1916), Nr. 41; Sitzungsb. Ak. Wien 127, IIa (1918), 
p. 1865. Ferner steht auch die Erzeugung einer Fläche zweiter Ordnung durch 
korrelative Bündel oder als Kernfläche einer Korrelation zu Nullsystemen in Be- 
ziehung; vgl. F\. Schur, H. Weber-Festschrift, Leipzig 1912, p.291; R. Mehmke, 
Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 24 (1915), p. 58: F. London, Jahresb. Deutsch. 
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12. Die Strahlennetze. a) Ein Strahlensystem erster Ordnung 
und Klasse (Nr. 4c) heißt ein Strahlennetz??°) oder Netz.°?”) Es kann 
als Schnitt zweier linearen Komplexe erhalten werden.°®®) Jedes Strah- 
lennetz besteht aus den Trefflinien zweier Geraden°®), die am besten °°®) 
Brennlinien®) heißen. Je nachdem die Brennlinien reell windschief 
sind oder imaginär (vgl. e) oder zusammenfallen (vgl. b) oder sich 
schneiden, heißt das Strahlennetz hyperbolisch, elliptisch, parabolisch 
oder singulär®*'); in den ersten drei Fällen heißt es regulär.®?) 

Im letzten Fall besteht es aus einem Strahlenbündel und einem 
Strahlenfeld, deren Träger inzident sind; die Brennlinien werden inner- 
halb eines Strahlenbüschels unbestimmt.”*?) Dieser Fall wird als Schnitt 
zweier Strahlengebüsche mit inzidenten Achsen erhalten. Unter den 


Math.-Ver. 26 (1918), p. 129. Über das Auftreten des linearen Komplexes bei der 
Konstruktion einer Fläche dritter Ordnung aus drei Geraden und sieben Punkten 
s. A. Petot, Paris C. R. 102 (1886), p. 737; über seine Verwendung in der Theorie 
der linearen Kreissysteme s. E. Cosserat, Paris C. R. 106 (1888), p. 1467. 

336) R. Sturm, L. G. 1, p. 10. 

337) K. Zindler, L. G. 1, p. 160. 

338) J. Plücker, N. G., p. 62 und schon früher (Anm. 141). 

339) Als Gesamtheit solcher Trefflinien treten die hyperbolischen Netze bei 
J. Steiner auf (Syst. Entw. $ 59, Berlin 1832 — Ges. W. 1, p. 407). Bald darauf 
stößt auch A. F. Möbius auf die Strahlennetze, indem er erkennt, daß, wenn vier 
Gerade gegeben sind, durch jeden Punkt des Raumes eine weitere Gerade so 
geht (und in jeder Ebene eine weitere Gerade so liegt), daß auf den fünf Ge- 
raden fünf Kräfte im Gleichgewicht gefunden werden können (Statik, $ 98,2 und 
$ 99,b, Leipzig 1837 = Ges. W. 3, p. 139 und 141); vgl. auch R. Sturm, Ann. 
di mat. (2) 7 (1875), p. 217 und IV 2 (Timerding), p. 165. Als Gesamtheit der 
Leitstrahlen einer gescharten räumlichen Involution findet die Strahlennetze 
K. @. Ch. v. Staudt, Anm. 356). 

340) Dieser Name wurde schon von E. Kummer (A. S., p. 14) gebraucht und 
findet seine Begründung in der differentiellen Liniengeometrie. 

341) K. Zindler, L.G. 1, p. 175; Th. Reye, G.L. 2, p. 126; anders bei 
R. Sturm, L. G. 3, p. 58; dagegen nannte J. Phücker (N. G., p. 64) eine lineare 
Kongruenz parabolisch, wenn sie eine unendlich ferne Brennlinie hat. 

342) Wenn P,, @; die Ecken zweier Tetraeder sind, ferner g, die Verbin- 
dungslinien P,Q, und A, die Schnittlinien der gegenüberliegenden Flächen, so 
liegen die g, und die h, gleichzeitig entweder hyperbolisch oder nicht (Nr. 2 e). 
Im zweiten Fall sind die beiden Strahlennetze, die durch die zwei Quadrupel g, 
und A, bestimmt sind, gleichzeitig hyperbolisch oder elliptisch usw.; F. Schur, 
Math. Ann. 19 (1882), p. 429; J. Franel, Vierteljahrsschr. Naturf. Ges. Zürich 
40 (1895), p. 84. Über den Fall, daß die beiden Netze identisch sind, vgl. 
@. Kohn, Sitzungsb. Wien 107, II (1898), p. 777 und E. Hess, Sitzungsb. Naturw. 
Ges. Marburg 1901, p. 178. Dann sind die Tetraeder durch eine gescharte Kolli- 
neation ineinander überführbar und heißen schiefperspektir. 

343) F. Klein, H. G. 1, p. 174. 
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hyperbolischen Netzen sind diejenigen ausgezeichnet, deren Brennlinien 
sich senkrecht kreuzen; wenn dann insbesondere die eine Brennlinie 
uneigentlich ist, so heißt das Netz ein Normalennetz.”*) 

b) Der Fall des parabolischen Netzes kann so veranschaulicht 
werden: Man definiere eine Korrelation um eine Gerade g (vgl. Nr. 6b); 
ist P ein Punkt von g und E die entsprechende Ebene, so besteht**”) 
das parabolische Netz aus allen Strahlenbüscheln (P, E). Ein parabo- 
lisches Netz wird auch von denjenigen Tangenten einer windschiefen 
Regelfläche gebildet, deren Berührungspunkte auf derselben (nicht 
kuspidalen) Erzeugenden liegen.) Für die Abhängigkeit*”) der Lagen 
von P und E gilt im Falle einer endlichen Brennlinie die Gleichung 
(64) in Nr. ?d). Die gemeinsamen Strahlen eines Gewindes und eines 
Strahlengebüsches, dessen Träger dem Gewinde angehört, bilden ein 
parabolisches Netz; d. h. dieses ist die Gesamtheit aller Gewindestrah 
len, die einen bestimmten von ihnen schneiden.”®) Zwei parabolische 
Netze mit endlicher Brennlinie sind entweder ähnlich oder symmetrisch- 
ähnlich, je nachdem ihre Konstanten X in Gleichung (64) dasselbe 
oder verschiedene Vorzeichen haben. 

Wenn die Brennlinie eines parabolischen Netzes N unendlich fern 
ist, besteht dieses aus oo! Parallelstrahlenbüscheln in parallelen Ebenen. 
Eine dieser Ebenen, die Hauptebene®) von N, ist dadurch ausgezeichnet 
daß N bezüglich ihrer Netzstrahlen axial symmetrisch ist. Die Rich- 
tung dieser Strahlen heißt Hauptrichtung. Außerdem gibt es noch ein 
anderes Parallelbüschel und ein Parallelbündel solcher Symmetrieachsen. 

Ein parabolisches Netz gestattet eine siebengliedrige Gruppe pro- 
jektiver Transformationen.?”) 


344) E. Study, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 97. Zwei Nor- 
malennetze sind dual-projektiv aufeinander bezogen, wenn ihre Strahlen einander 
so zugeordnet sind, daß die dualen Doppelverhältnisse (Nr. 2e) entsprechender 
Strahlen gleich sind. Ein Sonderfall hiervon ist die dualperspektive Beziehung 
(soleher Normalennetze, deren Achsen nicht zueinander rechtwinklig sind), bei 
der sich zwei zugeordnete Strahlen senkrecht schneiden. Die dualprojektive Be- 
ziehung zweier Normalennetze kann durch Einschaltung von höchstens fünf wei- 
teren Normalennetzen vermittelt werden, deren jedes zum vorhergehenden dual- 
perspektiv liegt (G. D., p. 244). 

345) M. Pasch, H. S., $ 4. 

346) IIID 10 (Differentielle Liniengeometrie). 

347) Z.B. K. Zindler, L. G. 1, p. 163. 

548) J. Plücker, N. G., p. 74; Th. Reye, 6. L., 1. Aufl., 2. Abt., p. 243. 

349) K. Zindler, L. G. 1, p. 182. 

350) $. Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 181. Diese Gruppe wurde (nebst einer 
Abbildung des Netzes auf die Speere einer Ebene) von L. Berwald genauer 
untersucht: Sitzungsb. Ak. Wien 128, IIa (1919), p. 1403. 
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c) Wenn drei Strahlen einer Regelschar einem Strahlennetz an- 

gehören, so gehört ihm die ganze Regelschar an?®'); wenn vier Strah- 
len eines Netzes einem Gewinde angehören, so gehört ihm das ganze 

_ Netz an. Sonst hat ein Netz mit einem linearen Komplex eine Regel- 
schar gemein.°) Durch vier Strahlen ist ein Netz bestimmt, wenn 
die Matrix ihrer Koordinaten den Rang vier hat.) Wenn bei fünf 
Strahlen die analoge Matrix den Rang vier hat, so liegen die fünf 
Strahlen im selben Netz. 

Die (nicht punktweise) sich selbst entsprechenden Geraden einer 
gescharten oder windschiefen ®°*) Involution°®5) bilden ein Strahlen- 
netz.”°®) Dasselbe ist hyperbolisch oder elliptisch, je nachdem die In- 
volution Ordnungslinien hat (die dann die Brennlinien des Netzes 
sind) oder nicht. Die Fluchtebene der windschiefen Involution heißt 
Mittelebene®”") des zugehörigen Strahlennetzes. Sie ist zugleich der Ort 


351) Ih. Reye, J. f. Math. 69 (1868), p. 365. Das System der Trägerflächen 
der 00° Regelscharen eines Strahlennetzes hat R. Sturm (L. G. 1, p. 252) un- 
tersucht. 

352) Vgl, Nr. 4d) oder R. Sturm, L. G. 1, p. 84. 

353) J. Plücker, N. G., p. 77; St. Jolles, Anm. 263); dieser hat auch die 
Frage nach der Realität der Brennlinien eines Netzes behandelt, das durch 
zwei Polarenpaare einer Fläche zweiter Ordnung bestimmt ist, Math. Zeitschr. 1 
(1918), p. 25. 

354) R. Sturm, L. G. 1, p. 115. 

355) Oder allgemeiner einer Kollineation mit der Charakteristik [(11)(11)]; 
vgl. ©. Segre, Mem. Acc. Linc. (3a) 19 (1884), p. 6; P. Muth, Theorie u. Anw. d. 
Elementarteiler, Leipzig 1899, p. 220. Zu einem hyperbolischen oder elliptischen 
Strahlennetz gibt es 00! solche Kollineationen mit Achsen oder biaxiale Kollinea- 
tionen, unter denen die windschiefe Involution ausgezeichnet ist. Die Bedingungen, 
unter denen zwei kollineare Systeme durch Bewegung in biaxiale Lage gebracht 
werden können, haben L. Bortniker (Paris C. R. 104 [1887], p. 771) und @. Darboux 
(ebd., p. 773) ermittelt. W. Vogt betrachtet windschiefe Cremonasche Verwandt- 
schaften beliebiger Ordnung, d.h. solche, bei denen die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte ein Strahlennetz bilden; Schles. Ges. f. vaterl. Kultur, 1906. 
Die biaxialen Kollineationen dienen (©. Segre zur Deutung der dualen Geraden, 
Atti Acc. Tor. 47 (1912), p. 308. 

356) @. K. Ch. v. Staudt, Beitr. z. Geom. d. Lage 1, Nürnberg 1856, p. 63. 
Hier heißen diese Geraden Leitstrahlen der Involütion; deshalb sind die Namen 
Leitlinie (O. Hermes, J. f. Math. 67 (1867), p. 153 und R. Sturm, L. G. 1, p. 10) 
oder Direktrix (J. Plücker, N. G.1, p. 69) statt des nicht mißzuverstehenden 
Brennlinie nicht zu empfehlen, ebensowenig Achse (Th. Reye, 3. f. Math. 69 [1868] 
p. 365), weil J. Plücker unter Achse eines Strahlennetzes etwas anderes versteht 
(Anm. 359). 

357) Th. Reye, G.L. 3. Aufl., 2. Abt., p. 78 (zu unterscheiden von den Mittel- 
ebenen der einzelnen Strahlen, Anm. 392); bei J. Plücker (N. G., p. 71): Zen- 
tralebene. 
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der Mittelpunkte aller Punktinvolutionen auf den einzelnen Strahlen 
des Netzes. Der zur Mittelebene senkrechte Strahl des Netzes heißt 
sein Hauptstrahl®°®) oder seine Achse.) Der Schnitt von Mittelebene 
und Hauptstrahl heißt Mittelpunkt‘) des Strahlennetzes.°®) Durch 
den Mittelpunkt gehen in der Mittelebene zwei ausgezeichnete Gerade, 
die Nebenachsen?®?) des Strahlennetzes, bezüglich deren (sowie bezüg- 
lich des Hauptstrahles) das Netz axial symmetrisch ist.°°®) 

Bei einem parabolischen Strahlennetz mit endlicher Brennlinie b 
heißt der Mittelpunkt der zugehörigen Korrelation um b (Nr. 7. d) 
zugleich Mittelpunkt des Netzes; Hauptstrahl heißt derjenige Strahl 
des Netzes, der b im Mittelpunkt senkrecht schneidet, und Mittel- 
ebene*°*) diejenige Ebene durch b, die auf dem Hauptstrahl, also auch 
auf der Zentralebene (Nr. 7 d) der Korrelation senkrecht steht.?®°) 
Die eine Nebenachse des Netzes fällt in die Brennlinie, die andere 
steht auf ihr und dem Hauptstrahl im Mittelpunkt senkrecht. 

Man kann auch umgekehrt vom hyperbolischen oder elliptischen 
Strahlennetz zur windschiefen Involution gelangen: Im ersten Falle 
dadurch, daß man auf einem Strahl des Netzes eine Punktinvolution 
annimmt, deren Doppelpunkte die Schnittpunkte mit den Brennlinien 
sind, dann diese Involution aus den übrigen Strahlen des Netzes pro- 
jiziert, in beiden Fällen durch den folgenden Satz von O. Hermes®®*): 


358) A. F. Möbius, Ber. Leipzig 14 (1862), p. 1 = Ges. W.IV, p. 569; 
P. Zech, Anm. 376); K. Bobek, Sitzungsb. Wien 83 (1881), p. 885. 

359) J. Plücker, N. G., p. 66. 

360) J. Plücker, N. G., p. 70 und schon früher Anm. 141). «' 

361) Strahlennetze mit einer unendlich fernen Brennlinie haben weder Mittel- 
ebene noch Hauptstrahl, noch Mittelpunkt. 

362) J. Plücker, N. G., p. 71. Beim hyperbolischen Netz sind es die Ge- 
raden, welche die Winkel zwischen den Richtungen der Brennlinien hälften, 
beim elliptischen Netz sind sie den Achsen der Ellipsen parallel, die unter e) 
erwähnt werden. 

363) St. Jolles, Math. Ann. 62 (1907), p. 337. 

364) K. Zindler, L. G. 1, p. 169, Anm. Bei A. Weiler, Ztschr. Math. Phys». 
29 (1884), p. 187, asymptotische Ebene. 

365) So wird es durch den Grenzübergang aus dem hyperbolischen Netz 
gefordert. 

366) J. f. Math. 67 (1867), p. 153. Hier findet sich auch folgende lineare 
Konstruktion von P’, wenn das Netz durch vier Strahlen s,,... & gegeben ist 
und P nicht auf einem dieser Strahlen angenommen wird: Man ziehe durch P 
die sechs geraden Linien, welche die vier Strahlen zu zweien schneiden; die 
Transversale zu s,, s, schneide etwa s, in Q, und s, in Q,. Dann liegen auf s, 
noch zwei andere Schnittpunkte mit Transversalen, ebenso auf s,; man kann also 
die von Q, und Q, getrennten vierten harmonischen Punkte auf s, und s, be- 
stimmen und verbinden; analog bei den übrigen Paaren. Solcher Verbindungs- 
linien gibt es sechs; sie schneiden sich in P’. 
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Die Polarebenen eines auf einem Strahl s des Netzes beliebig ange- 
nommenen Punktes P bezüglich aller im Netz enthaltenen Regel- 
flächen zweiter Ordnung gehen durch einen Punkt P’ von s. Ein 
Sonderfall des dualen Satzes ist: Die Mittelpunkte aller im Netz ent- 
haltenen Hyperboloide liegen auf der Mittelebene. Noch auf andere 
Art kann man vom Strahlennetz zur windschiefen Involution gelangen 
(Nr. 14a). Auch zu den anderen Kollineationen mit Achsen (Anm. 355) 
kann man von jedem Strahlennetz reell gelangen.°®”) 

Das Korrespondenzprinzip hat R. Sturm auf das Strahlennetz 
übertragen.?®®) Ein Strahlennetz läßt sich auf eine Fläche zweiter Ord- 
nung gegenseitig eindeutig abbilden, so daß den Regelscharen des 
Netzes die Kegelschnitte der Fläche entsprechen®*®); zwei Strahlen- 
netze lassen sich kollinear aufeinander beziehen.?’®) 

d) Zwei Ebenen, die durch einen Strahl eines nicht singulären 
Netzes gehen°”'), werden von ihm in zwei kollinearen Feldern ge- 
schnitten.?”?) Umgekehrt erzeugen zwei kollineare Felder dann ein re- 
guläres Strahlennetz, wenn sie ihre Schnittlinie (nicht punktweise) 
entsprechend gemein haben.?”?) Durch das Polarsystem einer im Netz 
enthaltenen Regelfläche zweiter Ordnung geht dieses in sich selbst 
über.?‘*) Es gilt neben den dualen Sätzen auch: Ein Strahlennetz 
bestimmt mit einer Ebene, die durch einen seiner Strahlen s geht, 
ein ebenes Feld und mit einem Punkt, der auf s liegt, ein Bündel, 
so daß Feld und Bündel zueinander reziprok sind.?”) 

Insbesondere erzeugen zwei parallele affine Felder nach A. Mö- 


367) R. Sturm, L. G. 1, p. 116. Über die Beziehungen der Strahlennetze zu 
den Diagonalkollineationen s. Th. Reye, Math. Ann. 43 (1893), p. 145; @. Kohn, 
Sitzungsb. Wien 120, IIa (1911), p. 111 und Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 20 
(1911), p. 393. 

368) L. G. 1, p. 129. 

369) Wählt man als Fläche eine Kugel, so erhält man vermöge der Deu- 
tung einer komplexen Veränderlichen auf der Kugel auch eine Darstellung kom- 
plexer Größen durch die Strahlen eines elliptischen Netzes; E. Study, Ber. d. 
sächs. Ges. d. Wiss. 48 (1896), p. 216. 

370) R. Sturm, L. G. 1, p. 133. 

371) Jedoch ist die Brennlinie eines parabolischen Netzes ausgenommen. 

372) Schneidet man ein Strahlennetz durch zwei Ebenen, deren Schnitt- 
linie ihm nicht angehört, so entsteht eine quadratische Verwandtschaft zwischen 
den Ebenen; J. Steiner, Syst. Entw. $ 59, Berlin 1832 —= Ges. W. 1, p. 407. 

373) Th..Reye, J.f. Math. 69 (1868), p. 365; analytisch bei F\. Walther, Diss 
Jena 1889; dual bei F'. Aschieri, Giorn. di mat. 16 (1878), p. 346. 

374) Th. Reye, G. L. 2, p. 124. 

375) Th. Reye, G.L., 1. Aufl., Abt. 2, p. 241; F'. Walther, Anm. 373) 
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bius®’6) ein Strahlennetz°’”); jedes Netz kann auf oo? oder oo° Arten 
reell so erzeugt werden, je nachdem es nur einen oder oo! uneigent- 
liche Strahlen hat. Der letzte Fall tritt ein für die Netze mit einer 
unendlich fernen Brennlinie. 

e) Modelle der Strahlennetze ließ zunächst für den Fall der „un- 
endlich dünnen Strahlenbündel“ im Interesse der Optik E. Kummer 
konstruieren; ferner stammen Modelle der Netze ohne jene Eir- 
schränkung von K. Rohm (1877).°°®) Ein anschauliches Bild eines 
elliptischen Netzes gibt") F. Klein, der für den Sonderfall, den man 
jetzt Rotationsnetz oder Umdrehungsnetz”®) oder Drehnetz°®') nennt, 
folgende Erzeugung (ohne Beweis) angibt?®?): Man betrachte die Schar 
von oo! einmantligen Rotationshyperboloiden (wo ge ein Parameter 
und e konstant ist): 


(87) Tr 


und fasse alle Geraden dieser Hyperboloide zusammen, die gegen die 


376) Leipz. Ber. 14 (1862), p. 1 = Ges. W. 4, p. 569. Das Ziel ist hier 
zwar die Untersuchung der „unendlich dünnen Strahlenbündel“. Aber manche 
Entwicklungen gelten für ein allgemeines Netz in seiner ganzen Ausdehnung. 
Vgl. auch J. Frischauf, Ztschr. Math. Phys. 16 (1871), p. 159; P. Zech, ebenda, 
17 (1872), p. 353; @. Fontene, Nouv. ann. de math. (3) 15 (1896), p. 369; III D 10 
(Differentielle Liniengeometrie). 

377) Schiebt man die affinen Felder längs einer gemeinsamen Normalen 
zusammen, so ist der Hauptfall der, daß die nunmehr ineinanderliegenden affinen 
Felder einen einzigen Punkt im Endlichen gemein haben. Er ist"Scheitel zweier 
entsprechenden Strahlbüschel; je nachdem diese zwei reelle Doppelstrahlen haben 
oder nicht, ist das Netz hyperbolisch oder elliptisch. 

378) Vgl den Katalog math. Modelle usw., herausg. von W. Dyck, München 
1892, p. 280f. 

379) Allerdings war schon $. Lie bei der Deutung der komplexen Punkte 
einer Ebene durch reelle mit Gewicht behaftete Raumpunkte nebenher auf das 
Drehnetz gestoßen; J. f. Math. 70 (1869), p. 346; eine weitere Ausführung seiner 
kurzen Andeutungen bei P. R. Domsch, Progr. 15, Realgymn. Borna 1888. 

380) K. Zindler, L.G.1, p. 170. Bei Th. Reye (G. L. 2, p. 130): rotatorische 
lineare Kongruenz, worunter auch die Normalennetze einbegriffen sind. 

381) E. Müller, Sitzungsb. Wien 126, IIa (1917), p. 915. 

382) Vorl. üb. nichteuklid. Geom. 2 (1892), p. 33. Derselbe Sonderfall wurde 
gleichzeitig von K. Zindler (Monatsh. Math. Phys. 3 (1892), p. 187, Anm.) er- 
wähnt, während R. Sturm (L. G. 1, p. 116) ein allgemeines elliptisches Netz N 
aus einer elliptischen involutorischen Regelschar R so konstruiert: Auf einer 
beliebigen Ebene E ist durch R eine Punktinvolution auf einer Linie zweiter 
Ordnung definiert; die Polare des Involutionszentrums ist der in E liegende 
Strahl von N. F. Klein hat auch den Begriff des Zusammenhanges auf die 
Strahlennetze übertragen; Math. Ann. 9 (1876), p. 480. 
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Z-Achse gleich gewunden®®®) sind; die letztere wird der Hauptstrahl 
des Netzes. Aus dem Umdrehungsnetz erhält man das allgemeine 
elliptische Netz durch eine Dehnung °®*), d. h. durch eine besondere 
affine Transformation, bei der alle Abstände von einer festen Ebene E 
im selben Verhältnis geändert werden. Als E kann eine Meridian- 
ebene der Umdrehungshyperboloide genommen werden, wodurch diese 
in allgemeine einmantlige Hyperboloide übergehen. Je nach der Win- 
dung der übrigen Strahlen gegen den Hauptstrahl unterscheidet man 
rechts und links gewundene elliptische Strahlennetze. 

Eine andere anschauliche Entstehung der elliptischen Netze fließt 
aus der Erzeugung durch affine Felder: Nimmt man in einer Ebene E 
eine Schar ähnlicher Ellipsen an, die einen gemeinsamen Mittelpunkt M 
als Ahnlichkeitszentrum haben, ordnet jedem Punkte P von E auf 
. derselben Ellipse den in einem bestimmten Drehungssinn nächstge- 
legenen Endpunkt P’ des zu MP konjugierten Durchmessers zu 
und hebt dann dieses Feld E’ senkrecht von E nach E, ab, so er- 
zeugen E, E, ein elliptisches Strahlennetz. Jedes solche Netz kann 
auf eine einzige Art so erhalten werden°®°); MM, ist der Hauptstrahl 
des Netzes.?®) Nimmt man Kreise statt der Ellipsen, so erhält man 
ein Rotationsnetz, das auch durch Umdrehung einer Regelschar eines 

383) Ein Paar von Geraden, die sich weder schneiden noch aufeinander 
senkrecht stehen, kann man rechts oder links gewunden nennen, je nachdem die 
Schraubenlinien, die man erhält, wenn man die eine Gerade als Achse, die an- 
dere als Tangente nimmt, rechts oder links gewunden sind (K. Zindler, Monatsh. 
Math. Phys. 3 (1892), p. 135 oder L. G. 1, p. 4, wo auf die Vertauschbarkeit 
der beiden Geraden aufmerksam gemacht ist). Es gibt jedoch auch Gründe, 
die Namen rechts und links gewunden auf die beiden Fülle umgekehrt zu ver- 
teilen; E. Study, Arch. Math. Phys. (3) 21 (1913), p. 193, wo die fragliche 
Eigenschaft eines Geradenpaares als ein Sonderfall einer projektiven Eigenschaft 
eines Geradentripels erscheint. Zweierlei Arten des schiefen Kreuzens zweier 
Geraden scheint zuerst E. Lucas unterschieden zu haben, Mathesis 10 (1890), 
p.5. Vgl. auch E. Study, Am. J. of math. 29 (1907), p. 116; R. St. Ball, Proc. 
Ir. Ac. 28A (1910), p. 33. 

384) K. Zindler, L. G. 1, p. 173, wo auch (p. 175) eine Abbildung des ellip- 
tischen Netzes zu finden ist. Vgl. auch Th. Reye, G. L. 2, p. 81. 

385) K. Zindler, L. G. 1, p. 174; vgl. auch M. Kofler, Monatsh. Math. 
Phys. 21 (1910), p. 178. Andere Systeme von konzentrischen, ähnlichen und 
ähnlich gelegenen Ellipsen werden auf den zum Hauptstrahl senkrechten Ebenen 
durch die Regelflächen vierten Grades herausgeschnitten, welche die Strahlen des 
Netzes nach ihren Neigungen gegen den Hauptstrahl zusammenfassen; R. Sturm, 
L. 6. 1, p. 159. Eine solche Regelfläche entsteht auch, indem ein Strahl des 
Netzes mit zweien seiner Punkte auf den Brennlinien gleitet. 

386) P. Zech (Anm. 376); bei hyperbolischen Netzen ist der Hauptstrahl 
zugleich der kürzeste Abstand der Brennlinien. 
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gleichseitigen hyperbolischen Paraboloids um die Haupterzeugende 
entsteht.?®”) 

f) Eine Strahlenkongruenz kann analytisch so dargestellt sein, 
daß die Linienkoordinaten q, ihrer Strahlen als Funktionen zweier 
unabhängigen Veränderlichen u, v, der Parameter, gegeben sind. Eine 
solche Parameterdarstellung lautet bei möglichst ausgezeichneter Lage 
gegen das rechtwinklige Koordinatensystem®*?) für ein hyperbolisches 
Netz°®) mit endlichen Brennlinien: 


,=veos«a q, = cvsin « 
a 
(88) 9, = u sin « Gg >= — CU 008 & 
(= 2C 4, = + (u? — v?) sin 2« 


(wobei 2c der kürzeste Abstand der Brennlinien und 2« der Winkel 
zwischen ihnen ist), für ein elliptisches Netz °P): 


© 


ee ar OR 
(89) g, = mu = — cu 
ge g=mu+——. 


mM 
Hier hängt von c die Größe, von m die Form des Netzes ab, und 
zwar ist m das Achsenverhältnis der Ellipsen in der ausgezeichneten 
Erzeugungsweise durch affine Felder (vgl. e), so daß für m—1 ein 
Umdrehungsnetz dargestellt wird; 2e ist der Abstand der Felder. °®*) 


387) K. Zindler, L. G. 1, p. 170. Ein Umdrehungsnetz Kann auf oo' Arten 
durch zwei ähnliche um einen rechten Winkel gegeneinander verdrehte parallele 
Punktfelder erzeugt werden. Ein beliebiger Strahl s eines elliptischen Netzes 
ist gegen alle Netzstrahlen einer gewissen Umgebung gleichgewunden wie das 
Netz selbst; diese Umgebung wird durch ein hyperbolisches Paraboloid abge- 
grenzt (p. 174); nur wenn s der Hauptstrahl ist, fällt die Abgrenzung fort. 

388) Und zwar fällt dessen Z-Achse in den Hauptstrahl, dessen andere 
Achsen in die Nebenachsen (Anm. 362) des Netzes. Eine allgemeinere Darstellung 
bei M. Kofler, Monatsh. Math. Phys. 21 (1910), p. 178. 

389) Wenn d, d’ die Abstände sind, welche die Schnittpunkte eines be- 
liebigen Strahls mit den Brennlinien von denen des Hauptstrahles haben, so ist 
u=d+d, v=-d—d (K.Zindler, L. 6. 1, p. 177). Durch eine Gleichung 
zwischen d, d’ hat schon R. D’Emilio (Atti Ist. Ven. (6) 3 (1885), p. 1265 und 
1911) Regelflächen der Kongruenz dargestellt. 

390) K. Zindler, L. G. 1, $ 55, wo auch für die parabolischen Netze und für 
den Fall einer unendlich fernen Brennlinie Parameterdarstellungen gegeben sind. 

391) Dieselben Darstellungen gelten auch für die Tetraederkoordinaten, 
weil die Elimination der Parameter immer zwei lineare Gleichungen ergibt. 
Aus einer Parameterdarstellung erhält man unbegrenzt viele andere, durch Ein- 
führung neuer Parameter und hiermit auch Abbildungen auf die Ebene oder 
eine krumme Fläche, die ebenfalls in Parameterdarstellung gegeben ist. 


12. Die Strahlennetze. 1035 


g) Die Ebene, die senkrecht zu einem Netzstrahl durch dessen 
Mittelpunkt geht, heißt Mittelebene des Strahles.°®®) Die Mittelebenen 
aller Netzstrahlen umhüllen i. a. ein gleichseitiges hyperbolisches 
Paraboloid°’®), das Fokalparaboloid°’*), dessen Achse in die Achse des 
Strahlennetzes und dessen Haupterzeugende in die Nebenachsen des 
Netzes fallen. Dieses Paraboloid ist zugleich der Ort aller Punkte, 
die von den Brennlinien gleiche Entfernung haben°®), und spielt die- 
selbe Rolle für oo! Strahlennetze®*), die konfokal heißen und einen 
quadratischen Komplex bilden.®”) Der Ort ihrer Brennlinien ist das 
den Netzen zugehörige Zylindroid (Nr. 13 b). 

Durch die mit dem Strahlennetz verbundene windschiefe Invo- 
lution ist auf jedem Strahl des Netzes als Träger eine Ebeneninvo- 
lution definiert. Beim elliptischen Netz gibt es zwei reelle Strahlen, 
für welche diese Involution rechtwinklig ist; sie heißen die Fokal- 
achsen und liegen auf dem Fokalparaboloid.?®) Ein elliptisches Netz 
ist durch den Hauptstrahl und die beiden reellen Fokalachsen eindeutig 
bestimmt°®®), jedoch doppeldeutig durch diese Fokalachsen allein.) 





392) L. Bianchi, Vorl. üb. Differentialgeom. (übers. M. Lukat), Leipzig 
1899, p. 266; die Mittelebene des Hauptstrahles ist also zugleich die Mittelebene 
des Netzes. 

393) R. Sturm, L. G. 1, p. 167; K. Zindler, L. G. 2, p. 99. 

394) St. Jolles, Math. Ann. 63 (1907), p. 337. 

395) Der Ort der Punkte, deren Abstände von zwei windschiefen Geraden 
ein konstantes (von Eins verschiedenes) Verhältnis haben, ist ein orthogonales 
(II C 2 (Staude), p. 181) Hyperboloid (M. Chäsles, J. de math. 1 (1836), p. 324; 
A. Schoenflies, Diss. Berlin 1877; Ztschr. Math. Phys. 23 (1878), p. 269; 
24 (1879), p. 62; H. Schröter, Monatsber. Ak. Berlin 1877, p. 594; J. f. Math. 85 
(1878), p. 26). Die beiden Geraden sind bezüglich des Hyperboloides so zuein- 
ander polar, daß ihre Ebeneninvolutionen rechtwinklig sind. 

396) A. Schoenflies, Ztschr. Math. Phys. 23 (1878), p. 245; H. Schröter, 
Anm. 395); Y. Jarolimek, Casopis 20 (1891), p. 1: Modell von H. Wiener im Ver- 
lag M. Schiüling. 

397) R. Sturm, L. G. 1, p. 170; St. Jolles, Anm. 394); dieser Komplex ist 
identisch mit dem Achsenkomplex eines Komplexgebüsches (Nr. 19 a). 

398) Th. Reye, G. L. 2, p. 251 u. 287 (auch schon 3. Aufl., 2. Abt., p. 259). 

399) St. Jolles, Anm. 394). Daselbst noch viele Sätze aus der Fokaltheorie 
der Strahlennetze, namentlich die Untersuchung der im Netz enthaltenen Flächen 
zweiter Ordnung und der beiden Systeme polarer Räume, die das Netz in sich 
überführen; z. B. jede endliche Erzeugende des Fokalparaboloides eines hyper- 
bolischen Netzes ist die Achse eines im Netz enthaltenen Umdrehungshyper- 
boloides, auf dem auch die Brennlinien liegen. Ferner werden dort auch ima- 
ginäre Fokalachsen des Netzes definiert. Vgl. auch St. Jolles, J. f. Math. 134 
(1908), p. 1; H. Schlusser, Diss. Straßburg (1912). 

400) Th. Reye, Math. Ann. 74 (1913), p. 140. Durch zwei windschiefe Ge- 
rade sind also drei Strahlennetze (daher auch drei gescharte Involutionen) be- 
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h) Die hyperbolischen und die elliptischen Strahlennetze hängen 
von 8, die parabolischen von 7 Konstanten ab, wovon 6 auf die Lage 
im Raum kommen.) Man kann also ein Strahlennetz 8 einfachen 
Bedingungen unterwerfen. Hieraus entspringen zahlreiche Aufgaben, 
für welche die Anzahl der Lösungen von H. Schubert‘®), R. Sturm”), 
V. Martinetti‘®), E. Weiß*®) berechnet wurde. Z.B. gibt es 14 Strahlen- 
netze, die in 8 gegebene Strahlbüschel je einen Strahl entsenden.*%) 
Wenn eine Fläche zweiten Grades acht Gerade eines Strahlennetzes 
berührt, so berührt sie unendlich viele.) Durch 7 Strahlen eines 
Netzes ist ein achter bestimmt, den nämlich alle biquadratischen Regel- 
flächen des Netzes gemein haben, die durch die 7 Strahlen gehen.?%®) 

i) Fällt man von einem Punkte auf die Strahlen eines Netzes 
Lote, so liegen ihre Fußpunkte®) auf einer Fläche dritter Ordnung, 
die i. a. keinen Doppelpunkt hat und durch den unendlich fernen 
Kugelkreis geht. 


Wenn ein Körper eine Bewegungsfreiheit zweiten Grades hat, so 
ist in jedem Augenblick für alle möglichen Bahnen eines Punktes 
doch eine Bahnnormale in diesem Punkte eindeutig bestimmt, und 
diese Bahnnormalen bilden ein Strahlennetz!%), ebenso die Wirkungs- 
linien aller Impulskräfte, für die ein Punkt eines starren Körpers sich 
in einer bestimmten Richtung zu bewegen beginnt.) 

Die Frage nach den Kurven, deren Binormalen einem Strahlen- 


stimmt, wenn man dasjenige Netz hinzunimmt, dessen Brennlipien die zwei 
Geraden sind. Hier werden die Beziehungen dieser drei Netze untersucht. 

401) J. Plücker, N. G., p. 72. 

402) Math. Ann. 10 (1876), p. 83; Kalkül der abzähl. Geom., Leipzig 
1879, 8 27. 

408) L. G. 1, p. 125. 

404) Riv. di mat. 3 (1893), p. 108. 

405) Diss. Breslau, 1907. 

406) Umgekehrt kann man einem Strahlbüschel die Bedingung vorschreiben, 
von n Strahlennetzen je einen Strahl zu enthalten. Für n—=3 ist der Ort der 
Scheitel eine Fläche vierter Ordnung, für n—4 eine Kurve zehnter Ordnung; 
für n—= 5 gibt es 20 Büschel; J. Neuberg, Mathesis (3) 3 (1903), p. 105; J. de 
Vries, Zittingsversl. 1911, p. 259 und Ak. Amsterdam Versl. 20 (1912), p. 201 
M. Stuyvaert, ebenda, p. 991. 

407) R. Bricard, Bull. Soc. Math. Fr. 25 (1897), p. 180. 

408) R. Sturm, J. f. Math. 101 (1887), p. 181. 

409) R. Sturm, L. G. 1, p. 174; J. Borgmeyer, Diss. Münster 1893; Progr. 
327, Progymn. Duderstadt 1901. 

410) IV 3 (Schoenflies), p. 239. 

411) U. Masoni, Anm. 284); eine Verallgemeinerung bei D. Padelletti, 
ebenda, p. 140. 
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netz angehören, hat E. Goursat aufgeworfen *!?). L. Tuschel definiert*'?) 
eine windschiefe Projektion, bei der an Stelle der projizierenden Strahlen 
eines Bündels die Geraden eines Netzes treten. 

k) Die Grenzflächen der Strahlennetze sind algebraische Flächen 
sechster Ordnung (III D 10, Differentielle Liniengeometrie). 


13. Das Zylindroid.**) a) In der Liniengeometrie (ferner in 
der Mechanik und der Bewegungslehre) spielt die folgende Fläche 
eine große Rolle: 

(90) z=rc0s80, y=rsino, z=hsin2o. 


Hierbei ist h eine Konstante; » und ® sind unabhängige Veränder- 
liche, x, y, 2 rechtwinklige Koordinaten. Durch Elimination von r 
und ® erhält man: 

(91) (2? + y?)z = 2hay. 

Diese Fläche heißt Zylindroid*'®) und ist eine Regelfläche dritter 


412) Bull. soc. math. Fr. 30 (1902), p. 12. 

413) Sitzungsb. Ak. Wien 120, IIa (1911), p. 233. Verwendet man ein Dreh- 
netz und dessen Mittelebene als Projektionsebene, so erhält man einen Netzriß: 
E. Müller, ebenda 126, IIa (1917), p. 915. 

414) Vgl. auch IV 2 (Timerding), p. 151f. Das dort Gesagte wird hier nicht 
wiederholt, wo es nicht der Zusammenhang erfordert. 

415) Die Bezeichnung Zylindroid wurde von R. St. Ball (vgl. Th. ser., p. 20) 
auf Anregung A. Cayleys eingeführt. Statt dessen wurde auch noch Phicker- 
sches Konoid von A. Mannheim (G&om. eindm., Paris 1894, p. 260) und (recht 
bezeichnend) kubischer Fächer von W. Schell (Theorie d. Bewegung u. d. Kräfte, 
2. Aufl., Bd. 2, Leipzig 1880, p. 220) vorgeschlagen. Anderseits wurde der Name 
Zylindroid auch für andere Flächen verwendet, und zwar von älteren Autoren 
für das einmantlige Umdrehungshyperboloid (vgl. A. Clebsch und F. Lindemann, 
V. @., p. 62), von neueren Autoren für gewisse Regelflächen vierter Ordnung; 
vgl. W. Fiedler, Darst. Geom., 2. Aufl., Leipzig 1875, p. 407, ferner K. Rohn und 
E.Papperitz, Darst. Geom. II, Leipzig 1896, p. 306. Wieder anders bei X. Heinze 
und F. Lucke, Genetische Stereometrie, Leipzig 1886, p. 79, 116. 

Abbildungen des Zylindroids finden sich bei R. St. Ball (Th. ser., p. 150), 
K. Zindler, L. G. 1, p. 288, 291; ein reichhaltiges Literaturverzeichnis über das- 
selbe (von E. Wölffing und E. Lampe) im Arch. Math. Phys. (3) 2 (1902), 
p- 228; aus diesem Verzeichnis sind Sangro und Flauti auszuscheiden, weil sie 
nicht das Zylindroid, sondern das Umdrehungshyperboloid behandeln. 

R. St. Ball schreibt (Th. ser., p- 510 und Transact. Ir. Ac. 32 A (1908), 
p. 153) die Entdeckung des Zylindroids W. R. Hamilton zu und zitiert die 
Theory of systems of rays (Trans. Ir. Ac. 15 (1828), p. 69) und das First supple- 
ment to an essay on the theory of systems of rays (Trans. Ir. Ac. 16 (1830), 
p-. 4). Hier betrachtet Hamilton die Umgebung einer Geraden g einer Strahlen- 
kongruenz und die kürzesten Abstände d der Nachbarstrahlen der Kongruenz 
von g. Legt man den Fußpunkt eines d auf g durch eine lineare Koordinate z 
fest, die Richtung von d durch einen Winkel ®, den d mit einer festen Ebene 
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Ordnung, welche die Z-Achse als Doppellinie und die unendlich ferne 
Gerade der X Y-Ebene als einfache Leitlinie hat. Die X Y-Ebene heißt 
Mittelebene des Zylindroids;” die Ebenen z—= + h sind seine Kuspidal- 
ebenen, in denen seine Scheitelstrahlen®'*) liegen, die zugleich Torsal- 
erzeugende sind. Die Erzeugenden in der Mittelebene (in der Dar- 
stellung (91) die X-Achse und die Y-Achse) heißen seine Haupt- 
erzeugenden, auch Hauptachsen. Die Koordinatenachsen sind Symmetrie- 
achsen des Zylindroids (91), die Ebenen = + y sind seine Sym- 
metrieebenen. Legt man durch eine Erzeugende eine Ebene, die keine 
der beiden Leitlinien enthält, so ist der Restschnitt eine Ellipse, für 
welche die Differenz ihrer Achsenquadrate konstant = h? ist*!?); die 
Eindpunkte ihrer großen Achse liegen auf den Scheitelstrahlen. Schneidet 
man das Zylindroid mit dem Zylinder 


(92) 2 + y?— 41? 


und wickelt diesen in eine Ebene ab, so erhält man zwei ganze Wellen 
einer gewöhnlichen Sinuslinie; hiernach kann man sich leicht eine 
Vorstellung der Fläche bilden und ein Modell anfertigen.‘°) Schneidet 
man es dagegen mit einem Kreiszylinder, der durch die Doppellinie 
geht, so ist der Restschnitt eine Ellipse.“”) Umgekehrt ergibt jede 
Ellipse des Zylindroids, wenn man sie auf die Mittelebene senkrecht 
projiziert, einen Kreis.) Wählt man auf einen Kreiszylinder eine’ 
Ellipse und eine Erzeugende d beliebig, so ist der geometrische Ort. 


durch g bildet, so findet Hamilton die Abhängigkeit zwischen z und o (UIID 10, 
Differentielle Liniengeometrie). Von hier ist allerdings nicht weit zur Entdeckung 
des Zylindroids (indem die kürzesten Abstände i. a. ein Zylindroid bilden); aber 
den letzten Schritt tut Hamilton nicht wirklich: Er wirft nämlich die Frage 
nach dem Ort, den die kürzesten Abstände selbst bilden, gar nicht auf, sondern 
er interessiert sich wegen der Optik nur für ihre Fußpunkte (virtual foci). 

Wenn also das erwähnte Literaturverzeichnis vollständig ist, wird J. Plücker 
als Entdecker des Zylindroids zu gelten haben, der es (Phil. Trans. 155 (1865), 
p- 725 = Ges. Abh. 1, p. 469, vgl. namentlich p. 504) als Achsenfläche eines 
Komplexbüschels (Nr. 14 c) findet und seine Gleichung explizite aufstellt; s. auch 
N. G., p. 97, Gl. 143. Seine mechanische Bedeutung tritt zuerst bei @. Battaglini 
auf, Rend. acc. Napoli 8 (1869), p. 130 = Giorn. di mat. 10 (1872), p. 180 (an 
beiden Stellen mit einem Vorzeichenfehler in seiner Gleichung). Bei R. St. Ball 
erscheint es zuerst in: Report 41. meeting Brit. Ass. se. (1871), p. 8; Phil. mag. 
(4) 42 (1871), p. 181; Trans. Ir. ac. 25 (1872), p. 157. 

416) Th. Reye, G. L. 2, p. 139. 

417) Z.B. W. Schell, Theorie d. Bewegung u. d. Kräfte, 2. Aufl. II. Leipzig 
1880, p. 225. 

418) K. Zindler, L. G. 1, p. 287. 

419) Z. B. J. B. Goebel, Ztschr. Math. Phys. 25 (1880), p. 281. 

420) Z. B. A. Mannheim, Geom. einem. Paris 1894, p. 263. 
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aller Geraden, welche d senkrecht und die Ellipse überhaupt schnei- 
den, ein Zylindroid.*') Drei zueinander windschiefe Strahlen, die ein 
(Gemeinlot haben, bestimmen ein Zylindroid.*) Rollt ein Kreis- 
zylinder © auf der Innenseite eines anderen mit doppeltem Durch- 
messer, so beschreibt jeder Punkt einer auf C festliegenden Ellipse 
eine Erzeugende eines und desselben Zylindroids.‘°) Läßt man einen 
Strahl sich so bewegen, daß er einen von der Achse verschiedenen | 
Durchmesser eines Umdrehungsparaboloides stets senkrecht schneidet 
und das Paraboloid berührt, so beschreibt er ein Zylindroid.##) 

A. Mannheim erhält“*°) das Zylindroid als Ort der Haupterzeugen- 
den von Regelscharen gleichseitiger hyperbolischer Paraboloide, die 
durch zwei feste Erzeugende und eine zu ihrem kürzesten Abstand 
parallele Leitebene definiert sind.) Die allgemeinen ebenen Schnitte 
des Zylindroids hat R. St. Ball studiert.*”) Die kürzesten Abstände 
zwischen einer Geraden und den Erzeugenden eines Zylindroids bilden 
i. a. wieder ein solches.) 

b) Der Ort der kürzesten Abstände aller Geraden eines Strahlen- 
netzes vom Hauptstrahl ist ein Zylindroid‘2), das dem Netze zugehörig 
heißen möge. Seine Haupterzeugenden fallen in die Nebenachsen des 
Netzes. Durch diesen Umstand und die folgenden Gleichungen (93) 
bis (95) ist zu einem gegebenen hyperbolischen Netz mit endlichen 
Brennlinien, zu einem elliptischen Netz (mit Ausschluß des Um- 
drehungsnetzes) oder zu einem parabolischen Netz mit endlicher 
Brennlinie das zugehörige Zylindroid bestimmt. Wenn nämlich e und 
« die Konstanten eines hyperbolischen Netzes sind, e und m eines 
elliptischen (Nr. 12 f), endlich K eines parabolischen Netzes (Nr. 12 b) 


421) W. Schell, Theorie usw. (Anm. 417), p. 224; siehe auch M. D’Ocagne, 
Arch. Math. Phys. (3) 1 (1901), p. 159. 

422) Th. Reye, G. L., p. 141. 

423) Z. B. K. Zindler, L. G. 1, p. 292. In etwas anderer Fassung bei 
A. Mannheim, C. R. 106 (1888), p. 820 oder bei H. E. Timerding, G.K., p. 189. 

424) E. Study, G. D., p. 366. 

425) Anm. 420), p. 259. 

426) Daraus folgt, daß auch die Achsen dieser Paraboloide ein Zylindroid 
erfüllen; Fr. Wilhelm, Monatsh. Math. Phys. 2 (1891), p. 345. 

427) Th. scr., p. 152. 

428) J. Woljj, D. V., p. 34. An seine Stelle tritt für oo? Gerade ein 
ebenes Strahlbüschel. Die Kongruenz dieser Geraden besteht aus wo! Regel- 
scharen auf hyperbolischen Paraboloiden und ist eine (6, 2). 

429) K. Bobek, Sitzungsb. Ak. Wien 83, II (1881), p. 885; R. Sturm, L. G. 1, 
p. 154. Hierin ist der Satz vom A. Mannheim enthalten: Wenn eine Regelfläche 
zwei gerade Leitlinien hat, so liegen die kürzesten Abstände ihrer Erzeugenden 
vom kürzesten Abstand der Leitlinien auf einem Zylindroid. 

68* 
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und Gleichung (64)) und A die Konstante des Zylindroids in den 
Gleichungen (90) und (91) ist, so bestehen zwischen diesen Größen 
die Zusammenhänge“): 


(93) c=hsin ?2«, c(l — m?) = hm, (94) 
(95) MK=Hl. | 


Entsprechend diesen Gleichungen ist umgekehrt das Zylindroid (91) 
00! hyperbolischen und oo! elliptischen, aber nur zwei parabolischen 
Netzen (deren Brennlinien in die Haupterzeugenden fallen) zugehörig. 

Zwei Erzeugende eines Zylindroids Z heißen konjugiert, wenn sie 
Brennlinien eines zugehörigen hyperbolischen Netzes sind. Alle zu- 
gehörigen Netze von Z sind konfokal (Nr. 12 9); die Scheitelstrahlen 
von Z gehen durch die Brennpunkte der Hauptschnittparabeln des 
Fokalparaboloides P*") und stehen auf deren Ebenen senkrecht.???) 
Alle Strahlen von Z sind Fokalachsen von P, d. h. die Ebeninvolu- 
tionen, die um sie durch P bestimmt werden, sind rechtwinklig.*??) 
Werden auf den Berührungsebenen von P in ihren Schnitten mit der 
X Y-Ebene Normalebenen errichtet, so umhüllen diese das Zylindroid.***) 
Auf einer Erzeugenden des Zylindroids liegen die kürzesten Abstände 
der Doppellinie von oo! Strahlen jedes zugehörigen Netzes, die ein 
hyperbolisches Paraboloid bilden.“*°) 

ec) Das Zylindroid kann auch als Ort der gemeinsamen Normalen 
einer Geraden d und der Strahlen eines ebenen Büschels erhalten 
werden.) Jeder nicht auf der Doppellinie d liegende Punkt der 
Fläche ist Scheitel eines solchen die Fläche erzeugenden Büschels, 
dessen Ebene die Fläche berührt*”), und zwar liegt der Berührungs- 
punkt dann im Scheitel, wenn dieser auf einer Haupterzeugenden ge- 
wählt wurde. 

Alle eigentlichen Punkte einer zu d parallelen Geraden haben 
bezüglich der Strahlen des Zylindroids dieselbe Ellipse als Fußpunkt- 
kurve.25) Das Zylindroid ist neben den Zylindern die einzige reelle 
unebene analytische Regelfläche, deren Fußpunktkurven alle eben sind.*?®) 


430) K. Zindler, 1. G. 1, p. 296 und Monatsh. Math. Phys. 28 (1917), p. 98. 
431) Seine Gleichung ist 2hz—= — xy; vgl. H.E. Timerding, @. K., p: 19. 
432) H. Schröter (Anm. 395) oder St. Jolles (Anm. 394). 

433) H. E. Timerding, G. K., p. 201. 

434) St. Jolles (Anın. 394). 

435) H. E. Timerding, G. K., p. 189. 

436) R. St. Ball, Th. ser., p. 150. 

437) E. Study, G. D., p. 58. D 

438) R.St. Ball, The theory of screws, Dublin 1876, p.24; E. Study. &.D.,p. 345. 
439) P. Appell, Bull. soc. Math. Fr. 28 (1900), p. 261 in spezieller Fassung 
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d) Projiziert man die Erzeugenden eines Zylindroids parallel 
schief auf eine zur Doppellinie senkrechte Ebene, so werden sie zu 
Tangenten einer Steinerschen (dreispitzigen) Hypozykloide.“0). Pro- 
jiziert man die krummen asymptotischen Linien eines Zylindroids 
senkrecht auf die Mittelebene, so erhält man Lemniskaten.*!) 

Wenn für einen Punkt einer beliebigen Fläche der Eulersche 
Satz gilt, so kann die von den Krümmungskreisen der Normalschnitte 
dieses Punktes gebildete Fläche aus einem Zylindroid durch Inversion 
gewonnen werden.‘“*) 

e) Die Achsen derjenigen Schraubenlinien, die eine gegebene 

Raumkurve in einem regulären Punkt von zweiter Ordnung berühren, 
liegen auf einem Zylindroid.#) Eine Strecke kann aus einer Lage 
in eine zweite i. a. durch oo! Schraubungen gelangen, deren Achsen 
ein Zylindroid bilden.) Im übrigen siehe über die kinematische Be- 
deutung des Zylindroids: IV, 2 (Timerding), Nr. 16.%°) 
(für die Konoide) schon früher: Rev. math. spec. 5 (1895), p. 129; R. Bricard, 
Bull. soe. Math. Fr. 29 (1901), p. 18; A. Demoulin, ebenda, p. 39 (hier auch 
imaginäre Flächen mit derselben Eigenschaft). E. Keraval (Bull. sc. math. [2] 
33 [1909], p. 138; Nouv. ann. [4] 10 [1910], p. 49, 529) sucht die Regelflächen mit 
mindestens drei Cayleyschen Punkten, d. h. Punkten, denen ebene Fußpunkt- 
kurven entsprechen. Über die Regelflächen, bei denen sphärische Fußpunkt- 
kurven statt der ebenen auftreten, vgl. A. Demoulin, Paris C. R. 132 (1901), 
p. 1097; J. Sommer, Arch. Math. Phys. (3) 20 (1913), p. 311. 

440) R. A. Roberts, Educ. Times, 46 (1887), p. 32; A. Adler, Sitzungsb. Ak. 
Wien 113, IIa (1904), p. 431; E. Janisch, Arch. Math. Phys. (3) 12 (1907), p. 317; 
0. Danzer, Sitzungsb. Ak. Wien 123, Ila (1914), p. 2049. Über Zentralprojek- 
tionen des Zylindroids siehe H. E. Timerding, G. K., p. 195; dort (p. 192) wer- 
den auch die Raumkurven dritter Ordnung auf dem Zylindroid untersucht. Vom 
Standpunkte der darstellenden Geometrie hat auch H. Piquet das Zylindroid be- 
handelt, Bull. soc. Math. Fr. 14 (1886), p. 68. ‘ 

441) M. Gambey, Nouv. Ann. (2) 15 (1876), p. 508; K. Rohm und E. Pap- 
peritz, Darst. Geom. 3, Leipzig 1906, p. 236; H. Mohrmann, Math. Ann. 73 (1913), 
p. 571. Hier werden die asymptotischen Linien aus dem Zylindroid (zugleich 
mit den Scheitelstrahlen) durch Hyperboloide ausgeschnitten. 

442) A. Leman, Progr. Progymn. Oberehnheim 1886; F. Michel, Ass. fr. 
pour l’avanc. des sc. 22, Congr. Besangon (1893), Paris 1894, p. 184; A. Mann- 
heim, ebenda 23 (1894), p. 207; E. Janisch, Monatsh. Math. Phys. 8 (1897), p. 278. 

443) Z.B. @. Scheffers, Anw. d. Diff.- u. Int.-R. auf Geom. I, 2. Aufl., Leipzig 
1910, p. 261. 

444) Z. B. E. Rath, Math.-naturw. Mitteil. (2) 6 (1904), p. 79 (wo auch 
frühere Literatur hierüber zu finden ist); (2) 7 (1905), p. 9: siehe auch IV 3 
(Schoenflies), p.197, Anm. 22); R.v. Lilienthal, Vorl. üb. Differentialgeom. I, Leipzig 
1908, p. 321. 


445) Über die Rolle desselben in der Theorie der linearen Vektorfunktionen 
s. ©. J, Joly, Trans. ac. Dublin 30 (1895), p. 597. 
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14. Die Komplexbüschel. a) Wenn (etwa in Plückerschen oder 
Kleinschen Koordinaten) 


(96) Y- Dap,—0, = 2,0 


die Gleichungen zweier linearer Komplexe X und ®B sind, so heißt 
die Gesamtheit der linearen Komplexe, die dureh 


dargestellt werden können, ein Komplexbüschel.““*) Das Strahlennetz, 
das A und ® gemein haben, ist auch in jedem anderen Komplex des 
Büschels enthalten und heißt der Träger des Komplexbüschels. Der 
Träger bestimmt das Büschel vollständig; seine Brennlinien mögen 
auch Brennlinien des Komplexbüschels heißen. Eine Gerade gehört 
nur einem Komplex des Büschels an, außer wenn sie dem Träger an- 
ogehört.4”) Ist der Träger ein hyperbolisches oder ein parabolisches 
Netz, so sind seine Brennlinien die Achsen der im Büschel enthaltenen 
Strahlengebüsche.‘) Die Bezeichnungen hyperbolisch, elliptisch, para- 
bolisch, singulär können vom Träger auf das Komplexbüschel über- 
tragen werden.*®) Ein singuläres Komplexbüschel besteht aus lauter 
Strahlengebüschen, deren Achsen ein Strahlenbüschel bilden. Die 
Komplexe eines Büschels schneiden eine Regelschar zweiter Ordnung, 
die keinem von ihnen angehört, in den Paaren einer Involution.*°°) 

Zu jedem Gewinde X eines nicht singulären Büschels gibt es ein 
einziges zweites ®’ desselben Büschels, das mit dem ersten involuto- 
risch liegt!) Diese Zuordnung heißt die Involution im Komplexbüschel: 
ihre Doppelelemente sind die Strahlengebüsche. Hierdurch sind auch 
auf jedem Strahl s des Trägers die Punkte als Nullpunkte einer festen 
durch s gehenden Ebene involutorisch gepaart (und dual). Diese Ver- 
wandtschaft ist dieselbe windschiefe Involution, die schon in Nr. 12 c) 
aufgetreten ist. Durch sie wird jeder Komplex des Büschels in sich 





446) Unter dem Namen zweigliedrige Gruppe linearer Komplexe bei J. Plücker, 
N. G., p. 63. Gewöhnlich betrachtet man nur reelle Werte der Größen a, b,A: u; 
über imaginäre lineare Komplexe vgl. J. Plücker, N. G., p. 110. Eine ausführ- 
liche Behandlung des Komplexbüschels bei D. Chelini, Mem. Ace. sc. Bologna 
(3) 1 (1871), p. 125; K. Bobek, Anm. 429). 

447) Z.B. R. Sturm, L. G. 1, p. 142. 

448) J. Plücker, Anm. 141). Im ersten Fall gibt es im Büschel rechts und 
links gewundene Gewinde, während bei einem elliptischen oder parabolischen 
Träger nur Gewinde von einerlei Windung vorkommen; 2. B. R. Sturm, L. G. 1 
p. 148; K. Zindler, L. G. 1, p. 186 oder Monatsh. Math. Phys. 3 (1892), p. 135. 

449) T'h. Reye, G. L. 2, p. 135. 

450) St. Jolles, Arch. Math. Phys. (8) 9 (1905), p. 304. 

451) Z.B. R. Sturm, L. G. 1, p. 144. 
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selbst übergeführt‘??); sie kann als das Produkt der zwei Nullkorrela- 
tionen aufgefaßt werden, die den Komplexen X und ®’ zugehören.#) 

Ein linearer Komplex wird von den Komplexen eines Büschels, 
dem er nicht angehört, in einem Büschel von Strahlennetzen geschnitten, 
die eine Regelschar gemein haben.*) Zwei Netze dieses Büschels 
heißen involutorisch, wenn sie durch zwei involutorische Komplexe 
herausgeschnitten werden. 

b) Vier Komplexe eines Büschels bestimmen in jeder Ebene durch 
ihre vier Nullpunkte dasselbe Doppelverhältnis®°), das auch die vier 
Nullebenen irgendeines Punktes haben; es heißt das Doppelverhältnis 
der vier Komplexe und ist, wenn 

1,a,—+ u,b, Gel,..,4&v=T],...,6) 
die Koordinaten°®!) der Komplexe sind, durch die Parameter ebenso 
bestimmt wie bei den geraden Punktreihen, nämlich wenn 

A, — Ay, = (ik) 

gesetzt wird, durch #°%) 
) 13) (14 
(98) = - : e 
Es sind also nicht nur durch ein Komplexbüschel in allen Ebenen 
die Reihen der Nullpunkte projektiv aufeinander bezogen®”) (und 
dual), sondern man kann auch zwei Komplexbüschel projektiv auf- 
einander beziehen oder ein Komplexbüschel auf sich selbst, und im 
letzten Fall kann die Beziehung involutorisch sein. Wenn insbeson- 
dere die Strahlengebüsche die Doppelelemente dieser Involution sind, 
so sind je zwei entsprechende Komplexe der Involution auch involu- 
torisch im Sinne von Nr. 6e), und wir erhalten neuerdings die In- 
volution im Komplexbüschel schlechtweg. 

Das Graßmannsche Doppelverhältnis D von vier Geraden a, b, c, d, 
(Nr. 2b) erscheint auf folgende (und noch eine andere) Art als gewöhn- 
liches Doppelverhältnis von vier Komplexen eines Büschelst®); Man 


163) Nr. 6d); vgl. auch St. Jolles, J. f. Math. 130 (1905), p. 238. 

453) R. Sturm, G. V. 3, p. 114, 231. Auch das Produkt zweier beliebigen 
Nullkorrelationen ist eine Kollineation mit Achsen. 

454) O0. Segre, G. R., p. 9%. R. Sturm, L. G. 3, p. 58. Analog werden 
Büschel von Regelscharen in einem Strahlennetz definiert. 

455) 4. B. R. Sturm, L. G. 1, p. 142. 

456) A. Voss, Math. Ann. 8 (1875), p. 57; vgl. auch schon F. Lindemann, 
Math. Ann. 7 (1874), p. 56. 

457) Zu diesen Reihen sind auch die Regelscharen projektiv, deren Strahlen 
derselben Geraden durch die Komplexe des Büschels polar zugeordnet sind 
(Th. Reye, G. L. 2, p. 135). 

458) E. Study, Ber. d. süchs. Ges. d. Wiss. 48 (1896), p. 214. 
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wähle a, b als Träger zweier Strahlengebüsche X, ®. Diese bestimmen 
ein Komplexbüschel, von dem ein Komplex € die Gerade c und einer 
D die d enthält. Es ist: 


(99) D=(a,b,c,d)= (4,8, €, 2). 


Ein Komplexbüschel macht zwei allgemeine Strahlbüschel zuein- 
ander projektiv, indem diejenigen Strahlen als zugeordnet gelten sollen, 
die demselben Komplex des Büschels angehören. Transformiert man 
ein Gewinde durch das Nullsystem eines anderen, so ergibt sich ein 
drittes, das zum Büschel der ersten beiden gehört.!°°) 
| ce) Wenn die Gesamtheit der Achsen aller Komplexe eines Büschels 
eine Fläche bildet, so heißt diese die Achsenfläche des Büschels. Trägt 
man mit J. Plücker‘) die Steigung k jedes Komplexes auf der zu- 
gehörigen Achse auf“), so erhält man die Achsenfläche als Stabfläche. 
Für ein Strahlengebüsch mit endlicher Achse verschwindet k, für ein 
solches mit uneigentlicher Achse wird k unendlich. 

Wenn der Träger eines Komplexbüschels ein hyperbolisches Netz 
mit endlichen Brennlinien oder ein elliptisches Netz (mit Ausschluß 
des Umdrehungsnetzes) oder ein parabolisches Netz ist, dessen Brenn- 
linie im Endlichen liegt, so ist die Achsenfläche ein eigentliches Zylin- 
droid*®), nämlich das zugehörige (Nr.13b) Zylindroid Z des Strahlen- 
netzes. In diesen Fällen hat J. Plücker, um die Auffassung als Stab- 
Häche anschaulicher zu machen, die Anfangspunkte der Stäbe % ın 
die Doppellinie von Z verlegt; die Endpunkte bilden dann die charak- 
teristische Kurve des Komplexbüschels, die ein Teil einer Kurve sechster 
Ordnung ist“) und auf einem Torus liegt 44), woraus die Konstruk- 
tion von ©. T. Lewis folgt.*%) Es genügt, die Projektion ‘“°) der 
Kurve auf die Mittelebene von Z zu kennen. Diese Projektion ist 
ein Teil der Kurve mit der Polargleichung (101); denn schon J. Plücker 


459) R. Sturm, L. G. 1, p. 145. 

460) N. G., p- 98. 

461) Mit Berücksichtigung des Vorzeichens, nachdem eine positive Richtung 
einer Achse gewählt ist, die sich kontinuierlich auf die Nachbarachsen überträgt. 
Über den begrifflichen Unterschied eines solchen Steigungsstabes von einem Kraft- 
stab vgl. z.B. K. Zindler, L. G. 1, p. 282, Anm. Der Unterschied ist derselbe 
wie zwischen Skalaren erster und zweiter Art (IV 2 (Timerding), p. 132 und 146). 

462) J. Plücker, N. G., p- 97; D. Padelletti, Rend. acc. Napoli 21 (1882), p. 31. 

463) R. Sturm, L. G. 1, p. 166. 

464) J. Plücker, N. G., p. 99. 

465) IV 2 (Timerding), p. 154. 

466) Zeichnungen ihrer drei verschiedenen Typen finden sich bei J. Plücker 
(N. G., p. 99—106), K. Zindler (L. G. 1, p. 298). 
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hat bemerkt‘), daß nur die Hälfte der vollständigen algebraischen 
Kurve als Projektion der charakteristischen Kurve zu nehmen ist. 

d) Man kann sagen, ein linearer Komplex liege auf einer Ge- 
raden oder in einer Ebene, wenn seine Achse auf dieser Geraden oder 
in dieser Ebene liegt. Die Komplexe des Büschels, die in den Haupt- 
erzeugenden (Nr. 13a) des Zylindroids liegen, heißen Zentralkom- 
plexe*‘®) oder Hauptkomplexe des Büschels; ihre darstellenden Stäbe 
heißen Hauptstäbe*‘”) des Stabzylindroids. Wenn %, die Steigung des- 
jenigen Hauptkomplexes ist, der in der X-Achse (Gleichungen (90) 
und (91)) liegt, %, die des anderen, so ist*’0) 


100) 2ıh=l,—k,, 


und man kann das Koordinatensystem stets so einrichten, daß k,> k, 
ist. Wenn % die Steigung desjenigen Komplexes ist, dessen Achse 
mit der X-Achse den Winkel ® bildet, so ist*’%) 


(101) k= k, c0s’o + k, sin? o, 


und %k,, k, sind die Extreme von k. Das Komplexbüschel ist hyper- 
bolisch oder elliptisch, je nachdem k, und A, ungleich oder gleich 
bezeichnet sind; wenn %k, oder k, Null ist, so ist es parabolisch. In 
diesen drei Fällen sind die Konstanten des Trägernetzes (vgl. Nr. 12 f) 
und 13b) der Reihe nach durch folgende Gleichungen mit k, und 
k, verbunden *'®): 


(102) kk=—ctge, =c eoote; 
(105) k,='cm, k,= =; 
(104) k = 0, k=K oder umgekehrt. 


Zu einem Zylindroid gehören oo! Komplexbüschel, nämlich alle, deren 
Trägern es zugehört (Nr. 13b). Die oo! charakteristischen Kurven 
stehen in einfachem Zusammenhang"). Die reziproken Werte der 


467) N. G., p. 101. Also sind die Parameter k nicht, wie R. Sturm es will 
(L. G. 1, p. 166), in beiderlei Sinn aufzutragen, „damit eine geschlossene Figur 
sich ergebe“. Dadurch würde gerade die Leistung der charakteristischen Kurve 
illusorisch werden, indem man nicht mehr für jeden Strahl von Z die Steigung 
des zugehörigen Komplexes aus der Figur eindeutig entnehmen könnte, 

468) J. Plücker, N. G., p. 98. 

469) K. Zindler, L. G. 1, p. 282 und 298. 

470) J. Plücker, N. G., p. 99. 

471) J. Plücker, N. G., p. 95; in anderer Form IV 2 (Timerding), p. 152. 

472) J. Plücker, N. G., p. 92; K. Zindler, L. G. 1, p. 281. 

473) J. Plücker, N. G., p. 105. 
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Steigungen zweier involutorischen Gewinde desselben Büschels haben *'*) 
eine konstante Summe‘”°). | 

Ein Stabzylindroid ist nicht nur durch seine beiden Hauptstäbe, 
sondern auch durch zwei beliebige seiner Stäbe eindeutig bestimmt?’®); 
damit hängt seine Verwendung zur Zusammensetzung von Dynamen 
oder Windungen zusammen *"?). 

Zwei Strahlennetze, die durch Spiegelung an der Mittelebene in- 
einander übergehen, nennt J. Plücker konjugiert?'®). 

e) Wir zählen die Fälle im Reellen auf, wo der Achsenort 
eines Komplexbüschels kein Zylindroid ist; er besteht ?’®): 

«) Wenn der Träger ein Umdrehungsnetz ist, aus einem ebenen 
Büschel gleich langer Stäbe, dessen Scheitel mit dem Mittelpunkt des 
Netzes und dessen Ebene mit der Mittelebene zusammenfällt**). 

ß) Wenn der Träger ein hyperbolisches Netz mit einer unend- 
lich fernen Brennlinie ist, deren Stellung auf der endlichen Brenn- 
linie 5 nicht senkrecht steht, aus einem ebenen Büschel von Stäben, 
die zu 5b parallel sind, und deren Länge proportional ihrem Abstand 
von b ist?). 

y) Wenn der Träger ein parabolisches Netz mit unendlichferner 
Brennlinie ist, aus einem ebenen Büschel gleich langer und paralleler 
Stäbe, die in der Hauptebene des Netzes (Nr. 1? b) senkrecht zur 
Hauptriehtung liegen. 


474) R. St. Ball, Th. scr., p. 54. 

475) Die Sätze dieses Gebietes lassen sich auch in der Terminologie der 
Schraubentheorie aussprechen, wo die Schraubenreihe an Stelle des Komplex- 
büschels tritt usw. (H. E. Timerding, G. K., 12. Kap.). 

476) Z. B. W. Schell, Theorie d. Bea u. d. Kräfte 2 (1880), p. 220; 
K. Zindler, L. G. 1, p. 298. Über die konstruktive Bestimmung des Zylindroids 
aus zwei Komplexen des Büschels s. auch Z. P. Bouman, Nieuw Arch. voor Wisk. 
(2) 8 (1908), p. 241. 

477) R. St. Ball, Th. ser., chap. 2, 5; W. Schell, Theorie d. Bewegung u. d. 
Kräfte, 2. Aufl. II (1880), Kap. 10; K. Zindler, L. G. 1, $ 76. 

478) N. G., p. 77. Er betrachtet auch das Netz, das durch Spiegelung 
längs der Ebene —y entsteht (Gleichung 91) und dasjenige, das durch Zu- 
sammensetzung beider Spiegelungen hervorgeht (N. G., p. 96), namentlich in 
seiner Beziehung zum ursprünglichen hinsichtlich der charakteristischen Kurven. 

479) K. Zindler, L. G. 1, p. 285; Th. Reye, G. L. 2, p. 143; E. Study, G. D., 
p. 314; hier wird (p. 320) der Begriff der Strahlenkette eingeführt, der im Reellen 
das Zylindroid und das Geradenbüschel mit endlichem Scheitel umfaßt. Die 
Normalen der Strahlen einer Kette bilden einen Kettenkomplex. 

480) Dieser Fall läßt sich als Grenzfall von c) auffassen mittels k, =k,. 

481) In diesem Fall lassen sich alle Gewinde des Büschels aus einem der- 
selben durch perspektive Ähnlichkeitstransformationen ableiten: E. Study, G. D., 
p- 458. 
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ö) Wenn der Träger ein Normalennetz ist, aus den Stäben auf 
seiner endlichen Brennlinie (Büschel koaxialer Komplexe) ???). 

&) Wenn der Träger ein singuläres Netz ist, aus einem ebenen 
Strahlbüschel, dessen Scheitel S und Ebene E mit Scheitel und Ebene 
des Netzes zusammenfallen*®®). S allein oder S und E können im 


Unendlichen liegen. 

15. Imaginäre Elemente‘*). Wenn man die Staudtsche Deutung 
der imaginären Elemente nicht nur für sich allein, sondern im Zu- 
sammenhang mit der analytischen Geometrie, in der man häufig auf 
komplexe Werte der Koordinaten stößt, entwickeln will, so empfiehlt 
es sich, folgende Schritte in der Grundlegung dieser Theorie klar zu 
zu trennen: 

«) Den genannten komplexen Werten, von denen eine zusammen- 
gehörige Gruppe imaginäres Element (Punkt, Ebene, Gerade) heißen 
soll?®), reelle geometrische Gebilde zuzuordnen. 

ß) Die geometrische Bedeutung der Inzidenzbeziehungen aufzu- 
suchen, die analytisch definiert werden, und zwar durch diejenigen 
Gleichungen, die bei reellen Elementen diese Beziehungen ausdrücken. 

y) Die Konstruktionen des Verbindens und Schneidens anzu- 
geben, wenn die Elemente (zum Teil oder alle) imaginär sind. 

Wir setzen zunächst Zetraedrische Koordinaten voraus. 

b) Was den Schritt «) betrifft, so können die imaginären Punkte 
und Ebenen entsprechend der Dualität völlig analog gedeutet werden, 
weshalb es genügt, die Punkte zu besprechen: Dem Punkt“) 


(105) D== (a, + ia) (wal,.,.,4) 
wobei die a und die a’ reell sind, wird die gerade Punktinvolution 
(106) P=(ia,—Xa), P=(Xa, —Aka,) 


482) Dieses Beispiel zeigt, daß durch die Stufenzahl eines linearen Komplex- 
gebietes, die Stufe seines Achsenortes nicht mitbestimmt ist; vgl. Z. Study, G. D., 
p. 326. 

483) Hier kann man die Achsenfläche nicht als Stabfläche auffassen, weil 
alle Stäbe die Länge Null haben, sofern ihre Träger überhaupt im Endlichen liegen. 

484) Vgl. II AB4a(Fano), Nr. 14,15; IITAB5 (Schoenflies), Nr. 19; IT AB7 
(E. Müller), p. 730 und IIIAB8 (Sommer), Nr. 2. Wir werden es natürlich mög- 
lichst vermeiden, das dort schon Gesagte zu wiederholen, und geben nur einige 
Ergänzungen, die sich hauptsächlich auf den Zusammenhang der analytischen 
Geometrie mit der Staudtschen Deutung der imaginären Elemente und auf die 
Liniengeometrie beziehen. 

485) Diese Bezeichnung hat sich schon fest eingebürgert, obgleich kom- 
plexe Elemente folgerichtiger wäre. 

486) Wenn der Punkt D die Koordinaten «, hat, schreiben wir kurz 
D= («,), analog bei Ebenen, Geraden und Komplexen. 
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zugeordnet, dem konjugierten Punkt 
(107) D== (a, — ia,) 


dieselbe Involution. Da man jede gerade Involution, in der das Paar 
A == (a,), A= (a,) vorkommt, in der Form (106) schreiben kann, 
wenn man die a’ eventuell durch einen passenden Faktor abändert, 
so sind umgekehrt durch die Involution die Elemente D, D’ be- 
stimmt; aber es ist noch zu zeigen, daß diese Zuordnung davon un- 
abhängig ist, welches Paar man etwa statt A, A’ der Darstellung der 
Involution zugrundelegt, oder, was auf dasselbe hinauskommt, daß die 
Involution nicht geändert wird, wenn man alle Koordinaten von D, D’ 
mit derselben komplexen Zahl multipliziert **”). 

Um nun die Elemente D, D’ voneinander zu trennen, genügt es 
nicht zu sagen: „wir ordnen dem Element D die Involution mit dem 
einen Durchlaufungssinn zu, dem D’ mit dem anderen Sinn“, sondern 
man muß auch angeben, welcher Sinn dem D und welcher dem D’ 
entsprechen soll. Dies geschieht durch folgende Regel: Dem Element 
D wird der Sinn (a,), (a, + a,‘), (a,') zugeordnet, dem D’ der ent- 
gegengesetzte‘#®), und es ist wieder zu zeigen, daß diese Festsetzung 
davon unabhängig ist, welches Paar man etwa statt A, A’ zugrunde- 
legt“3°). D,D’ sind zugleich die Doppelelemente der zugeordneten 
Involution. 

e) Wenn man einem Sextupel komplexer Zahlen 


(108) Daun 1.8) 
die Bedingung (3) auferlegt, welche die Koordinaten einer Geraden 
erfüllen müssen“), so findet man“), daß die beiden Komplexe 
A== (a,) und B== (b,) involutorisch sind, daß ferner*?) 

(109) R(a) = R(b) 


ist. Je nachdem beide Seiten von (109) Null sind oder nicht, sind 
A und B Strahlengebüsche mit inzidenten Trägern oder Gewinde, die 
ein elliptisches Netz gemein haben. Im ersten Fall kann man dem 
Sextupel eine elliptische Involution des ebenen Strahlenbüschels 
(a,, b,) nach derselben Methode wie unter b) eindeutig zuordnen, im 


487) O. Stolz, Math. Ann. 4 (1871), p. 420f.; K. Zindler, L. G. 1, $ 62. 

488) O. Stolz, Math. Ann. 4 (1871), p. 420. 

489) K. Zindler, L. G. 1, p. 213. Vgl. auch O. Stephanos, Bull. sc. math. (2) 
7 (1883), p. 204. 

490) F. Klein, Diss.; dort wird die Inzidenzbeziehung mit reellen Geraden 
in den Vordergrund gestellt; vgl. hier unter d). 

491) A. Olebsch und F‘. Lindemann, V. G., p. 127. 

492) Bezeichnungen wie in Nr. 1b). 
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zweiten Fall die windschiefe Involution, die durch das elliptische Netz 
bestimmt ist (Nr. 12e). Man kommt also auch so zu den imagi- 
nären Geraden erster und zweiter Art*?°). 

Dem konjugierten Sextupel (p,) ist dasselbe Netz und dieselbe 
Involution zugeordnet. Diese kann, auch wenn sie windschief ist, in 
zweierlei Sinn durchlaufen werden‘), und wir ordnen diesfalls dem 
Sextupel (108) denjenigen Sinn zu, der auf einem Strahl s des Netzes 
und in einer durch ihn gehenden festen Ebene durch die Nullpunkte 
der Gewinde (a,), (@,+ b,), (b,) bestimmt wird, dem konjugierten 
Sextupel den entgegengesetzten Sinn. Die Art der Zuordnung bleibt 
dieselbe, wenn man statt einer festen Ebene einen festen Punkt auf 
s annimmt und durch die Nullebenen desselben den Sinn bestimmt). 
Zugleich sind (p,) und (p,) die Doppelstrahlen jeder in der wind- 
schiefen Involution enthaltenen involutorischen Regelschar. Nun ist 
der Schritt «&) beendigt. 

d) Was den Schritt 8) betrifft, ist zu beachten, daß manche 
Sätze, die in der rein synthetischen Theorie der imaginären Elemente 
als Definitionen auftreten, in der analytisch-geometristhen Theorie 
eines Beweises bedürfen“), z. B.: Ein imaginärer Punkt und eine 
imaginäre Ebene sind inzident, entweder wenn die darstellenden In- 
volutionen einschließlich des Sinnes perspektiv sind (Hauptfall), oder 
wenn die Träger der Involutionen identisch sind (Nebenfall) *”), 

Im übrigen beschränken wir uns darauf, die Fälle aufzuzählen, 
in denen eine imaginäre Gerade zweiter Art I’ mit anderen Elementen 


493) IIAB5 (Schoenflies), p. 455; über die verschiedenen Benennungen der 
imaginären Geraden vgl. ITAB7 (E. Müller), p. 730, Anm. 516). 

494) 2. B. R. Sturm, L. G. 1, p. 123. 

495) K. Zindler, L.G. 1, p. 215; K.@. Ch. v. Staudt verwendete zur Trennung 
zweier konjugiert imaginären Geraden zweiter Art den Durchlaufungssinn einer 
involutorischen Regelschar, die in der windschiefen Involution enthalten ist. 
(Beitr. z. Geom. d. Lage, 1. H., Nürnberg 1856, p. 77.) Eine solche Regelschar 
bestimmt die Involution und kann deshalb ebenfalls als Darstellung der imagi- 
nären Geraden gelten. Aber sie bringt (durch die Punktinvolutionen ihrer Leit- 
schar) nicht alle ©? imaginären Punkte der Geraden unmittelbar zur Anschau- 
ung, sondern nur eine Kette daraus (a. a. O., 2. H., 1857, p. 137). Überhaupt 
sind die involutorischen Regelscharen und die imaginären Geraden zweiter 
Art nicht gegenseitig eindeutig einander zugeordnet. Ähnliches gilt von den 
orientierten Vierecken, die von J. Grünwald (Ztschr. Math. Phys. 45 [1900], 
p. 10 und 46 [1901], p. 323) zur Darstellung der imaginären Punkte benutzt 
wurden. 

496) Dafür tritt hier beim Schritt y) eine Beweisentlastung ein; vgl. e). 

497) K. @. Ch. v. Staudt, Beitr. z. Geom. d. Lage, 1. Heft, Nürnberg 1856, 
p- 78; K. Zindler, L. G. 1, p. 221. 
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inzidiert*®®): I’ schneidet eine reelle Gerade g, wenn g dem Strahlen- 
netz von I’ angehört. Der imaginäre Schnittpunkt ist durch diejenige 
Involution auf g dargestellt, die auch der windschiefen Involution J 
des Netzes angehört; so erhält man alle oo? imaginären Punkte, die 
auf I’ liegen (und dual)*“®). Wenn I’ eine imaginäre Gerade y erster 
Art schneidet, so entspricht dem der folgende reelle Tatbestand: In 
der Ebene der Strahleninvolution j von y liegt ein Strahl s des 
Netzes von I, und die beiden Punktinvolutionen, die 5 und J auf s 
bestimmen, sind einschließlich des Sinnes identisch (und dual). Wenn 
endlich I’ eine andere imaginäre Gerade zweiter Art I” schneidet, so 
findet die Inzidenz zwischen dem gemeinsamen Punkt und der gemein- 
samen Ebene nach dem Hauptfall oder dem Nebenfall statt, je nach- 
dem die beiden zu I' und I” gehörigen Netze zwei oder einen reellen 
Strahl gemein haben °"®). 

e) Wenn die Inzidenzbeziehungen analytisch definiert wurden, 
bedarf es keines weiteren Beweises, daß die Sätze, welche die Be- 
stimmbarkeit eines Elements durch gewisse andersartige ausdrücken’”!), 
auch gelten, ‘wenn die Elemente (zum Teil oder alle) imaginär sind. 
Es handelt sich nur noch darum, y) die zugehörigen Konstruktionen 
anzugeben. Damit befassen sich z. B.: H.J. E. Smith’®), F. August’), 
W. Fiedler?”*), J. Grünwald‘), K. Zindler°”). 

f) Die analytisch-geometrische Theorie der imaginären Elemente 
ist der rein synthetischen überlegen; denn während letztere nur müh- 
sam 50%) auf höhere algebraische Gebilde erweitert werden kann, folgt 
z. B. aus dem Fundamentalsatz der Algebra sofort: Die Zahlen r der 
reellen Schnittpunkte und s der elliptischen Involutionen, die durch 
eine algebraische Fläche n-ter Ordnung, deren Gleichung reelle Koef- 
fizienten hat, auf einer allgemeinen reellen Geraden bestimmt werden, 


498) A. Clebsch und F. Lindemann, V. G., p. 129; s. auch K. Küpper, Abh. 
böhm. Ges. Wiss. (7) 4 (1891), Nr. 3. 

499) Es kann also I’ (samt der konjugierten Geraden) als Transversale von 
vier solchen Geraden g bestimmt werden (wie auch das zugehörige Netz durch 
vier Strahlen bestimmt ist); F. Klein, Diss. 

500) K. Zindler, L. G. 1, p. 229. 

501) Z. B.: Zwei Punkte bestimmen eine Gerade; eine Ebene und eine Ge- 
rade, die nicht ganz in ihr liegt, bestimmen einen Punkt, usw. 

502) Ann. di mat. (2) 3 (1870), p. 112, 218. 

503) Jahresb. Friedrichsrealsch. Berlin, 1872. 

504) Darst. Geom. 2. Aufl., Leipzig 1875, p. 508 f. 

505) L. G. 1, p. 230. 

506) E. Kötter, Grundzüge einer rein geom. Theorie der algebr. Kurven, 
Abh. Berlin. Ak. 1887. 
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stehen in der Beziehung: 

(110) r+2s=n. 

Die Involution, die so durch eine Fläche zweiter Ordnung auf einer 
nicht reell schneidenden Geraden 9 bestimmt wird, ist identisch (aber 
keineswegs ex definitione) mit derjenigen Involution, die durch das 
Polarsystem der Fläche auf g bestimmt wird”). Dies gilt auch für 
die nullteiligen°®) Flächen, deren Polarsystem man so anschaulich 
erhält°0®): Man lasse im Polarsystem eines reellen Ellipsoids E die 
Ebenen ungeändert und spiegle ihre Pole zentral-symmetrisch am 
Mittelpunkt von E, oder umgekehrt!)., Setzt man statt E eine 
Kugel, so erhält man das Polarsystem einer imaginären Kugel. 

g) Da sich ein rechtwinkliges Koordinatensystem als Sonderfall 
eines tetraedrischen auffassen läßt, können die Untersuchungen über 
imaginäre Elemente auf rechtwinklige Koordinaten übertragen werden, 
wobei nun auch die metrischen Eigenschaften der Involution zur 
(seltung kommen, z. B.: Dem imaginären Punkt (a + ai, b+bi, 
e + ei) ist die Involution mit dem Zentralpunkt C = (a, b, c), der 
Potenz — (a”-+ 5? + c’?) und dem Sinn von C nach (a a,b +b, 
€ + €’) zugeordnet?!?). Sind g, die Strahlenkoordinaten einer imagi- 
nären Geraden zweiter Art, so ist die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß das zugehörige Netz ein Umdrehungsnetz ist?"?): 


(111) tert. 


Dieselbe Gleichung bedeutet für eine imaginäre Gerade erster Art, 
daß die zugehörige Involution rechtwinklig ist. Ebenso erfüllen °"?) 
die Koordinaten u, v, w einer imaginären Ebene, deren Involution 
rechtwinklig ist, einer Minimalebene, die Beziehung: 
(112) “++ —=(. 

Durch alle Kugeln wird in der unendlich fernen Ebene U das 
selbe Polarfeld definiert. Man sagt deshalb’), alle Kugeln schneiden 


507) O. Stolz, Math. Ann. 4 (1871), p. 427; K. Zindler, L. G. 1, p. 262. 

508) IIIC2 (Staude), p. 170. 

509) K. Zindler, L. G. 1, $ 72; dort findet sich auch eine Diskussion der 
imaginären Erzeugenden und der imaginären Tangenten (erster und zweiter Art) 
einer Fläche zweiter Ordnung. 

510) Man kann das kürzer so ausdrücken (s. z. B. H.E. Timerding, G. K., 
p. 277): Das Polarsystem einer nullteiligen Fläche zweiten Grades ist mit dem 
Antipolarsystem eines Ellipsoides identisch. 

511) O. Stolz, Math. Ann. 4 (1871), p. 416; K. Zindler, L. 6. 1, p. 242. 

512) K. Zindler, L. G. 1, p. 246. 

513) Z.B. W. Blaschke, Anm. 28). : 

514) Z. B. 4. Olebsch und F. Lindemann, V. G., p. 182. 


1052 IIC8. Konrad Zindler. Algebraische Liniengeometrie. 


U (und einander) im selben imaginären Kreis X; dieser heißt häufig 
schlechtweg der imaginäre Kugelkreis, obgleich es in jeder im End- 
lichen liegenden reellen Ebene noch‘andere (00°) imaginäre Kugel- 
kreise gibt°"). Eine solche Ebene E schneidet K in zwei Punkten 
J, J', die zugleich die unendlich fernen imaginären Kreispunkte aller 
in E liegenden Kreise sind. Aus jedem endlichen reellen Punkte 
werden J, J’ durch solche imaginäre Gerade projiziert, deren Involu- 
tionen rechtwinklig sind; analog sind die imaginären Geraden, denen 
Umdrehungsnetze zugeordnet sind, diejenigen imaginären Geraden zweiter 
Art, welche K treffen; die imaginären Ebenen der rechtwinkligen In- 
volutionen sind diejenigen, welche K berühren. Also ist (111) auch 
die Gleichung von K in Linienkoordinaten ?!#) und (112) in Ebenen- 
koordinaten, während 

(113) + y+=0 


die Gleichung des Kegels ist, der X aus dem Ursprung projiziert°#). 
h) Eine imaginäre Gerade erster Art gehört einem reellen Ge- 
winde @ nur dann an, wenn Scheitel und Ebene ihrer Involution in 
G einander als Nullpunkt und Nullebene entsprechen. Eine imagi- 
näre Gerade I’ zweiter Art gehört G@ an°!”), wenn @ zu zweien (da- 
her zu allen) Gewinden involutorisch ist, die das Strahlennetz von I' 
enthalten°!?), Imaginäre Elemente einer kubischen Raumkurve wur- 
den im Zusammenhang mit dem zugehörigen Nullsystem von ©. Ser- 
vais betrachtet?!?). 
16. Der Komplexraum und seine Gebiete im allgemeinen’). 
a) Es seien 
(114) Get at. et (n<6) 


515) Sehr gebräuchlich sind die Bezeichnungen „Absoluter Kegelschnitt‘, 
„Absoluter Kreis“ (Cayleys „the absolute‘), „Unendlich ferner Kugelkreis“, ob- 
gleich sich gegen letztere Einwendungen machen lassen; F. Klein, Math. Ann. 4 
(1871), p. 620. Möglich wäre „Gemeinsamer Kugelkreis*. 

516) F. Lindemann, Math. Ann. 7 (1874), p. 67. Der durch die Gleichung 
(111) dargestellte Komplex heißt auch Minimalkomplex (z. B. E. Study, G. D., 
p. 291); seine Geraden heißen Minimalgeraden. 

517) K. Zindler, L. G. 1, p. 2583. 

518) Über die Weiterbildung der Theorie der imaginären Elemente vgl. 
III AB 4a (Fano), Nr. 15—18; IITAB 5 (Schoenflies), Nr. 19f. Der dort ange- 
gebenen Literatur sei hinzugefügt; A. Olebsch und F. Lindemann, V.@., p. 115f. 
(Theorie der Doppelverhäültnisse imaginärer Elemente); @. Marletta, Rend. eirc. 
mat. Palermo 19 (1905), p. 120 (Distanz und Winkel zwischen imaginären Ele- 
menten); M. Pieri, Mem. acc. Torino (2) 55 (1905), p. 189. 

519) M6m. Ac. Belge 52 (1895) und M&m. cour. Ac. Belg. 49 (1896). 

520) Vgl. auch Nr. 22 und TV 2 (Timerdiny), Nr. 15—19, III C7 (Segre), Nr. 2. 
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die Gleichungen von » linearen Komplexen. Diese seien voneinander 
unabhängig, d. h. die Matrix ihrer Koeffizienten®?') soll den Rang. » 
haben. Dann ist die Gesamtheit der Komplexe, die aus ihnen linear 
abgeleitet werden können, d.h. bei beliebiger Wahl der Größen A, 
durch eine Gleichung ; 

(115) 216, — (0 

dargestellt werden können, ein lineares System oder (ebiet von Kom- 
plexen, und zwar heißt ein solches®®?) für n=3,4,5 der Reihe 
nach Komplexnetz (oder Komplexbündel), Komplexgebüsch, Komplex- 
wald (oder Komplexgewebe)°®); für n—= 6 erhält man alle linearen 
Komplexe, den Komplexraum°**). 

Das Gebiet (115) ist n-stufig®”) und (n — 1)-dimensional. Die 
Verhältnisse der A können als homogene Koordinaten des ein- 
zelnen Komplexes innerhalb des Gebietes betrachtet werden. Dieses 
ist durch je » unabhängige seiner Komplexe, die eine Basis’? bil- 
den, ebenso bestimmt, wie durch die ursprünglichen. Das »-stufige 
Gebiet kann auch definiert werden, indem man den Koordinaten der 
Komplexe 6 — n lineare homogene Bedingungen °?”) auferlegt (vgl. 
Nr. 22b). Verbindungsgebiet mehrerer Systeme heißt das kleinste 
lineare Gebiet, das alle jene Systeme enthält; insbesondere ist also 
(115) das Verbindungsgebiet von C,, ...., C,. Die gemeinsamen Kom- 
plexe mehrerer linearen Gebiete bilden das Schnittgebiet derselben 52). 


521) Diese Koeffizienten heißen auch Koordinaten des linearen Komplexes, 
vgl. IIAB7 (E. Müller), Nr. 28. 

522) Über den Fall n—=2 vgl. Nr. 14. 

523) Vgl. z.B. R. Sturm, L. G. 1, p. 176, 186, 197; Th. Reye, G. L. 2, 
p. 147f. In die Ballsche Schraubentheorie (Nr. $c) kann man diese Aus- 
‚ drücke als Schraubennetz (H. E. Timerding, G. K., p. 203) usw. übertragen; je- 
doch sagt der letztgenannte Autor (abweichend vom sonstigen Gebrauch) Schrau- 
bengewebe für die dreidimensionalen, Schraubengewinde für die vierdimensionalen 
linearen Systeme (G. K., p! 226, 234). 

524) Eine synthetische Untersuchung desselben bei R. De Paolis (Atti Acc. 
Line. (4) 1 (1885), p. 205) und R. Sturm (L. G. 1). 

525) Der Ausdruck Stufe (in ähnlicher Verwendung) stammt von H. Graß- 
mann, A, (1844), p. 152 = Ges. W. 1a (1894), p. 179 oder A, (1862), p.6 = 
Ges, W. 1b (1896), p. 16. Es gibt jedoch Autoren, die „Stufe“ und „Dimen- 
sion“ gleichbedeutend gebrauchen. 

526) E. Study, G. D., p. 312. 

527) In dieser Auffassung sagt R. Weitzenböck (K. S., p. 39) Komplexebene 
für Komplexwald. 

528) Dieser Schnitt mehrerer Systeme ist wohl zu unterscheiden vom Schnitt 
mehrerer Komplexe, der aus ihren gemeinsamen Geraden besteht; z. B. haben 
zwei voneinander verschiedene Komplexe als Systeme kein Schnittgebiet. 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 2. 69 
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Im Komplexraum und in seinen linearen Teilgebieten gilt’®”), 
wie in jedem linearen Gebiet°®), der Satz von H. Graßmann: die 
Stufenzahlen m und n zweier linearen Gebiete haben dieselbe Summe 
wie die Stufenzahlen s und v ihres Schnittgebietes und ihres Ver- 
bindungsgebietes°®'): 

(116) mtn=s-+v. 

Ein Verbindungsgebiet zweier Gebiete kann stets durch Komplex- 
büschel erzeugt werden, die je einen Komplex des einen und des an- 
deren Gebietes verbinden. 

Die linearen Konstruktionen des R, hat O0. Landsberg???) im Kom- 
plexraum gedeutet. Über die Einteilung”) der linearen Komplex- 
gebiete s. Nr. 14, 17—19. 

b) Die Bedingung der Involution zweier linearen Komplexe 


(117) >68, 00 

ist bilinear (vgl. Nr. 6e). Sind also n Komplexe C,,...., C, zu einem 
festen C in Involution, so ist es auch jeder, der aus (,,..., ©, linear 
abgeleitet werden kann. Zwei lineare Komplexgebiete von der Kigen- 
schaft, daß jedes Gebiet alle Komplexe umfaßt, die zu jedem Kom- 
plex des anderen Gebietes involutorisch sind°®*), heißen einander er- 
gängend®®) oder zueinander reziprok®?%) oder komplementär °””). 


529) S. auch IIIC7 (Segre), Nr. 2. 

530) Über die synthetischen Kennzeichen eines solchen‘ s. K. Zindler, 
Sitzungsb. Ak. Wien 101, IIa (1892), p. 215. 

531) A, (1844), p. 185 == Ges. W. 1a (1894), p. 209 oder A, (1862), p. 13 
— Ges. W. 1b (1896), p. 21. Da die Dimensionen um eins kleiner sind, als die 
Stufenzahlen, so gilt der Satz auch von den Dimensionen, sobald man die Di- 
mension des Schnittgebietes zweier Gebiete, die kein gemeinsames Element 
haben, als minus eins zählt. Daß alle die zahlreichen Einzelfälle des obigen 
Satzes in den Darstellungen nach rein synthetischen Methoden besonders be- 
wiesen werden müssen, beleuchtet die Unzulänglichkeit dieser Methoden. 

532) Diss. Breslau 1889, p. 79. 

533) Für diese gab auch F. Klein allgemeine Richtlinien (Anm. 246). 

534) Es genügt nicht, daß jeder Komplex des einen Gebietes zu jedem des 
anderen involutorisch ist. Diese Bedingung wird auch erfüllt, wenn man aus 
zwei komplementären Gebieten beliebige (lineare oder nicht lineare) Teilgebiete 
herausgreift. Solche komplementäre Gebiete wurden schon von @. Battaglini 
betrachtet, der sie harmonisch nannte; Atti acc. Napoli 4 (1869), Nr. 14. 

535) E. Müller (Monatsh. Math. Phys. 2 [1891], p- 281) in Anlehnung an 
H. Graßmanns "Terminologie. 

536) R. St. Ball, 'Th. ser., p. 63. Über die Bedeutung reziproker Systeme 
in der Mechanik vgl. IV 2 (Timerding), p. 167. 

537) @. Koenigs, G. R., p. 46. 
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Die Stufenzahlen zweier solchen Gebiete°®®?) haben die Summe 
sechs’). Sind n Komplexe eines n-stufigen Gebietes @ zu je zweien 
involutorisch, so heißen sie innerhalb @ koreziprok (vgl. auch Nr. Sf); 
für n— 6 heißen sie schlechtweg koreziprok. Ein System von sechs 
koreziproken Gewinden°“) erhält man am einfaehsten, indem man 
jede Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems zur Achse zweier 
Gewinde mit entgegengesetzt gleichen Steigungen macht; dieses sind 
R. St. Balls kanonische Systeme von koreziproken Gewinden oder Schrau- 
ben.’*!) 

Die Achsen der Strahlengebüsche, die in einem linearen Komplex- 
gebiet vorkommen, sind identisch mit den gemeinsamen (Geraden des 
ergänzenden Gebietes®). Eine gemeinsame Gerade des einen Ge- 
bietes schneidet alle gemeinsamen Geraden des ergänzenden Gebietes. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß ein belie- 
biger Komplex K durch das Nullsystem eines Gewindes @ in sich 
übergeführt wird, ist, daß K als einhüllendes Gebilde von solchen 
linearen Komplexen erhalten werden kann, die im ergänzenden Ge- 
biet von @ liegen.°*?) 

e) Der Ort aller eigentlichen '*?) Komplexe eines linearen Gebietes 
kann als Stabgebiet aufgefaßt werden, wenn man auf jeder Achse den 
Steigungsstab*#!) aufträgt’“). Die Achsenörter als Strahlengebiete 


538) Wenn @’ und @,' die ergänzenden Gebiete von @ und @, sind, und 
wenn @ in G, enthalten ist, so ist umgekehrt @,’ in @’ enthalten. 

539) Z. B. F. Klein, H. G. 1, p. 187; in der Ausdrucksweise der Schrauben- 
theorie: R. St. Ball, Th. ser., p. 63. 

540) Vgl. auch Nr. 22 c) und R. Sturm, G. V. 3, p. 315. Ein solches System, 
das von 15 Konstanten abhängt, gibt Anlaß zur Definition der Ballschen 
Schraubenkoordinaten (IV, 2 (Timerding), Nr. 14). Über ihre Transformation vgl. 
auch A. Del Re, Rend. eirc. mat. Palermo 17 (1903), p. 122. 

541) Th. scr., p. 38. Zwischen den Steigungen sechs koreziproker Schrau- 
ben bestehen Beziehungen, von denen eine lautet: Die reziproken Werte ihrer 
Steigungen haben die Summe Null; R. St. Ball, Th. ser., p. 284; Trans. Ir. Ac. 31 
(1901), p. 473. 

542) Z. B. @. Koenigs, G. R., p. 47. „Gemeinsame Gerade eines Gebietes“ 
soll ein kürzerer Ausdruck sein für „Gemeinsame Gerade aller Komplexe eines 
Gebietes“. 

543) A. Giacomini, Ann. sc. norm. Pisa 8 (1899), Nr. 4. 

544) Enthält das lineare Gebiet auch uneigentliche Komplexe, so können 
deren Träger isoliert auftreten. Z. B. gehört einem Büschel koaxialer Komplexe 
auch ein uneigentlicher Komplex an, dessen Träger diejenige unendlich ferne 
Gerade ist, welche die gemeinsame Achse der eigentlichen Komplexe senkrecht 
kreuzt. Man kann deshalb den Achsenort auf die Achsen der eigentlichen Kom- 
plexe und ihre Grenzlagen (vgl. Anm. 623), beschränken (in diesem Beispiel be- 
steht er dann als Linienort aus einer einzigen Geraden, als Stabort aus allen 

69* 
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werden (samt gewissen Grenzfällen und Bestandteilen derselben) von 
E. Study als Ketten bezeichnet°®). 

Die Bedingung der Involution zweier eigentlichen linearen Kom- 
plexe läßt sich auch schreiben *%): 


(118) (k+K)cosv —dsny = (. 


Diese Beziehung wird also nicht gestört, wenn man die Steigungen 
beider Komplexe um gleich viel in entgegengesetztem Sinne ändert. 
Wendet man dies auf zwei einander ergänzende Systeme $, $’ an, in- 
dem man die Steigungen aller eigentlichen Komplexe von S$ um eine 
Konstante vermehrt, von S’” um ebensoviel vermindert, so erhält man 
wieder lineare sich ergänzende Gebiete’®"). Aber es kann sein, daß sich 
die Systeme dadurch nicht ändern, oder daß das Verfahren überhaupt 
unanwendbar ist, indem Systeme vorkommen, die aus lauter uneigent- 
lichen Komplexen bestehen. Eine vollständige Übersicht gibt die 
folgende Einteilung von E. Study°*): Bezüglich zweier einander er- 
gänzenden linearen Komplexgebiete sind folgende Möglichkeiten vor- 
handen: 

«) Beide Systeme bestehen nur aus uneigentlichen linearen Kom- 
plexen *®), 

ß) Das eine System enthält nur uneigentliche Komplexe, und 
die eigentlichen des anderen lassen sich auf Büschel koaxialer Kom- 
plexe verteilen °P). 

y) Beide Systeme enthalten eigentliche Komplexe, und diese lassen 
sich auf ebensolche Büschel verteilen°’!). 

ö) Beide Systeme enthalten eigentliche Komplexe und gehören 
zu einer Schar von oo! Paaren einander ergänzender Systeme, die 


Stäben auf ihr); überhaupt ist hier eine andere als die projektive Abschlie- 
Bung des Linienkontinuums zweckmäßiger; vgl. hierzu E. Study, G. D., p. 288, 
313, 322. 

545) G. D., p. 326. 7. B. gehört zu ihnen die zylindrische Kettenkongruenz 
(p- 352), deren Strahlen einen irreduzibeln parabolischen Zylinder umhüllen und 
auf dessen Erzeugenden senkrecht stehen. Über die analogen Gebilde im hyper- 
bolischen Raum s. Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 335 und. H. Beck, 
Diss. Bonn, 1905. 

546) Bezeichnungen wie in Nr. Sf). 

547) R. St. Ball, Th. ser., p. 102. 

548) G. D., p. 311. 

549) Dieser Fall tritt nur ein, wenn $ und $’ aus allen uneigentlichen 
Strahlengebüschen bestehen. 

550) Ein Beispiel in Nr. 18 b). 

551) Ein Beispiel in Nr. 19.c). 
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nach obigem Verfahren von Ball auseinander abgeleitet werden können, 
wobei sich die Achsenörter (als Linienörter) nicht ändern 5°). 

d) Wenn @ und H zwei lineare Komplexgebiete sind, so bilden 
diejenigen Komplexe von H, die zu allen Komplexen von @ involu- 
torisch sind (wenn solche vorhanden sind), ein lineares Gebiet, näm- 
lich das Schnittgebiet $ von H mit dem ergänzenden Gebiet @’ von 
G; nach Gleichung (116) kann man alle möglichen Fälle beurteilen. 
Wenn die Stufenzahl von 5 die Mindestzahl, die nach den Stufen von 
@ und H vorhanden sein muß, um % überschreitet, so kann man H 
zu @ k-fach normal oder k-fach orthogonal°°**) nennen ®®). Hier sind @ 
und H vertauschbar; d.h. wenn H zu @ k-fach normal ist, so ist 
auch @ zu H k-fach normal’%). Anders ist es bei der Definition von 
R. Sturm?®°). Es gibt einen Komplex, der zu 5 gegebenen unabhän- 


552) In diese Klasse gehören auch die Hauptfälle (die von der größten 
Konstantenzahl abhängigen Fälle) der betreffenden Stufen. 

552a) Über die Definition der Orthogonalität bei .R. Sturm, s. Anm. 618), 555). 

553) In Anlehnung an E. D’Ovidio, der gleichwertige Definitionen in den 
einzelnen Fällen aufstellt; seine Arbeiten über Liniengeometrie und den Kom- 
plexraum finden sich in Ann. di mat. (2) 6 (1874), p, 72; (2) 7 (1875), p. 25; 
Atti Acc. Linc. (2) 3 (1876), p. 260, 561, 723. Dabei ist seine Definition der 
Örthogonalität zweier Komplexe allerdings in anderer Hinsicht allgemeiner und 
"kommt darauf hinaus, daß statt (117) eine beliebige bilineare Beziehung zu- 
grundegelegt wird (vgl. Nr. 22b). Zwei orthogonale Gebiete, die Komplexe 
gemein haben, nennt er perpendikulär und überträgt den Begriff der orthogo- 
nalen Projektion auf den Komplexraum; es ergeben sich nun zahlreiche Auf- 
gaben, z. B.: Auf ein Gebiet @ aus einem Komplex, der @ nicht angehört, ein 
perpendikuläres Komplexbüschel zu fällen. Zu zwei Komplexbüscheln B, B’ 
gibt es im allgemeinen zwei andere, die zu B, B’ gleichzeitig perpendikulär sind. 
Mehrere Sätze dieses Gebietes finden sich auch bei R. Sturm (L. G. 1, p. 226 
bis 232); doch sind die zahlreichen Sonderfälle meist nicht berücksichtigt. 

554) Sei nämlich H’ ergänzend zu H; sei ferner S das Schnittgebiet, V 
das Verbindungsgebiet von @’, H; endlich & das Schnittgebiet von @, H’; die 
Stufenzahlen seien mit entsprechenden kleinen Buchstaben bezeichnet. Dann 
ergänzen sich V und X (nach Anm. 538), also v+6=6; nach (116) ist ferner 
v+s=g'+h. Daher ist, wenn die Stufenzahlen von @ und H gegeben sind, 
s— s konstant, welche Besonderheiten auch im übrigen @ und H haben mögen. 
Wenn also s und o die Mindestzahl überschreiten, so geschieht es gleichzeitig 
um gleichviel. 

555) Er sagt (L. @. 1, p. 225), H sei k-fach orthogonal zu G, wenn k von- 
einander unabhängige Komplexe in H gefunden werden können, die zu allen 
Komplexen von @ orthogonal sind. Hierbei wird D’Ovidios Begriff der Ortho- 
gonalität zweier Komplexe zugrundegelegt. Hier ist, wenn h>g ist, die Ortho- 
gonalität keine Besonderheit mehr. Auch A. Voss stellte einen Orthogonalitäts- 
begriff in diesem Gebiete auf; Math. Ann. 10 (1876), p. 186; ebenso E. Study 
(G. D., p. 238). S. auch den Bericht über den allgemeinen Begriff der Ortho- 
gonalität in IIIC7 (Segre), Nr. 19. 
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gigen involutorisch ist, nämlich den Schnitt der 5 ergänzenden Ge- 
biete.?°6) 

e) Zwei oder mehrere gleichstufige lineare Systeme linearer Kom- 
plexe lassen sich projektiv aufeinander beziehen und erzeugen dadurch 
Liniengebilde, nämlich die Gesamtheit der Geraden, welche entsprechen- 
den Komplexen gemein sind. Eine Übersicht über die wichtigsten 
Fälle hat G@. Fano°°”) gegeben; vgl. auch Nr. 32 g). 

f) D. Montesano hat°”®) folgende Fragen behandelt: 

«) Es sind u lineare Komplexe gegeben; das System der Strahlen- 
büschel zu untersuchen, in denen die Strahlen, die diesen Komplexen 
angehören, eine Strahlengruppe bilden, die zu einer gegebenen pro- 
jektiv ist.°°®) 

ß) Es sind in einem linearen Komplex Strahlennetze gegeben; das 
System der Strahlenbüschel des Komplexes zu untersuchen, in denen 
die Strahlen, die jenen Netzen angehören, eine Strahlengruppe bilden, 
die zu einer gegebenen projektiv ist.°) 

y) Wenn fünf lineare Komplexe gegeben sind, die Kurve zu 
untersuchen, die von den Punkten gebildet wird, deren fünf Nullebenen 
zu fünf gegebenen Ebenen eines Bündels projektiv sind.°®') 

a) Die Methoden der Ausdehnungslehre haben E.W. Hyde°**) und 
E. Müller:#) auf dieses Gebiet angewendet. Z. B. wird die Involu- 
tion zweier Komplexe durch das Verschwinden ihres inneren Produktes 


556) Über die Bestimmung der Schraube, die zu 5 gegebenen reziprok ist, 
8. R. St. Ball, Proceed. Ir. Ac. 28A (1910), p. 16. 

557) G. R., p. 53. 

558) Ann. di mat. (3) 1 (1898), p. 313. 

559) Für u—4 gibt es in einer Ebene im allgemeinen oo! der Bedingung 
genügende Büschel, deren Scheitel eine Linie zweiter Ordnung erfüllen; jedoch 
gibt es 8 singuläre Ebenen mit abweichendem Verhalten. Die Strahlen der 
Büschel lassen sich auf 00° Strahlennetze verteilen. Für u—=5 gibt es in einer 
allgemeinen Ebene ein einziges Strahlbüschel. Es entsteht ein höheres Null- 
system (Nr. 54), bei dem die Punkte, die den Ebenen eines Büschels entsprechen, 
auf einer Kurve 7. Grades liegen. Für u =6, 7, 8 ist der Ort der Büschelscheitel 
bzw. eine Fläche vierter Ordnung, eine Kurve von der Ordnung 8 und dem Ge- 
schlecht 5, acht Punkte. Die Strahlen der Büschel bilden für u=6 einen Kom- 
plex 12. Grades, für u —=[17 eine Kongruenz (8, 8). Von den gegebenen Komplexen 
können einige oder alle singulür sein; im letzteren Fall kommt man zu Frage- 
stellungen R. Sturms zurück (Nr. 4f). 

560) Der Ort der Scheitel hat für v—=4, 5, 6 dieselben Gradzahlen wie 
früher für u = 6, 7, 8. 

561) Die Kurve hat die Ordnung 8, das Geschlecht 5. 

562) Ann. of Math. 4 (1888), p. 137; 8 (1894), p. 38. Hier werden auch 
Schraubensysteme behandelt. 

563) Monatsh. Math. Phys. 2 (1891), p. 267. 


u 
x 
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ausgedrückt; sechs koreziproke Komplexe, denen man gleiche nume- 
rische Werte beilegt, bilden ein Beispiel eines vollständigen Normal- 
systems im Sinne H. Graßmanns°®%). 8. auch Nr. 7e). 

Auch andere metrische Begriffsbildungen (Distanz, Winkel) wurden 
von F. Klein’°®), F. Lindemann"), E. D’Ovidio’°®), F. Aschieri?*®), C. Se- 
gre3®"), E. Müller?®?), @..Koenigs?‘®) auf den Komplexraum übertragen.) 


h) Der Schritt, der im Punktraum zu den Linienkoordinaten führte, 


läßt sich im Komplexraum wiederholen, indem die ee, Determinanten 


/ 


k“ Ordnung, die sich aus der Matrix der Koordinaten der definie- 
renden Komplexe eines Ä-stufigen linearen Gebietes @ bilden lassen, 
als homogene Koordinaten von @ betrachtet werden’); k(6—A)-+1 
passende von diesen können als unabhängig betrachtet werden, wäh- 
rend die übrigen rational durch die ersteren ausgedrückt werden 
können. Es bestehen also zwischen den 15 Koordinaten eines Kom- 
plexbüschels oder eines Strahlennetzes (ebenso eines Komplexgebüsches) 
6 voneinander unabhängige homogene Relationen, zwischen den 20 
Koordinaten eines Komplexnetzes 10 ebensolche Relationen. 5”!) 

i) Quadratische Systeme von Schrauben oder linearen Komplexen 
(die durch eine quadratische Gleichung zwischen Komplexkoordinaten, 
zu der mehrere lineare hinzutreten können, definiert werden) haben 


Th. Reye’”), R. Sturm’"), R. St. Ball"), Ch.J.Joly°”) behandelt. Man 


564) Vgl. A, (1862), p. 113— Ges. W. 1b (1896), p. 119. 

565) Math. Ann. 5 (1872), p. 269. 

566) Rend. Ist. Lomb. (2) 14 (1881), p. 673; (2) 15 (1882) p. 66, 147, 247, 

567) Atti Acc. Tor. 19 (1884), p. 159. Der Zusammenhang mit der Kugel- 
geometrie wird berücksichtigt und der Komplex der Trefflinien des unendlich 
fernen Kugelkreises als absolutes Gebilde der Metrik zugrunde gelegt. 

568) G. R., p. 41. 

569) Über Koordinatensysteme im Komplexraum s. ITAB7 (E. Müller), Nr. 28. 
Über die Metrik im Schraubenraum s. auch A. Hudson, Mess. of math. (2) 32 
(1903), p. 51. W.Peddie hat die Quaternionenrechnung auf dieses Gebiet ange- 
wendet, Proc. soc. Edinb. 24-(1902), p. 314. 

570) M. Pasch (Anm. 24); dabei kann man wieder in doppelter Art ver- 
fahren, indem man @ als Verbindungsgebiet oder als Schnittgebiet auffaßt. Bei 
anderer Auswahl der k unabhängigen, definierenden Komplexe von @ multipli- 
zieren sich die Koordinaten nur mit einem gemeinsamen Faktor. 

571) Über die Relationen zwischen den Determinanten einer Matrix vgl. 
Nr. 23 a), namentlich Anm. 717). 

572) J. f. Math. 95 (1883), p. 330 und 98 (1885) p. 284. 

573) L. G. 3, p. 206. 

574) Th. ser., p. 233—241; auch schon Report Brit. ass. 45 (1875), p. 10. 

575) Trans. Ir. Ac. 32A (1903), p. 155. Auch stößt er hier auf Komplexe 
höheren Grades und auf Kongruenzen (4, 4). 
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betrachtet jedoch diesen Gegenstand, soweit projektive Eigenschaften 
in Frage kommen, besser vom Standpunkt der Theorie der quadrati- 
schen Hyperflächen im R, (Nr. 32 und 33). Symbolische Methoden 
hat auf solche Systeme R. Weitzenböck?"®) angewendet. 

k) Über die Bedeutung des Komplexraumes und des Schrauben- 
raumes für die Bewegungslehre und die Mechanik vgl. IV 2 (Timer- 
ding), Nr. 13—19.°°%) 

I) Durch Gleichungen zwischen den Koordinaten einer Dyname 
(Nr. 8a) werden Mannigfaltigkeiten von Dynamen (oder Schrauben 
oder Windungen) definiert. Man hat bisher vorzugsweise Gleichungen 


(119) 26y,9)—= 0 


zwischen den dualen Koordinaten 

r=a,+09, y=%+W%E 3-4 + 48 
einer Dyname (Nr. $d) betrachtet, wobei ® eine ganze rationale 
Funktion ist, deren Koeffizienten ebenfalls duale Zahlen sein können, 


Eine solche Gleichung läßt sich durch Trennung des skalaren und 
vektoriellen Teils in zwei Gleichungen der Form | 


oF oF oF i 
(120) Fa,0,a)=0; a, da, +9 da, +% da, + %(@,, 3, 0;) — U) 


spalten, sondert also oo* Dynamen aus. Dabei sind F und ’ ganze 
rationale Funktionen mit skalaren Koeffizienten. 

Mit der Untersuchung inhomogener Gleichungen”) begann 
.J. Wolff?): Wenn F und % beide vom n'® Grad sind, so ist eine 
Gerade im allgemeinen Achse von n Dynamen. Jedoch gibt es zwei 


576) K. S., 3. Abschn. 

577) Außer in den dort genannten Schriften kommt diese Bedeutung auch 
zur Geltung in Abhandlungen von: D. Seiliger, Mechanik der ähnlich-veränder- 
lichen Systeme, Denkschr. der math. Abt. der neuruss. Ges. d. Naturf. 11 (1890), 
p. 149; A. Hübner, Mitteil. d. Hamburger Math. Ges. 3 (1892), p. 107; P. Somoff, 
Nachr. der Warschauer Univ. 1895, 1896, 1898; Ztschr. Math. Phys. 42 (1897), 
p. 133, 161; 45 (1900), p. 245; A. Kotjelnikoff, Schraubenrechnung u. Anwend. 
auf Geom. u. Mech., Kasan 1896; B. Mayor, Paris C. R. 122 (1896), p. 1185 (Ver- 
allgemeinerung der Seilpolygonkonstruktionen auf den Raum); E. Cotton, Ann. 
fe. Norm. (3) 17 (1900), p. 9; M. Disteli, Ztschr. Math. Phys. 51 (1904), p. 51; 
A. Grünwald, Ztschr. Math. Phys. 52 (1905), p. 229 (er verwirklicht hier durch 
Mechanismen alle möglichen Arten der Momentanbewegung für jeden Grad der 
Bewegungsfreiheit); A. Seferian, Notice sur le syst. de six coord. homog. d’une 
droite, Lausanne 1910. 

578) Über homogene Gleichungen s. Nr. 42 k). 

579) D. V., p. 57 und Hoofdstuk 6, 7. Hier noch mehr Sätze dieses Gebietes 
und schließlich eine genauere Untersuchung der Gleichungen ersten und zweiten 
Grades (samt Sonderfüllen) und der Systeme zweier linearen Gleichungen. 
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Kongruenzen von den Graden n? und n? — n? (mit je einer unendlich 
fernen Brennlinie), deren Strahlen Achsen von unendlich vielen Dy- 
namen sind. Betrachtet man die Geraden eines Bündels P, so kann 
man die Dynamen, deren Achsen in diesem Bündel liegen, durch zwei 
Flächen (P) und [P] darstellen, deren erste die Stabanteile der Dy- 
namen begrenzt (wenn man die Anfangspunkte der Stäbe in den 
Scheitel P des Bündels legt), deren zweite analog die Vektoren der 
Feldanteile begrenzt. Die Flächen (P) für verschiedene Punkte des 
Raumes gehen durch Schiebung auseinander hervor. Die Flächen 
[P] sind vom Grade n’+ n und haben P als n’fachen Punkt. Die 
Achsen der Dynamen mit bestimmter Steigung bilden einen Komplex 
des Grades n?. | 


17. Die Komplexnetze und ihre Achsenkongruenzen. a) Wenn 


(121) Sa,n,;i a Ö, Db,r, N res 0, 9.5.87 = (0 

die Gleichungen dreier linearen Komplexe (etwa in Strahlenkoordi- 
naten) sind, und die Matrix der Koeffizienten den Rang drei hat, so 
ist durch diese Komplexe ein Komplexnetz N definiert. Setzt man 


(122) Da,b, ,, = (a,b) = (b,a), 


v9, +3 
so hängen die Kigenschaften von N vor allem von der Determinante 
(sa) (ab) (ae) 
(123) A= (ba) (bb) (b,e) 
’ (sa) (ab) (Ge) 
ab. °°°) 

Wenn 4 nicht Null ist, so bilden die gemeinsamen Geraden des 
Komplexnetzes N eine Regelschar R einer Fläche F zweiter Ordnung, 
und die Achsen der Strahlengebüsche von N bilden die Leitschar Z 
von R. Für das ergänzende Komplexnetz N’ vertauschen sich die 
Rollen von R und L. Je nachdem F reell ist oder nicht, gibt es in 


580) Vgl. für diese Nummer (soweit nicht bei den einzelnen Sätzen Literatur 
angegeben wird): IV, 2 (Timerding), Nr. 17; J. Plücker, N. @., p. 112-148; 
M. Pasch, J. f. Math. 75 (1873), p. 106; E. Waelsch, Sitzungsb. Ak. Wien 95, 
II (1887), p. 781; R. Sturm, L. G. 1, p. 175—186; @. Koenigs,'G. R., p. 47—53; 
R. St. Ball, Th. ser., cap. 14, 15; Trans. Ir. Ac. 31 (1901), p. 473; K. Zindler, 
L.G.1,.$ 79, 83; E. Study, 6. D., $ 29, 30, 36—39; A. Grümwald, Ztschr. 
Math. Phys. 48 (1903), p. 49 und 49 (1903), p. 211; Ch. J. Joly, Trans. Ir. Ac. 
32 A (1903), p. 239; H. E. Timerding, G. K., Kap. 11, 14; T%. Reye, Math. Ann. 
69 (1910), p. 550. Bloß Lehrzwecken dient: P. H. Schoute, Versl. en mededeel. 
Ak. Amsterdam (3) 5 (1889), p. 66. Über den Zusammenhang der Schrauben- 
netze mit der Theorie der linearen Vektorfunktionen s. C. J. Joly, Trans. Ir. 
Ac. 30 (1895), p. 597; R. St. Ball, Proceed. Ir. Ac. 28 A (1910), p. 16. 
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N sowohl hyperbolische als elliptische als parabolische Komplex- 
büschel, oder es gibt nur elliptische Büschel. Aber auch im zweiten 
Fall kann man das Polarsystem S, welches F repräsentiert (Nr. 15 f) 
auf folgende Art reell definieren’®): Zu jedem Komplex C von N 
gibt es in N ein Büschel 5, dessen Komplexe alle zu ( involutorisch 
sind.°®”) Diese Zuordnung zwischen den CO und den B bildet sich in 
irgendeiner Ebene E (indem man zu den Nullpunkten von E über- 
geht) als Polarsystem ab, und alle diese ebenen Polarsysteme sind 
Schnitte desselben räumlichen Polarsystems S. 
Die Gleichung von F ist): 


Iyohlie ; | 
b, ; : bs | 
(124) en eo 
4x0 0 0 u —l| 
EBK 0 %s 
KOST DT ag u 0 


Die Polaren einer Geraden bezüglich aller Komplexe von N bilden 
ein Polarennetz.°*) 

b) Wenn F einen Mittelpunkt hat°®), so kann man die Achsen 
von F' als Koordinatenachsen X, Y, Z eines rechtwinkligen Systems 
wählen und N durch drei solche Gewinde (die Hauptgewinde des 
Netzes) definieren, deren Achsen’) in X, Y, Z liegen Sind k, 


581) Hierüber vgl. auch St. Jolles, J. f. Math. 130 (1905), p. 238; Math. 
Ztschr. 3 (1919), p. 209. 

582) B ist der Schnitt von N mit dem Komplexwald, der die Ergänzung 
von © bildet. 

583) Vgl. z. B. K. Zindler, L. G. 1, p. 331; O. Staude, Arch. Math. Phys. 
(3) 9 (1905), p. 230 (mit Anwendung zur Auffindung der Geraden einer Fläche 
zweiten Grades). Wenn a,, b,, c,, die Strahlenkoordinaten dreier Geraden sind, 
so stellt (124) die Fläche zweiter Ordnung dar, die durch die drei Geraden be- 
stimmt ist; bei Parallelkoordinaten ist , =1,,=2 0, =Yy, 2, =2z zu setzen. 
Über andere Formen der Gleichung von F' vgl. III C 2 (Staude), Nr. 34; den dort 
angeführten Autoren kann man hinzufügen: A. Voss, Math. Ann. 8 (1875) p. 70; 
A. Panton, Hermathena 3 (1879), p. 493; F. Mertens, Sitzungsb. Ak. Wien 97, 
IIa (1888), p. 519; E. Genty, Anm. 1435); L. Levy, Nouv. Ann. (8) 14 (1395), 
p. 329; K. Doehlemann, Ztschr. Math. Phys. 45 (1900), p. 166; R. Weitzenböck, 
K. S., p. 20; P. Franck, Sitzungsb. Berliner math. Ges. 13 (1911), p. 110. 

584) R. Sturm, L. G. 1, p. 180. 

585) Durch ihn gehen die Mittelebenen der Trägernetze aller in N ent- 
haltenen Komplexbüschel; J. Plücker, N. G.. p. 114. 

586) Sie sind Hauptstrahlen von N; so heißen nach E. Study (G.D.,p. 444) 
Strahlen, die Achsen sind für reelle Gewinde beider einander ergänzenden 
Systeme. 
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kg, k, ihre Steigungen (die Haupisteigungen), so nimmt die Gleichung 
von F die Form an’®”): 


6} 
a2 


IR m zn ei =( 
(125) kok, ehr k,k, au k,k, + 2 . 


F' ıst also imaginär oder ein Hyperboloid, je nachdem die Haupt- 
steigungen gleich bezeichnet sind oder nicht. Die Achsen der Gewinde 
von N, welche die Steigung % haben, erfüllen ebenfalls eine Regel- 
schar. Setzt man 


(126) k—k=m, = 1,2, 3) 
so liegt diese Regelschar auf dem Be 

f x* y° = 

(127) mM, mM, 9” Mm, m, En m, m, gr 


Für die verschiedenen Werte %k ergibt sich ein System von Regel- 
scharen (auf koaxialen und konzyklischen Hyperboloiden), das die 
Achsenkongruenz A von N bildet?®°); diese ist von der dritten Ordnung 
und zweiten Klasse°®®) und ist durch vier allgemeine ihrer Strahlen 
bestimmt.°”) Für jeden dieser Werte k—=k, zerfällt die Regelschar 
in zwei Strahlenbüschel, von denen jedoch bloß ein Paar reell ist; 
die Achsen dieser Strahlenbüschel heißen Fokalachsen, ihre Mittel- 
punkte Scheitel der Kongruenz; F' heißt auch die Nullfläche®®) von 
N, weil sie in (127) für k= 0 enthalten ist. Durch einen unendlich 
fernen Punkt geht nur ein reeller Strahl von A: sind «, ß, y seine 


587) J. Plücker, N. @., p. 130; vgl. auch z. B. O. P. Akers, Am. J. of math. 29 
(1907), p. 23 

588) Ausgenommen, wenn alle drei Werte %, einander gleich sind; dann 
besteht N aus lauter Komplexen gleicher Steigung, deren Achsen ein Strahlen- 
bündel bilden. Von nun an werden die drei Werte %, als voneinander verschieden 
vorausgesetzt; dann ist die Achsenkongruenz A im Reellen identisch mit der 
aplanaren Kettenkongruenz des ersten Typus nach den Bezeichnungen E. Studys 
(G. D., p. 448). Sie bildet nach A. Demoulin (Bull. soc. math. de Fr. 21 [1893], 
p- 92) zusammen mit einem Strahlennetz den vollen Schnitt zweier besonderer 
Painvinschen Komplexe (Nr. 38b), die sich auf zwei ausgeartete Flächen zweiten 
Grades beziehen. 

589) Diese Kongruenz tritt schon bei R. St. Ball auf (s. z. B. Th. ser. 1876, 
chap. 11) und wurde zuerst von E. Waelsch (Anm. 590) genauer untersucht. Ihre 
projektive Verallgemeinerung schon früher bei W. Stahl, Anm. 1359). 

590) E. Waelsch, Sitzungsb. Ak. Wien 95, II (1887), p. 781. Die Normalen 
der Flächen (127) bilden einen Komplex dritten Grades, der aus dem Achsen- 
komplex (Nr. 899) einer der Flächen deren Normalkongruenz ausschneidet; s 
auch Anm. 1152). 

591) E. Study, G. D., p. 331; Th. Reye, Math. Ann. 69 (1910), p. 554. 

592) H. E. Timerding, G. K., p. 205. 
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Riehtungscosinus, so ist die Steigung des zugehörigen Gewindes 
(128) k=a®k, + Pk, + yih;. 

Dem ergänzenden Netz N’ ist dasselbe System (127) zugeordnet; nur 
ıst auf jeder Fläche die andere Regelschar der Ort der Gewindeachsen. 
Verschiebt man alle Steigungsstäbe parallel zu sich selbst, so daß sie 
einen gemeinsamen Anfangspunkt erhalten, so bilden die Endpunkte 
die charakteristische Fläche) sechster Ordnung. Der Mittelpunkt 
von F' heißt auch Mittelpunkt des Komplexnetzes und der Achsen- 
kongruenz. 

Dieselbe A gehört noch zu oo! anderen Komplexnetzen (vgl. 
Nr. 16c); ändert man nämlich alle drei Größen k um gleich viel, 
so bleibt das System (127) als Ganzes ungeändert, und es werden 
nur die einzelnen Flächen) den Steigungswerten % anders zuge- 
ordnet; insbesondere verschiebt sich auch die Nullfläche im System 
und kann in zwei Strahlenbüschel zerfallen, wodurch der Rang von 
A auf zwei herabsinkt. 

Von den Achsenkongruenzen A, A’,die zu zwei einander ergänzenden 
Komplexnetzen (der bisher betrachteten Art) gehören, ist jede das System 
der kürzesten Transversalen zwischen je zwei Strahlen der anderen.5%) 
Eine solche A ist aber auch schon durch eine einzige Regelschar 
zweiter Ordnung (die auch in zwei Strahlenbüschel zerfallen °%) kann) 
völlig definiert als das System der kürzesten Transversalen zwischen 
je zwei Strahlen dieser Regelschar.°”) Die Fußpunkte aller Lote 
zwischen einer festen und allen anderen Geraden der Regelschar 
bilden auf diesen eine Ellipse.°”®) Die Lote zwischen einer festen 
und allen anderen Geraden einer A bilden ein Zylindroid. °°°) 


593) J. Plücker, N. G., p. 135. Eine Diskussion ihrer verschiedenen Formen 
nebst Figuren bei A. Grünwald (Anm. 580). 

594) Sie heißen Parameterflächen (z. B. E. Study, G. D., p. 466); anders 
wird dieser Name von A. Grünwald (Anm. 580) verwendet. 

595) E. Waelsch, Anm. 590); eine Gerade der einen Kongruenz schneidet 
alle Geraden der anderen, auf denen sie senkrecht steht. Diese Eigenschaft ist 
für diese Kongruenzen kennzeichnend, wenn man die Kongruenzen ausschließt, 
in denen bloß oo' Richtungen vertreten sind; J. Hadamard, Proces verb. soc. sc., 
Bordeaux 1895, p. 19. 

596) E. Study, G. D., p. 464. 

597) Dies die Definition von A bei E. Waelsch (Anm. 590); s. auch III D 10 
(Differentielle Liniengeometrie). Aber nicht alle Strahlen von A können reell so 
erhalten werden (E. Study, G. D., p. 467). 

598) B. Hepke, Diss. Breslau 1905; hier ist diese Kongruenz mittels der ele- 
mentaren analytischen Geometrie untersucht; A. Krusche, Diss. Breslau 1905. 

599) J. Wolff, D. V., p. 41. 
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Wenn ein eigentlicher Punkt P nicht auf einer Fokalachse von 
A liegt, so ist die Fußpunktfläche von A bezüglich P (d. h. der Ort 
der Fußpunkte aller Normalen, die von P auf die Strahlen der Kon- 
gruenz A gefällt werden können) eine Steinersche Fläche, deren 
Doppellinien die drei durch P gehenden Strahlen von A’ sind.°) 
Wenn jedoch P auf einer Fokalachse liegt, so ist der reelle Teil der 
Fußpunktfläche ein Ellipsoid, das sich für die Scheitel von A auf 
eine Kreisscheibe zusammenzieht. °') 

Die drei Strahlen von A und die drei Strahlen von A’, die durch 
denselben Punkt gehen, bilden zwei dreiseitige Ecken, die zueinander 
Polarecken sind. Die drei Flächen des Systems (127), die durch den- 
selben eigentlichen Punkt gehen, schneiden sich, wenn nicht alle zu- 
sammenfallen, in einer sphärischen Kurve vierter Ordnung.®®) Die 
Kugeln, auf denen diese sphärischen Kurven liegen, sind zugleich Um- 
fassungskugeln 6) der Flächen (127). Die Ebenen durch den Mittel- 
punkt enthalten zwei zueinander normale Strahlen von A. Der Ort 
ihrer Schnittpunkte ist ebenfalls eine Steinersche Fläche, die Knoten- 
fläche‘) von A. Ihre Doppelgeraden sind zueinander senkrecht. Die 
Achsen dreier innerhalb N koreziproker (vgl. Nr. 16b) Komplexe 
sind parallel zu drei konjugierten Durchmessern der Nullfläche.®%) 

Teilt man die Abstände je zweier paralleler Strahlen zweier apla- 
naren Kettenkongruenzen®®) (durch einen dritten parallelen Strahl) in 
einem bestimmten von der positiven Einheit verschiedenen Verhältnis, 
so erhält man eine dritte aplanare Kettenkongruenz. 60%) 

Über differentialgeometrische Eigenschaften der Achsenkongruenz, 
insbesondere ihre Brennfläche und Grenzfläche®“), vgl. III D 10 (Diifte- 


rentielle Liniengeometrie). 


600) E. Waelsch (Anm. 590); R. St. Ball, Th. ser., p. 182; E. Study, G.D., p. 346. 

601) E. Study, G. D., p. 347. 

602) E. Waelsch, Anm. 590); E. Study, G. D., p. 469. 

603) E. Study, G. D., p. 469. So heißt nämlich die Kugel, aus deren 
Punkten einer Fläche zweiter Ordnung Tripel zueinander senkrechter Ebenen 
umschrieben werden können. Sie schneidet zugleich aus der Fläche die Punkte 
aus, in denen sich zwei Erzeugende unter rechtem Winkel treffen. 

604) H. E. Timerding, G.K., p. 213. Die Fußpunktfläche von 4A’ bezüglich 
des Mittelpunktes ist die Knotenfläche von A und umgekehrt (p. 221); J. Wolf}, 
D. V., p. 40. 

605) R. St. Ball, Th. ser., p. 177. 

606) E. Study, G. D., p. 391. Hiermit ist eine Analogie mit dem bary- 
zentrischen Kalkül hergestellt, die auch einen entsprechend einfachen analyti- 
schen Ausdruck findet. 

607) Beide Flächen sind hier identisch, indem ein Grenzpunkt eines Strahles 
zugleich Brennpunkt eines andern ist. Diese Fläche 6. Ordnung, 4. Klasse wurde 
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c) Von den zahlreichen Sonderfällen®®), die sich vor allem durch 
den Rang von A und ihr Verhalten zur uneigentlichen Ebene unter- 
scheiden, seien nur erwähnt: 

Wenn die Nullfläche F ein schiefes Paraboloid P ist, so ist die 
Achsenkongruenz von der zweiten Ordnung und ersten Klasse und 
zerlegt sich nach den Steigungen der Komplexe des Netzes in oo! 
Regelscharen (nebst einer zerfallenden) auf Paraboloiden, die mit P 
die Hauptebenen (das sind die Verbindungsebenen der Achse von P 
mit den Haupterzeugenden) und den Quasifokus®®), gemein haben, 
aus dem sie durch denselben Kegel projiziert werden. Unterwirft man 
die Tangenten einer Parabel allen perspektiven Ähnlichkeitstransfor- 
mationen, deren Zentrum sich auf die Ebene der Parabel in den 
Brennpunkt senkrecht projiziert, so erfüllen die entstehenden Geraden 
und ihre Grenzlagen, eine Achsenkongruenz dieses Falles. 10) 

Wenn Fein gleichseitiges Paraboloid P’ ist, so besteht die Achsen- 
kongruenz aus dem Normalennetz einer Haupterzeugenden von P‘. 
Sie zerlegt sich nach den Steigungen der Komplexe des Netzes in 
Regelscharen gleichseitiger Paraboloide (nebst einer zerfallenden), die 
mit P’ die Haupterzeugenden gemein haben. 


18. Die Komplexwälder (Komplexgewebe) und ihre Achsen- 
örter.°!!) Die Untersuchung der noch ausständigen Fälle wird durch die 
Beziehung zu ihren ergänzenden Gebieten erleichtert: 

a) Ein Komplexwald W besteht aus allen linearen Komplexen, 
die zu einem linearen Komplex K involutorisch sind:” Den Achsen- 


hauptsächlich von E. Waelsch (Anm. 580), ©. J. Joly (Anm. 580), E. W. Hyde, 
Ann. of Math. (2) 2 (1901), p. 179, E. Study (Anm. 580), A. Grünwald (Anm. 580) 
untersucht. S. auch W. Stahl, Anm. 1152). 

608) Eine vollständige Übersicht über dieselben und ihre Achsenörter nebst 
kanonischer Darstellung in dualen Koordinaten findet sich bei E. Study, G. D., 
$ 29, 36, 39; vgl. auch A. Grünwald (Anm. 580). 

609) Der Ort der Punkte, in denen sich drei Berührungsebenen von P 
rechtwinklig schneiden, heißt (E. Study, G. D., p. 515) Querebene von P; sie 
schneidet P in einer Hyperbel, die der Ort der Punkte ist, in denen sich zwei 
Erzeugende von P rechtwinklig treffen. Der Pol der Querebene bezüglich P 
heißt Quasifokus von P. 

610) E. Study, G. D., p. 520; diese Kongruenz heißt hier planare Ketien- 
kongruenz des ersten Typus. Auf p. 347 findet man einen Satz über die zuge- 
hörigen Fußpunktflächen (i. a. Regelflächen dritter Ordnung). 

611) Zu dieser und der folgenden Nummer vgl. (außer der bei den einzelnen 
Sätzen angegebenen Literatur): R. Sturm, L. G. 1, p. 186—207; @. Koenigs, G.R., 
p. 53—55; R. St. Ball, Th. ser., chap. 16, 17; K. Zindler, 1.G. 1, $ 82; E. Study, 
G.D., 8 29, 36; A. Grünwald, Ztschr. Math. Phys. 48 (1903), p. 49; H. E. Timer- 
ding, G. K., Kap. 11, 15. 
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ort von W kann man als Stabgebiet ® auffassen (Nr. 16 c). Wenn 
K eine Achse a im Endlichen und die Steigung %k hat, so ist W ein 
Stabwald vierten Grades; seine Gleichung lautet, wenn @ zur Z-Achse 
eines rechtwinkligen Systems gemacht wird: 


(129) (+4 +9) = (9 — hs)”. 

Er zerfällt nach der Länge seiner Stäbe in oo! Gewinde?) mit der 
gemeinsamen Achse a. Einem Punkt P des Raumes ist nach Nr. & e) 
eine Fläche vierten Grades zugeordnet. Man kann ihre Gleichung hin- 
schreiben, indem man die Größen (4) in (129) einführt. Wenn P nicht 
auf @ liegt, ist sie eine eigentliche Fläche vierten Grades und kann 
durch Bewegung eines Kreises mit veränderlichem Halbmesser erzeugt 
werden. Sie zerfällt, wenn P auf a liegt, in eine Kugel und eine 
Doppelebene. 

Eine etwas einfachere Fläche vierten Grades erhält man, wenn 
man von P (dieser Punkt liege auf der X-Achse) auf den Achsen 
der Komplexe nicht ihre Steigungen /, sondern die Größen k + 1 
aufträgt; so entsteht das Pektenoid.°'°) Seine Gleichung lautet®'*): 
(130) Po + +ND-ey, 
wobei e den Abstand zwischen P und a bedeutet, jedoch das Achsen- 
system gegenüber (129) parallel so verschoben ist, daß jetzt der Ur- 
sprung in P liegt. Das Pektenoid wurde von A. Del Re genauer 
untersucht. 5) 

Eine endliche Gerade g, die auf @ nicht senkrecht steht, ist Achse 
eines einzigen Komplexes von W; wenn aber g auf @ senkrecht steht, 
so ist sie Achse unendlich vieler oder keines Komplexes von W, je 
nachdem sie @ schneidet oder nicht. Die Geraden von K sind die 
Träger der Strahlengebüsche von W. Alle Komplexe von W haben 
nur dann eine gemeinsame Gerade, den Grundstrahl®'%) von W, wenn 
K ein Strahlengebüsch ist. 6") 


612) R. Emilio, Atti Ist. Ven. (6) 3b (1885), p. 1135. 

613) R. St. Ball, Th. ser., $ 236; dort auch eine Abbildung des Pektenoids. 

614) R. St. Ball, Th. ser., p. 256; A. Grünwald (Anm. 611), p. 64. 

615) Rend. Circ. mat. Palermo 17 (1903), p. 129. Es enthält zwei Doppel- 
geraden, von denen die eine unendlich fern ist, zehn imaginäre einfache Geraden 
und Systeme von Kegelschritten. Es geht einfach durch den unendlich fernen 
Kugelkreis. 

616) R. Sturm, L. G. 1, p. 198. 

617) Mit diesen besonderen Komplexwäldern (und gewissen daraus abge- 
leiteten Gebilden), ferner mit Reziprozitäten zwischen ihnen befaßt sich F'. Aschiert, 
Giorn. di mat. 10 (1872), p. 343; 11 (1873), p. 107, 246, 340; 12 (1874); p. 15, 
129, 368. Über die Bedingung, daß fünf lineare Komplexe eine gemeinsame Ge- 
rade haben, s. M. Pasch, J. f. Math. 75 (1873) p. 126. 
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b) Wenn X ein Strahlengebüsch mit unendlich ferner Achse u ist, 
so besteht W aus allen Gewinden, deren Achsen u schneiden und aus 
allen Strahlengebüschen mit unendlich fernen Trägern; hier ist u zu- 
gleich Grundstrahl von W.°!8) 


19. Die Komplexgebüsche und ihre Achsenörter.®!!) a) Jedes 
Komplexgebüsch ®!) @ ist ergänzend zu einem Komplexbüschel B. Es 
sei zunächst die Achsenfläche von B ein eigentliches Zylindroid Z. 
Damit ein Komplex @ angehöre, reicht es hin, daß er zu zwei Kom- 
plexen von B involutorisch liegt, also z. B. zu den Hauptkomplexen 
(Nr. 14 d) von B. Wenn deren Steigungen k, und %, sind, ferner die 
A- und die Y-Achse eines rechtwinkligen Systems in die Hauptstäbe 
(Nr. 14 d) verlegt werden, so ist der Achsenort A von @ ein quadra- 
tischer Komplex?) mit der Gleichung 


(131) (— kr) pt 94 — 4% — 0. 

Faßt man jedoch den Achsenort als Stabkomplex S auf (Nr 16 c), so 
läßt er sich als Schnitt zweier solchen Stabwälder darstellen, wie sie 
unter Nr. 18a) betrachtet wurden, z. B. der Stabwälder, die als Er- 
gänzung zu den Hauptkomplexen von B gehören. °*) 

Nach der Länge der Stäbe läßt sich $ in oo! Strahlenkongruenzen 
zerfällen, deren Träger dem Zylindroid Z zugehörige (Nr. 13 b) Strahlen- 
netze sind. Wenn also eine Gerade zwei konjugierte Strahlen von Z 
trifft, gehört sie zu A und schneidet eine dritte Gerade von Z senk- 
recht. Eines dieser Strahlennetze besteht aus Achsen der in @ enthal- 
tenen Strahlengebüsche; seine Brennlinien sind die Geräden, die allen 
Komplexen von @ gemeinsam sind.) A ist durch Z völlig be- 
stimmt, und sowie zum selben Zylindroid oo! Komplexbüschel gehören 


618) R. Sturm nennt zwei lineare Komplexe orthogonal (L. G.1,p. 223), 
wenn ihre Achsen einen rechten Winkel bilden, oder deren uneigentliche Punkte 
bezüglich des unendlich fernen Kugelkreises K polar sind. Die Komplexe, die zu 
einem festen orthogonal sind, bilden einen derartigen besonderen Komplexwald. 
Indem Sturm K als ausgeartete Fläche zweiter Klasse durch eine beliebige 
Fläche zweiter Klasse ersetzt, gelangt er so durch projektive Verallgemeinerung 
zum Begriff der Orthogonalität D’Ovidios (Anm. 553). 

619) Über die Realität der beiden Geraden, die allen Komplexen eines 
Gebüsches gemein sind, vgl. V. Snyder, Bull. Am. Math. Soc. (2) 3 (1897), 
p. 247. 
620) R. St. Ball, Th. scr., chap. 16; s. auch IV 2 (Timerding), Nr. 18 und 
E.Study, G.D., p. 321. Dieser Komplex gehört zu den Kettenkomplexen (Anm. 479); 
über deren Abbildung auf den Punktraum s. ebd., p. 355. S. auch J. Kloboucek, 
Rozpravy 14 (1905), Nr. 7. 

621) K. Zindler, L. G. 1, p. 327. 

622) Ihre Gleichungen bei M. Pasch (Anm. 24). 
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(Nr. 14 d), so gehören auch oo! Komplexgebüsche zum selben A (vgl. 
Nr. 16 c). Das unendlich ferne Strahlenfeld und das Bündel aller Par- 
allelen zur Doppellinie d von Z sind auch Bestandteile 3) des Kom- 
plexes (131). 

Für einen endlichen Punkt, der nicht auf Z liegt, besteht der 
Komplexkegel aus den Normalen auf die Geraden von Z; ihre Fuß- 
punkte bilden eine Ellipse (Nr. 13 c). Die ebenen Komplexkurven 
sind Parabeln.°*) Den Zusammenhang dieses Komplexes mit der Be- 
wegungsfreiheit vierten Grades hat auch J. Cardinaal behandelt. °#) 
Über seine singuläre Fläche vgl. IV 2 (Timerding), Nr. 18, Anm. 60). 

b) Ein Teil des Vorhergehenden, namentlich die Gldichung (131), 
gilt auch, wenn B ein ebenes Büschel gleichlanger Stäbe ist (k, — %,); 
vgl. anih Nr. 14e,«). Hierin ist der Hauptfall von Nr. 14e, e) 
eingeschlossen (A, — k, = 0); dann besteht B aus lauter Strahlen- 
gebüschen, deren Achsen ein Büschel (S, E) im Endlichen bilden, und 
das ergänzende Gebüsch @ aus allen Komplexen, die das Büschel ($,F) 
enthalten. #2) 

ec) Von den übrigen Sonderfällen ‘?) erwähnen wir: Wenn B ein 
Büschel koaxialer Komplexe mit der Achse a ist (Nr. 14e, ö), so sind 
die eigentlichen Komplexe von @ diejenigen, deren Achsen a senk- 
recht schneiden. 

20. Abbildungen des Komplexraumes und des Geradenraumes. . 
a) Die linearen Komplexe lassen sich auf einen Teil der ebenen Kon- 
nexe abbilden“), ebenso auf die Kegelschnitte einer Ebene‘) oder 


623) Jedoch sind die Geraden dieser beiden Örter (außer d selbst) nicht 
Komplexachsen für G@; dieses Beispiel zeigt die Bedeutung des Zusatzes „und 
ihre Grenzlagen“ in Anm. 544). 

624) H. E. Timerding, G. K., p. 231. Die Komplexe von @ lassen sich 
auf die Punkte des Raumes gegenseitig eindeutig am einfachsten (p. 233) so ab- 
bilden, daß involutorischen Komplexen Punkte entsprechen, die bezüglich eines 
Paraboloides P konjugiert sind, wobei P die Bilder der Strahlengebüsche ent- 
hält. Hieraus folgt, daß lineare Gebiete von @ auch linear abgebildet werden 
(vgl. Nr. 17 a). Andere Abbildungen benutzen F\. Schw (Anm. 157), F\. Aschieri, 
Rend. Ist. Lomb. (2) 14 (1881), p. 673; (2) 15 (1882), p. 66, 147, 247. 

625) Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 7,(1899), p. 61; Verslagen Ak. Amsterdam 
7 (1899), p. 315; Arch. Neerl. des sc. ex. (2) 6 (1901), p.117. Hier werden 
namentlich die im Komplex enthaltenen Achsenkongruenzen (Nr. 17) untersucht. 

626) R. Sturm, L. G. 1, p. 194. 

627) Vgl. Anm. 608). 

628) S. auch Anm. 699) und III C 7 (Segre), Nr. 1, p. 784£. 

629) @. Lazzeri, Atti Ist. Ven. (6) 3 (1885), p. 247, 487. _ 

630) CO. Segre, Atti Acc. Torino 20 (1885), p. 487; R. Sturm, L. G. 1, p. 291; 
L. Eckhart bildet die Komplexe mit Hilfe eines Drehnetzes auf dessen Mittelebene 
durch die Figuren „Kreis + Punkt‘ ab, Sitzungsb. Ak. Wien 127, IIa (1918), p. 91. 

Encyklop. d. math, Wissensch. III 2. 70 
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die Flächen zweiten Grades durch vier Punkte.) Hiermit sind von 
selbst auch Abbildungen der Geraden (Strahlengebüsche) auf quadra- 
tische Systeme von Kegelschnitten gegeben. Solche Abbildungen wur- 
den schon früher von L. Oremona*®®?), F. Aschieri®?°) gefunden. R. Sturm 
bildet den Geradenraum auf ein System von Flächen zweiten Grades 
mit gemeinsamem Kegelschnitt % ab.°®%) Abbildungen des Geraden- 
kontinuums oder eines Teils desselben auf die komplexen Elemente 
(Punkte oder Geraden) einer Ebene finden sich bei F\. Klein‘®®), A. Hen- 
schel ®°°), C. Segre®®”), auf ein doppeltes Strahlenfeld (durch Projektion 
aus zwei Zentren) bei A. D’.Emilio‘®®), auf die Punkte einer Kugel mit 
imaginärem Halbmesser bei R. de Saussure®®’), auf gewisse Schrauben- 
linien mit parallelen Achsen bei L. Tuschel*°). A. Borio 1) befaßt sich 
mit Projektivitäten im Geradenraum. Über Abbildungen desselben auf 
den R, s. Nr. 22e); über solche des Strahlenraumes Studys auf vier- 
dimensionale Gebiete eines beliebigen R, s. III AB 4b (Fano), Nr. 19. 
Eine Gerade kann in Zentralprojektion durch ihre Spur und ihren 
Fluchtpunkt dargestellt werden. Eine Kongruenz erzeugt so eine Kor- 
respondenz in der Bildebene, die zur Erforschung der Kongruenz ver- 
wertet werden kann.““?) Für ein Strahlennetz ist die Verwandtschaft 
quadratisch. #) 

Quadratische Verwandtschaften zwischen zwei Strahlenräumen be- 


631) J. Kloboulek, Rozpr. Ak. Prag 23 (1914), Nr. 25. 

632) Giorn. di mat. 10 (1872), p. 47. 

633) Rend. Ist. Lomb. (2) 12 (1879), p. 265, 341. Hier bilden die Geraden, 
die als Bilder zerfallender Kegelschnitte auftreten, einen Komplex dritten Grades. 

634) L. G. 1, p. 272. Nimmt man als k den unendlich fernen Kugelkreis, 
so erhält man die Abbildung von $. Lie auf den Kugelraum; vgl. b). Andere 
Abbildungen sind: Auf die Figuren „Punkt + Gerade“ einer Ebene (B. Mayor, 
Paris C. R. 135 [1902], p. 1318, Anwendung auf die Statik: Paris C. R. 136 [1903], 
p. 37, 85); auf Punktepaare, deren Verbindungslinien ein Bündel bilden (F.. Aschieri, 
Rend. Ist. Lomb. (2) 21 [1888], p. 216, 285, 446) oder in einer Ebene liegen 
(G. Scheffers, Leipzig Ber. 47 [1895], p. 201; J. Grünwald, Sitzungsb. Ak. Wien 
120, IIa [1911], p. 677; W. Blaschke, Rend. Circ. mat. Palermo 33 [1912], p. 247). 

635) Math. Ann. 22 (1883), p. 246; s. auch @. Sforza, 11 campo tern. compl., 
Reggio-Emilia 1885. 
636) Progr. 674 Realgymn. Weimar = Diss. Jena 1892. 

637) Math. Ann. 40 (1892), p. 418. 

638) L’Ateneo veneto (14) 2 (1890), p. 607. 

639) Am. J. of math. 18 (1896), p. 304. 

640) Sitzungsb. Ak. Wien 120, Ila (1911), p. 231; eine Verallgemeinerung 
bei E. Müller, ebenda 126, IIa (1917), p. 915. 

641) Period. di mat. (8) 4 (1907), p. 261. 

642) G@. Marletta, Sulla rappr. delle congr. di rette in proj. cent., Catania 1906. 

643) A. Del Re, Rend. Acc. Napoli (3) 10 (1904), p. 278; mit Anwendungen 
auf die Statik. 
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trachtet F. Aschieri.®) Mit Zerlegung des Geradenraumes in Strahlen- 
netze befaßt sich M. Pieri.°®) Eine Abbildung desselben auf sich selbst, 
bei der ebenen Kurven gerade Konoide entsprechen, betrachtet E. Tur- 


riere.°%®) 
b) Schreibt man die Gleichungen einer Geraden g in der Form 
(132) B=L—0, S=y—6, 


so kann man r, s, oe, 6 als Koordinaten von 9 betrachten. Sind andrer- 
seits X, Y, Z die Koordinaten des Mittelpunktes einer Kugel und 
H ihr Halbmesser, so werden durch die Transformation von Lie") 
135) X=o+s iY=oe—s Z=s—r ZH=sc-+r 
oder 
(134) 9 -4(X+iY),s=4(X—iY), o—4Z+H),r— —1(ZFH) 
die Kugeln und die Geraden ein-zweideutig aufeinander abgebildet. 
Hiernach kann man X, Y, Z, H ebensogut wie als Kugelkoordinaten 
auch als Linienkoordinaten betrachten. 

c) $. Lie betrachtet zwei Gleichungen 
(135) 'F@y35n9)=0 
P,(&,y,2; 8, 0, 
so daß den Punkten des einen Raumes Kurven im andern entsprechen. 
Wenn die Gleichungen in jeder Reihe von Veränderlichen linear sind, 
so findet sich in jedem Raum ein Komplex, dessen Gerade auf die 
Punkte des andern Raumes abgebildet sind.°*s) 


21. Symbolische Methoden und Invarianten.‘) a) Man kann 
die Funktion F' in (37) symbolisch als n° Potenz einer linearen Form 
schreiben: 


6 
(136) F= Da,.:::-2pMPp; = (24,9,)", (,k,l---—1,...6), 


644) Rend. Ist. Lomb. (2) 14 (1881), p. 21, 123; 219. Allgemeinere Ver- 
wandtschaften bei B. Levi, Mem. Acc. Torino (2) 48 (1898), p. 83. 

645) Atti Ace. Gioenia (4) 14 (1901), Nr. 3. 

646) Nouv. Ann. (4) 9 (1909), p. 249. 

647) Math. Ann. 5 (1872), p. 171. Auch schon Vidensk. Selsk. Forh. Chri- 
stiania 1871, p. 67. Diese Transformation ist eine Berührungstransformation 
(S. Lie u. @. Scheffers, G. B., Kap. 10) und kommt vorwiegend in der Differen- 
tialgeometrie zur Geltung; III D 7 (Liebmann), Nr. 12. Eine Kritik der hierher 
gehörigen Theorien bei E. Study, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 25 (1916), p. 96. 
S. auch H. Liebmann, Sitzungsb. Ak. München 1915, p. 189; H. Beck, ebenda 
1917, p.51; M. Fouche, Bull. soc. math. Fr. 44 (1916), p. 37; L. Berwald, Anm. 350). 

648) Math. Ann. 5 (1872), p. 145. Durch die Gleichungen 

—u=2.— (tin, K-in)s=y-—t 
wird ein linearer Komplex auf den Raum &, n, £ abgebildet und der Komplex 
der Trefflinien des unendlich fernen Kugelkreises auf den Raum x, 9, 2. 


649) Vgl. auch Nr. Ge). 
70* 
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wenn man nach Ausrechnung der Potenz jedes Produkt a,a,a,.... durch 
den entsprechenden Koeffizienten a,,, . - . ersetzt. Es fragt sich, ob man 
bei dieser Darstellung die Symbole a, als Koordinaten einer Geraden, 
d. h. der Beziehung 


(137) Za,a, ,, — 0 
1 


unterworfen, auffassen darf. Die Frage hat folgenden Sinn: Aus (137) 
kann man durch Multiplikation mit einer ganzen homogenen Funk- 
tion der a, Relationen n'" Grades und dann nach der Ersatzregel 
lineare Relationen zwischen den qa,,,... ableiten. Es handelt sich 
also darum, ob durch geeignete Wahl von M in (38) die Gleichung 
des Komplexes so geschrieben werden kann, daß alle diese Relationen 
erfüllt sind. Dies ist von A. Olebsch®°°) durch eindeutige Herstellung 
seiner Normalform bejahend beantwortet worden: Wenn AF' den 
Prozeß 


(138) | AF= a ao 


0’ F 
0p,0p, T ümöp, T öpdp, 
bedeutet, und dessen Wiederholung durch A?F, A®F,. . bezeichnet 


wird, wenn ferner 3 
>27 P,P v+3 TI KR 


gesetzt wird, wenn endlich F= 0 eine beliebige Form der Komplex- 
gleichung ist, so ist die Normalform von Olebsch: 
5 R® i R® 

139), Arf7;: n =: je Air ICH TEETE Ga aa Tr pre NT Y gar 
Ihre Bedeutung für das symbolische Rechnen beruht zunächst darauf, 
daß man nun die a, ebenso wie die p, durch zweigliedrige Determi- 
nanten aus anderen Symbolen ersetzen kann, die Punkt- oder Ebenen- 
koordinaten bedeuten. Die Gleichung, die für Kleinsche Koordinaten 
an Stelle von (139) tritt, hat A. Voss ®°') angegeben. 

b) Die symbolischen Methoden von 8. H. Aronhold und A. Olebsch 
(vgl. 1B2 (W. Fr. Meyer), Nr. 12 und III E1 (Weitzenböck), Nr. 11— 14) 
haben auf dem Boden der Liniengeometrie eine eigentümliche Weiter- 
bildung erfahren: E. Waelsch schrieb®*) die Koordinaten p,, einer 


AFL... 


650) Math. Ann. 2 (1879), p. 1; eine Verallgemeinerung dieser Unter- 
suchungen in Abh. Ges. Wiss. Göttingen 17 (1872), p. 3 und bei E. Study, Ber. 
süchs. Ges. d. Wiss. 42 (1890), p. 172. 

651) K.u.K., p. 60. 

652) Sitzungsb. Ak. Wien 98, II (1889), p.1528; mit geringen Änderungen 
auch Math. Ann. 37 (1890), p.141. Hier findet sich auch ein Übertragungsprin- 
zip, das aus Invarianten des ternären Gebietes Kovarianten von Komplexsystemen 
zu finden gestattet. 
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Geraden oder a,, eines linearen Komplexes symbolisch als Produkt 


zweier Faktoren), und zwar entsprechend der Gleichung p,,—= — P;;: 
(140) Pa DPL. = 7 DP5 Ga U — 7 Md:. 
Diese Komplexsymbole p,,@,... unterscheiden sich also von den ye- 


wöhnlichen Symbolen der Invariantentheorie dadurch, daß sie dem kom- 
mutativen Gesetz nicht unterliegen. Entsprechend den Strahlen- und 
Achsenkoordinaten gibt es Strahlensymbole und Achsensymbole. Bei- 
spielsweise kann die Gleichung des linearen Komplexes jetzt geschrie- 


ben werden: 
(141) (ap”=0 .oder a,’=0, 


wobei (ap) oder a, eine quaternäre Form bedeutet.‘°) 

KR. Weitzenböck hat diese Methode weiter ausgestaltet‘) und ge- 
wisse Fundamentalsätze der symbolischen Methoden‘) auf den Fall 
der Zulassung von Komplexsymbolen ausgedehnt. Als ersten Funda- 
mentalsatz der symbolischen Methode bezeichnet man den Satz®”), daß 


653) Verwandt damit sind die Methoden, die F. Engel (Ber. sächs. Ges. d. 
Wiss. 52 (1900), p. 228) in höheren Räumen auf Anregung E. Studys gebrauchte; 
vgl. auch die symbolische Schreibweise alternierender bilinearer Formen bei 
E. Study, G. D., p. 135. 

654) Wendet man nach Ausführung des Quadrates (140) an, so erscheint 
die doppelte linke Seite von (50). 

655) Zunächst in seiner K. S. Hier werden Größen, die den Punktkoordi- 
naten kogredient sind, stets ohne Strich, solche, die den Ebenenkoordinaten ko- 
gredient sind, mit einem Strich bezeichnet, demnach Achsenkoordinaten mit 
Strich, Strahlenkoordinaten ohne solchen (dieser Rücksicht trägt die zweite 
Schreibweise von (141) Rechnung); wenn z.B. x, y Punktkoordinaten und p’ 
Achsenkoordinaten sind, so bedeutet 9,9, — 0 die Gleichung der Geraden xy oder 
der Verbindungsebene p’y, je nachdem x und y oder p’ und y konstant sind. 
Die Rechnungsregeln für Determinanten, die Komplexsymbole enthalten, erfahren 
gewisse Abänderungen, z. B. verschwindet eine Determinante mit gleichen Zeilen 
nicht notwendig, sondern wenn p,q Komplexsymbole sind, so ist (pp qq) = 24” 
die doppelte simultane Invariante der Komplexe p,g. Über jene Abänderungen 
vgl. R. Weitzenböck, Arch. Math. Phys. (3) 21 (1913), p.111 und 301. Die Einfüh- 
rung von Komplexsymbolen kann iteriert werden (K.S., p.43): Sind z.B. p,, 
und q,,. die Koordinaten zweier Komplexe, so ist Sir rs = Pik Irs — Prs Ur, eine 
Koordinate des zugehörigen Komplexbüschels (Nr. 16 h): sie wird symbolisch dem 
Produkt von vier Faktoren a,a,a,«, gleichgesetzt. 

656) Vgl. E. Study, Methoden z. Th. d. ternären Formen, II, 8 2—6 (Leip- 
2ıg 1889). 

657) R. Weitzenböck, Sitzungsb. Ak. Wien 122, Ila (1913), p. 153. Dabei ge- 
schieht die Zerlegung einer Grundform in symbolische Faktoren in drei Schritten, 
2. B. fürs quaternäre Gebiet: Im ersten Schritt wird die Form in Faktoren zer- 
legt, die nur je eine Art von Veränderlichen (Punktkoordinaten, Ebenenkoordi- 
naten, Strahlenkoordinaten, Achsenkoordinaten) enthalten; im zweiten Schritt 
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sich die Invarianten eines vollständigen Invariantensystems, das zu 
einem gegebenen System von Grundformen gehört, so wählen lassen, 
daß sie Produkte von symbolischen Faktoren von bloß zweierlei 
Typus sind, nämlich (für das n-stufige Gebiet) von bilinearen Faktoren 
(Linearfaktoren) 

(142) (ad) —= Da,e,' 


und von Determinantenfaktoren (Klammerfaktoren) 
(143) (abe---n)—= I+ a,b;c, -- oder (a’'y’---v) = It a By p5° 


Dabei sind wieder die gestrichelten Symbole den ungestrichelten kon- 
tragredient; sie sind dieselben, mit denen die Grundformen geschrieben 
sind, und können teils gewöhnliche, teils Komplexsymbole sein. 

Der zweite Fundamentalsatz ®%) sagt aus, daß jede Identität zwi- 
schen den Invarianten eine Folge einer endlichen Anzahl angebbarer 
Identitäten ist, welche Nullidentitäten®®”) heißen. 

Die vollen Formensysteme für mehrere lineare Komplexe im 
R, hat zuerst F. Mertens‘), dann R. Weitzenböck®®) aufgestellt. °°°) 
Wenn nicht mehr als fünf Komplexe vorhanden sind, so braucht 
man in das Formensystem keine anderen Invarianten aufzunehmen 
als diejenigen, welche die Komplexe einzeln und zu zweien haben 
(Nr. 6e). 

ce) Statt die projektive Gruppe selbst der Invariantentheorie zu- 
grunde zu legen, kann man von einer Untergruppe derselben ausgehen. 
Dies ist in einigen Fällen durchgeführt worden, z. B. von R. Weitzen- 
böck für die Drehungsinvarianten®®) im R, (Anwendungen auf die 


werden diese Faktoren in Linearfaktoren zerlegt; im dritten Schritt werden in 
diese, sofern sie Linienkoordinaten enthalten, Komplexsymbole eingeführt. 

658) Sitzungsb. Ak. Wien 122, IIa (1918), p. 379; hier auch eine Begrifts- 
bestimmung der verschiedenen Arten von Identitäten und identischen Umfor- 
mungen. 

659) E. Pascal, Mem. Acc. Linc. (4) 5 (1888), p. 375. Diese Identitäten 
wurden in anderer Form (mit Methoden der Ausdehnungslehre) von E. Müller 
(Sitzungsb. Ak. Wien 118, IIa [1909], p. 1047), ferner mit Hilfe der Matrizen- 
rechnung von E. Noether (J. f. Math. 139 [1911], p. 118) bewiesen. 

660) Sitzungsb. Ak. Wien 97, IIa (1888), p. 519. 

661) Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 19 (1910), p. 225 mit einer Berichtigung 
in Sitzungsb. Ak. Wien 122, IIa (1913), p. 166, Anm. 

662) Man vergleiche auch @. Königs, G. R., p. 55 und C. M.Jessop, L.C., p. 71. 

663) Denkschr. d. Ak. Wien 89 (1914), p. 709; als Drehungsinvarianten 
werden dabei diejenigen bezeichnet, die zur Gruppe der Drehungen um den Ur- 
sprung und der Spiegelungen (an den durch den Ursprung gehenden linearen 
Gebieten) gehören. 
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linearen Komplexe‘%) im R,), für die Bewegungsinvarianten‘%) im R, 
und eines linearen Komplexes im R, °%°). 


22. Die Methode von Klein.) a) Die Beziehung zwischen 
‚den Linienkoordinaten, die Fundamentalgleichung (vgl. Nr. 3) 


(30) 2.) 0, 


kann in verschiedenen besonderen Gestalten auftreten. Wesentlich ist 
nur, daß die quadratische Form auf der linken Seite dieser Gleichung 
eine von Null verschiedene Determinante hat.) Die sechs Koordi- 
naten (Anm. 521) eines linearen Komplexes können auch als homogene 
Koordinaten eines Elementes des Komplexraumes betrachtet werden, 
das wir statt als Komplex, ebensogut als Punkt eines fünfdimensio- 
nalen ebenen Raumes R, auffassen dürfen.°®) Den Strahlengebüschen 
(also den Geraden als deren Trägern) entsprechen dann solche Punkte 
ım R,, deren Koordinaten der Gleichung (30) genügen, also auf einer 
vierdimensionalen Hyperfläche zweiten Grades (der Fundamentalhyper- 
fläche) @,? von R, liegen.) Gebilde, die aus Geraden bestehen, wer- 
den ganz auf diese @,? abgebildet; so kann die projektive Liniengeo- 
metrie als Geometrie einer vierdimensionalen quadratischen Mannig- 
faltigkeit (ohne singulären Punkt) in einem fünfdimensionalen Raum 
betrachtet werden. 

Diese Auffassung wurde von F. Klein‘) angegeben und (außer 


664) Monatsh. Math. Phys. 25 (1911), p. 121; das kleinste volle Formensystem 
‚hat hier 83 Invarianten. 

665) Sitzungsb. Ak. Wien 122, IIa (1913), p. 1241, 1565, 1577, 1595; die 
Beweise der Sätze gelten hier großenteils auch für die Invarianten der Haupt- 
gruppe (III ABA4b (Fano), Nr. 4). 8. auch R. Weitzenböck, Math. Ann. 75 (1914), 
p- 569. 

666) Sitzungsb. Ak. Wien 123, Ilja (1914), p. 567. Das volle Formensystem 
hat 36 Invarianten, von denen 4 auch Invarianten der projektiven und 8 der 
affinen Gruppe sind und deren volles System ausmachen. 

667) Vgl. auch IT AB 4b (Fano), Nr. 10. 

668) F. Klein, H. G. 1, p. 191. 

669) Über die logische Seite dieser Auffassung vergleiche K. Zindler, 
L. G. 1, $ 80. 

670) Wir bezeichnen in dieser und der folgenden Nr. durch den unteren 
Index großer lateinischer Buchstaben die Dimension, durch den oberen den Grad 
der Gebilde; der obere Index eins wird weggelassen. 

671) Math. Ann. 5 (1872), p. 261; Gött. Nachr. 1872, p. 164. Vgl. auch H. G. 1, 
p-488f. Siehe auch IIIC 7 (Segre), Nr. 1. Über die Anwendung dieser Methode 
in der metrischen Liniengeometrie s. E. J. Dijksterhuis, Nieuw arch. voor wisk. 
(2) 13 /1920), p. 302. 
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von ihm selbst) namentlich von (©. Segre®"?) in weitem Umfang dureh- 
geführt.‘®) 

Sie hat den Vorteil, daß die Vorstellungen und Methoden der 
mehrdimensionalen Geometrie sofort auf diesen Fall übertragen wer- 
den können.) 

Eine allgemeine @,? im R, enthält (analog den beiden Regel- 
scharen einer F,? im AR,) zwei Systeme von je 00° Ebenen“), die 
als die Strahlenbündel und ebenen Linienfelder unseres Raumes er- 
scheinen.°”) Dessen Strahlenbüschel werden auf Gerade des R, ab- 
gebildet, die ganz auf @,? liegen. 

b) Bei Benützung der angedeuteten Methode werden meist Klen- 


672) In den Abhandlungen „Studio sulle quadriche in uno spazio lineare ad 
un numero qualunque di dimensioni‘“ und „Sulla geometria della retta e delle 
sue serie quadratiche“, beide in Mem. Ace. Torino (2) 36 (1884); s. auch C. Ro- 
sati, Ann. di mat. (3) 25 (1916), p. 1. 

673) Andererseits sind die algebraischen Methoden der Liniengeometrie vor- 
zugsweise von A. Voss ausgebildet worden, namentlich in „Zur Theorie der wind- 
schiefen Flächen“ (Math. Ann. 8 [1874], p.54—135) und „Über Komplexe und 
Kongruenzen“ (Math. Ann. 9 [1875], p. 55—162). Hier werden die liniengeometri- 
schen Probleme unter Verzicht auf Punkt- und Ebenenkoordinaten bloß mit 
Linienkoordinaten behandelt. Vgl. über die verschiedenen Methoden der Linien- 
geometrie und ihre Leistungen auch die Dissertation von H. Mohrmann (München 
1907), die teilweise zur Erläuterung der zweitgenannten Arbeit von A. Voss 
dienen kann. 

674) Z. B. ordnen sich die Schnitt- und Verbindungsgesetze, die für lineare 
Systeme von Komplexen gelten, den entsprechenden Sätzen des R, unter, die, 
wie für jede lineare Mannigfaltigkeit, aus den Eigenschaften der Systeme linearer 
Gleichungen folgen. 

Einem Komplexbüschel entspricht eine Gerade des R,, die mit G,°? zwei 
Punkte gemein hat. Also enthält das Komplexbüschel zwei Strahlengebüsche 
(Nr. 14a). Aber nach der zweiten Auffassung (vgl. b) kann man dem Komplex- 
büschel auch ein Büschel von Hyperebenen zuordnen; dessen Berührungshyper- 
ebenen an @,* entsprechen dann den Strahlengebüschen des Komplexbüschels. 
Die eine Auffassung ist eine duale Übertragung der andern (vgl. auch IITABT 
(E. Müller), p. 732, Anm. 527). 

Einem Komplexnetz entspricht eine E,, ihrem Schnitt mit @,? die in 
Nr. 17a) erwähnte Leitschar L, usw. Eine Zusammenstellung solcher Über- 
tragungen findet sich auch bei R. Weitzenböck, K.S., p. 178 f. 

675) Nennt man die Gebilde der Dimension 0,1,2,3,4 der Reihe nach 
Punkte, Gerade, Ebenen, Räume, Hyperebenen, so kommt man im R, noch be- 
quem mit den Bezeichnungen aus. 

676) Es erhalten hiermit auch die Punkte unseres Raumes (als Scheitel 
der Bündel) und die Ebenen (als Träger der Felder) ihre Abbildung auf @,?. 
Über die Entdeckung der linearen Räume der quadratischen Hyperflächen s. 
III C 7 (Segre), Anm. 255). 
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sche Koordinaten verwendet, d. h. der Gleichung von @,? wird die 
Form 


(144) Km Da) 0 


gegeben.®”') Die Bedingung der Involution zweier linearer Komplexe 
lautet dann 


(145) Ia,,= 0, 


wobei ein linearer Komplex mit den Koordinaten a, durch eine Glei- 
chung der Form 
(146) Da,r, — 0 


gegeben ist und durch den Punkt (a,) auf R, abgebildet wird. Die 
Gleichung (146) kann aber auch als Gleichung der Polarhyperebene 
von (a,) bezüglich @,? gedeutet werden‘), und die Strahlen x, des 
linearen Komplexes sind das Schnittgebilde von (146) und (144), sind 
also eine M,” im R,.°°®) 

Nennen wir daher zwei Punkte (a,) und (x,) bezüglich @,? kon- 
Jugiert, wenn jeder auf der Polarhyperebene des anderen liegt, so ent- 
sprechen zwei involutorischen Komplexen (a,) und (x,) zwei konju- 
gierte Punkte im R,.%0) Zwei einander ergänzenden Gebieten ent- 
sprechen solche lineare Gebiete, die bezüglich @,? polar sind. 

e) Die Figur von sechs koreziproken Gewinden (Nr. 16 b) ist 
ein Analogon der vier Ecken eines Polartetraeders einer F,°. Insbe- 
sondere bilden die Komplexe x,— 0, die Fundamentalkomplexe®®), 
eine solche Figur‘®) und können alle reell sein, obgleich die Klein- 


677) Neben dieser Form X. ist diejenige wichtig, die aus drei positiven und 
drei negativen Quadraten besteht (Nr. 3b). Je drei Faiidamkätkikemplexe (vgl. c) 
sind jetzt rechts und links gewunden. F. Klein, H. G. 1, p- 193 f. 

678) Ist insbesondere der Komplex speziell, so ist (146) die Berührungshyper- 
ebene von @,? in (a,). 

679) Analog entspricht einem regulären Strahlennetz eine F,? in einem R, 
des R, (einem parabolischen Netz eine Kegelfläche). Die projektive Theorie der 
Regelflächen eines Strahlennetzes (der Netzflächen) füllt also mit der Theorie der 
Kurven auf einer Fläche zweiter Ordnung zusammen; (. Segre, G. R. Art. 112. 
Von diesem Standpunkt behandelt H. Mohrmann (Anm. 1441) die Netzflächen 
(Math. Ann. 73 [1913], p. 571). Grad, Rang und Geschlecht der Netzfläche bleiben 
bei ihrem Bilde ungeändert. $. auch III D 10, Differentielle Liniengeometrie. 

680) Ist insbesondere (x,) speziell, so sieht man, daß diejenigen Strahlen- 
gebüsche zu (a,) involutorisch sind, deren Träger zu (a,) gehören. Die Möglich- 
keit der in Anm. 624) erwähnten Abbildung wird jetzt selbstverständlich. 

681) F. Klein, L. K., p. 203; vgl. übrigens Anm. 683). Sie sind also durch 
die Gleichungen x,—= 0 unabhängig von einer Hyperfläche des R, definiert. 

682) Behält man dagegen die ursprüngliche Plückersche Fundamentalglei- 
chung bei, so ist die Fundamentalhyperfläche auf ein Koordinatenhexaeder des 
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schen Koordinaten mit den tetraedrischen durch keine reelle Trans- 
formation zusammenhängen.‘®®) 

Die sechs Fundamentalkomplexe bestimmen zu dreien 20 Regel- 
scharen (Nr. 17 a), die (zu zweien) auf den 10 Fundamentalflächen 
zweiten Grades liegen; zu zweien 15 Fundamentalnetze, somit 15 Paare 
von Brennlinien, die mit jenen Regelscharen die Kleinsche Konfigu- 
ration®%) bilden. Jede Einteilung der Fundamentalkomplexe in Paare 
bestimmt drei Paare solcher Brennlinien, welche die Paare von Gegen- 
kanten eines Fundamentaltetraeders sind. Solcher Tetraeder gibt es 
also 15. Ferner entsprechen einer Ebene E in den Fundamentalkom- 
plexen sechs Nullpunkte, die auf einer Linie zweiter Ordnung liegen *®°). 
Jedem dieser Nullpunkte entsprechen wieder außer E noch fünf wei- 
tere Nullebenen. Man erhält aber nur 15 neue Ebenen, da jede von 
ihnen für zwei der sechs Punkte in zwei verschiedenen Fundamental- 
komplexen als Nullebene auftritt. Nimmt man die Nullpunkte der 
neuen Ebenen hinzu, so ist das System geschlossen.) Im ganzen 
erhält man 16 Ebenen und 16 Punkte, die eine Konfiguration der- 
selben Art bilden”), wie die singulären Elemente einer Kummerschen 
Fläche (Nr. 36). 

d) Einer Kollineation 8 des R,, welche die @,° in sich selbst 
transformiert, entspricht eine Kollineation 8’ oder eine Korrelation 
unseres Raumes, je nachdem & beide Systeme von Ebenen der G/', 
einzeln als Ganzes ungeändert läßt) oder miteinander vertauscht.) 


R, bezogen, dessen Ecken auf ihr liegen und dessen Hyperebenen sie in je einer 
Ecke berühren (Analogon eines windschiefen Vierecks auf einer Fläche zweiten 
Grades). H. Mohrmann, Diss. p. 11. 

683) Man erhält z. B. ein System reeller Fundamentalkomplexe, wenn man 
die linken Seiten der in IITABT (E. Müller), p. 734 (Anm. 536) stehenden Glei- 
chungen Null setzt. 

684) F. Klein, L. K., Abschn. II; @. Königs, G. R., p. 100; über den Zusam- 
menhang mit der Theorie der Gleichungen sechsten Grades vgl. F. Klein, Math. 
Ann. 4 (1871), p. 350. 

685) F. Klein, L. K., p. 211; @. Lazzeri, Anm. 629). Hiervon ist ein Sonder- 
fall der Satz von J. H. Grace: Die Achsen von 6 koreziproken Schrauben sind 
zu 6 Erzeugenden eines Kegels zweiter Ordnung parallel; R. St. Ball, Trans. Ir. 
Ac. 31 (1901), p- 529; 32 (1903), p. 153. 

686) Die Geraden sondern sich in Gruppen zu 32, deren Koordinaten nur 
durch Vorzeichenänderungen auseinander hervorgehen (F. Klein, L. K., p. 209). 

687) Über diese beiden Konfigurationen und die zugehörigen Gruppen vgl. 
III AB 5a (Steinitz), Nr. 11 und 12. 

688) Die entsprechende Transformation heißt in diesem Falle eigentlich, im 
andern Falle uneigentlich. 

689) F. Klein, Math. Ann. 4 (1871), p. 403 und 5 (1872), p. 262, Anm,; 
C.Segre, Mem. Acc. Torino (2) 37 (1886), p. 395. Analog hängen die Kollineationen 
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Da eine solche $ (bei Verwendung Kleinscher Koordinaten) die Glei- 
chung (144) in sich überführen muß, erhält die Theorie der orthogo- 
nalen Substitutionen von sechs homogenen Veränderlichen auch für 
die Liniengeometrie Wichtigkeit.°) Nun wurden die Substitutionen, 
die eine M?_, in einem R, in sich transformieren, namentlich ®°*) von 
Ch. Hermite®”?), A. Cayley”°), G@. Frobenius®%*), A. Voss®?®), C. Segre®®), 
A. Loewy®®®), F. Lindemann‘”) studiert. Einige von diesen machen 
auch Anwendungen auf die Liniengeometrie und ermitteln z. B. den 
Zusammenhang der Üharakteristiken entsprechender 8 und 8’%%) und 
die invarianten linearen Komplexe (Nr. 6.d). 

e) Eine Fläche zweiter Ordnung kann man durch stereographische 
Projektion auf eine Ebene abbilden; analog kann man die @,? auf 
den Punktraum R, i. a. eindeutig abbilden.‘°®) Hierauf beruht der 
Zusammenhang der Liniengeometrie mit der metrischen Geometrie 
des R,. Dabei entsprechen den linearen Transformationen, welche die 
G,° in sich überführen, im R, die Bewegungen, Ahnlichkeiten und 
Transformationen durch reziproke Radien.''®) 

f) Wenn ein quadratischer Komplex @ durch 


(147) D(a,,:::2,) = 0 


und Korrelationen, die ein Gewinde gestattet (Nr. 6d), mit den Kollineationen 
zusammen, die eine M,° in sich überführen. 

690) A. Voss, Math. Ann. 13 (1878), p.354; Sitzungsb. Ak. München 26 (1896), p.1. 

691) Weitere Literatur in IIIC7 (Segre), Nr. 18; für die F,° in IIIC 2 
(Staude), Nr. 81, 82 und bei R. Sturm, Math. Ann. 26 (1886), p. 465. 

692) J. f. Math. 47 (1854), p. 318; für n—3. 

693) J. f. Math. 50 (1855), p. 288 — Coll. Pap. 2 (1889), p. 192. 

694) J. f. Math. 84 (1878), p.1. 

695) Anm. 689). Hier findet sich auch weitere Literatur und die geome- 
trische Deutung der von @. Frobenius (Anm. 694) gefundenen Bedingungen für 
die Elementarteiler der Determinante einer solchen &. 

696) Abh. Leop. Ak. Halle 65 (1896), p.1; mit geschichtlichem Überblick 
und besonderer Berücksichtigung der uneigentlichen Transformationen. 

697) Sitzungsb. Ak. München 26 (1896), p. 31. 

698) Wobei einer Charakteristik für 8’ mehrere solche für 8 entsprechen 
können. 

699) F. Klein, Math. Ann. 5 (1872), p.257. Andere Abbildungen des Linien- 
raumes auf den R, gaben: F. Aschieri, Mem. Acc. Line. (4) 4 (1887), p. 172; 
F. Chizzoni, Atti Acc. Gioenia (3) 20 (1888), p. 273; G. Loria, Giorn. di mat. 27 
(1889), p. 224; R. Schumacher, Math. Ann. 37 (1890), p. 100, s. Anm. 1259); M. Pa- 
nelli, Rend. Acc. Linc. (4) 6 (1890), p. 479; M. Pieri, Giorn. di mat. 28 (1890), 
pP. 209; E. Veneroni, Giorn. di mat. 36 (1898), p. 300. 

700) F. Klein, Anm. 699); dort auch die analogen Sätze über den Zusam- 
ınenhang einer M{_, im R, und der metrischen Geometrie des Ba; A: Gia- 
comin:, Anm. 543) 
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gegeben ist, so entspricht ihm im R, der Schnitt von (147) mit (144), 
also eine M,*. Die Untersuchung von ® kommt so darauf hinaus, 
den Schnitt zweier quadratischen Gebilde zu studieren.’') Analog ist 
in unserem Raume das Problem, die Schnitte zweier Flächen zweiter 
Ordnung samt allen ihren Ausartungen zu untersuchen.’®) Z. B.: Wie 
es hier im allgemeinsten Falle im Büschel von Flächen zweiter Ord- 
nung vier Kegelflächen gibt, deren Scheitel die Ecken des gemein- 
samen Polartetraeders aller Flächen des Büschels sind, so gibt es dort 
im Büschel 

(148) o—ıX\=0, 

wenn dessen Determinante für sechs getrennte Werte A verschwindet’), 
sechs Hyperflächen mit je einem singulären Punkt, der bei passender 
Wahl der Koordinaten das Bild eines Fundamentalkomplexes ist, so 
daß man für ® die vereinfachte Form 


(149) o— Da, 


voraussetzen kann.’%) Analog ist, wenn (147) vom n“" Grade ist, 
der entsprechende Komplex ® als Schnitt K,?" der Hyperflächen @,? 
und ®,” abgebildet. 

g) Ein weiteres Beispiel bildet die Theorie der Regelflächen '"°), 
die in dieser Auffassung Kurven auf @,? des R, sind. Nun lauten 
Sätze von W. K. Clifford'®): Eine Kurve »-ter Ordnung liegt immer 
in einem Raume von (höchstens) nt” Dimension. Liegt sie in keinem 
Raum niedrigerer Dimension, so ist sie rational; liegt sie aber in 
einem R,_,, so kann sie auch vom (eschlecht eins sein. Die Über- 
tragung in die Liniengeometrie””) ergibt: Die Regelflächen fünfter 
Ordnung, die in keinem linearen Komplex liegen, sind rational; die- 


701) Vgl. F. Klein, Diss. Über die weitere Verfolgung dieses Gedankens 
s. Nr. 82. 

702) III C 2 (Staude), Nr. 6°— 13. 

703) Dann heiße der Komplex von der Gattung eins. Diese Komplexe wer- 
den häufig allgemein genannt, was gewisse Übelstände mit sich bringt: Z. B. 
müßten diejenigen harmonischen Komplexe (Nr. 38), die von der größtmöglichen 
Parameterzahl abhängen, dann zugleich (als von der Gattung eins) allgemein und 
(als bloß von 17 Konstanten abhängig) speziell genannt werden. 

704) F. Klein, Diss. Hierdurch ist ® auf ein Polarsimplex (II C 7 (Segre), 
Nr. 11) bezogen. 

705) Vgl. auch schon Anm. 679) und C. Segre, Atti Acc. Torino 19 (1884), 
p- 355. 

706) Phil. Trans. 1878, p. 663 — Math. Pap. (London 1882), p. 305. 

707) Vgl. z. B. Jessop, L. C., p. 320. Die Klassifikation der rationalen Regel- 
flächen fünfter Ordnung unternahm von diesem Gesichtspunkt G. Marletta, Rend. 
cire. mat, Palermo 19 (1905), p. 115. 
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jenigen, die in einem einzigen linearen Komplex liegen, sind entweder 
rational oder elliptisch. Ebenso kann man die in Nr. 11d) erwähn- 
ten Sätze über Regelflächen dritter und vierter Ordnung ableiten.’%) 
Die abwiekelbaren Regelflächen der ersten 7 Ordnungen behandelt 
von diesem Standpunkt H. Mohrmann.'®®) 

h) Zwei algebraische Gleichungen in Punktkoordinaten können, 
auch wenn beide irreduzibel sind, doch ein zerfallendes Gebilde dar- 
stellen, z. B. kann der Schnitt zweier Flächen zweiter Ordnung aus 
einer gemeinsamen Erzeugenden und einer Kurve dritter Ordnung be- 
stehn; um diese als Schnitt algebraischer Flächen rein darzustellen, 
"muß man eine dritte Fläche zweiter Ordnung, d.h. im ganzen drei 
Gleichungen, zu Hilfe nehmen.'!°) Analog haben wir in-der Linien- 
geometrie außer der Komplexgleichung n»*" Grades immer die Be- 
ziehung (144). Aber hier kann jeder algebraische Komplex !!) immer 
durch eine einzige Gleichung, die zu (144) hinzutritt, rein dargestellt 
werden.‘'?) 

Ebenso kann jede algebraische Kongruenz eines Strahlengewindes 
(aber nicht eines Strahlengebüsches) als vollständiger Schnitt desselben 
mit einem anderen algebraischen Komplex erhalten werden.’"?) 

i) Will man die Schraubentheorie in analoger Auffassung ent- 
wickeln, so muß man entweder in einen sechsdimensionalen Raum 
aufsteigen oder den Punkten des fünfdimensionalen Raums noch 
Zahlen (Gewichte) zuordnen.’!) 


23. Verallgemeinerung auf den R,.'”) a) Zwischen den Ko- 


ordinaten fr | 1 
Pe 0 ee Ba Kirk )| 
Ir k+1 


108) C. Segre, G. R., wo diese Methode überhaupt auf die Regelflächen drit- 
ter und vierter Ohne angewendet ist (p. 97—100, 103, 106, 130). S. auch 
E. J. Dijksterhwis, Nieuw arch. voor wisk. (2) 13 (1920), p. 267. 

709) Math. Abh., H. A. Schwarz zu seinem 50j. Dr.-Jub. gewidmet, Berlin 
1914, p.291. S. auch Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 24 (1915), p. 73. 

710) Mitunter braucht man sogar vier Gleichungen zu einer solchen Dar- 
stellung einer Raumkurve; K. Th. Vahlen, J. f. Math. 108 (1891), p. 346. 

711) Er wird auf diesem Standpunkt nicht mehr durch eine Gleichung (37) 
definiert (sonst: wäre der Satz eine Tautologie), sondern als dreidimensionales 
algebraisches Gebilde auf @,°; vgl. II C 7 (Segre), Nr. 6. 

712) F. Klein, Math. Ann. 22 (1883), p. 234; auch schon Gött. Nachr. 1872, 
p: 164. 

713) F. Klein, Gött. Nachr. 1872, p. 173. 

714) Ch. J. Joly, Trans. Ir. Ac. 32 A (1903), p. 61. 

715) Dieser Gegenstand ist schon in III C 7 (Segre), Nr. 11,22, 45 behandelt. 
Wir haben uns also auf einige Ergänzungen zu beschränken, wobei kleinere 
Wiederholungen unvermeidlich sind. 
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eines R, im R,''®) bestehen A — (k + 1)(r — k)— 1 unabhängige 
Beziehungen, die als quadratische angenommen werden dürfen.'!?) Wir 
sagen ferner, zwei lineare Räume haben miteinander die Inzidenz u, 
wenn ein gemeinsamer Schnittraum der Stufe u vorhanden ist.’4#) 

b) Die Gleichung des Nullsystems 


(150) Be zy=V Gk=0,1,...n; a,= — q,,) 


wird durch Einführung der Strahlenkoordinaten p,, = 2,9, — %,y, zur 
Gleichung des entsprechenden linearen Komplexes 


(151) 3 Da, 0. 

Nullsystem und linearer Komplex heißen ausgeartet oder regulär, je 
nachdem die schiefsymmetrische Determinante 

(152) au] =A 

verschwindet oder nicht.'!”) Den Namen Strahlengewinde oder Gewinde 
behalten wir (wie im R,) für die regulären linearen Komplexe vor; 
solche gibt es also nur bei ungeradem n. Ein linearer Komplex ist 
eine Mannigfaltigkeit von 00?”-° Geraden und hängt von (a +1), — 1 
Konstanten ab. 

Einem R, entspricht vermöge des zum Gewinde gehörigen Null- 
systems ein R,_,_,, und diese beiden Räume haben, je nachdem % 
gerade oder ungerade ist, eine ungerade oder gerade Inzidenz. Wenn 
ferner n— 2q+ 1 gesetzt wird und % diejenige der beiden Zahlen 
k,n—k—1 ist, welche q nicht überschreitet, so kommen sowohl 
bei den R, als bei den R,_,_, alle Inzidenzen vor,“die der obigen 
Bedingung genügen und k + 1 nicht überschreiten. Durch einen be- 


716) Über die Bezeichnung vgl. Anm. 670). 

717) II AB 7 (E. Müller), p. 739. Der dort (namentlich Anm. 559) angege- 
benen Literatur kann man hinzufügen: E. D’Ovidio, Atti Ace. Line. (3) 1 (1877), 
p. 929, im Auszug: Math. Ann. 12 (1877), p. 403; J. Deruyts, Bull. Ace. sc. Belg. (8) 
23 (1892), p. 507; W. H. Young, Proc. London math. soc. 29, II (1898), p. 478; 
30 (1899), p. 54; L. Autonne, J. Ee. Polyt. (2) 11 (1906), p.109; E. Bertini, Intro- 
duzione alle geom. proj. degli iperspazi, Pisa 1907, p.37. Für den R, s. auch 
W. Spottiswoode, Paris C. R. 76 (1873), p. 1189; G. Castelnuovo, Atti Ist. Ven. (7) 
2 (1891), p. 855; W. H. Young, Atti Acc. Torino 34 (1899), p. 596, wo auch die 
Konstantenzahlen der Komplexe nter Ordnung im R, bestimmt sind; für den 
R, vgl. O. Landsberg, Diss. Breslau 1889. S. auch III C 7 (Segre), Anm. 79), 80). 

718) Zwar ist sonst in diesem Gebiete die Angabe der Dimensionen üblicher 
als die der Stufen. Aber bei den Inzidenzen würde dies zum Übelstand führen, 
daß Räume von der Inzidenzdimension Null (d. h. mit gemeinsamem Punkt) von 
solchen mit keiner Inzidenz zu unterscheiden wären, welch letzteren man die 
Inzidenzzahl minus eins beilegen müßte, während bei Zählung nach Stufen der 
Ausdruck „Räume ohne Inzidenz“ unzweideutig ist. 

719) III C 7 (Segre), Nr. 11. 
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stimmten R, mit der Inzidenz u gehen, wenn k<g und u>0 ist, 
zweierlei R,,,, nämlich solche mit der Inzidenz u — 1 und solche 
mit der Inzidenz « + 1; wenn jedoch « = 0 ist, bloß die letzteren.”?%) 
Wenn k<<g ist, gibt es Räume R,, die ganz in ihren entsprechen- 
den liegen; es sind die Leiträume (III C 7 (Segre), Nr. 22). Die Inzi- 
denzräume (d. h. die Schnitte entsprechender Räume) sind stets Leit- 
räume. 

Durch passende Wahl des Koordinatensystems kann man folgende 
kanonische Darstellung eines regulären Nullsystems (s. Nr.6b) er- 
halten ’?9): 

(153) eo, = (— 1z,_, (A=0,1,-..%) 


Ein solches gestattet eine 4+{n + 1) (n + 2)-gliedrige projektive Gruppe; 
sie enthält dreigliedrige Untergruppen, die nichts Ebenes, d. h. keine 
linearen Gebiete, invariant lassen.’??) 

Eine F,” kann durch zwei korrelative Bündel erzeugt werden. 
Die analoge Erzeugung einer F?_, und ihre Beziehung zu den Null- 
systemen im R, hat R. Mehmke untersucht.?”°) 

ec) Wenn A den Rang »n + 1— h hat, so befinden sich ebenso 
viele unabhängige unter den Gleichungen 


(154) Da, — 0 G=0,1,-:-:.n). 
k 


Sie bestimmen den singulären Raum oder Zentralraum des Komplexes, 
der jetzt h-fach singulär heißt.') Die Nullhyperebenen seiner Punkte 
werden unbestimmt, während diejenigen aller übrigen Punkte durch 
ihn gehen. Der Hauptfall bei geradem n sind die einfach singulären 
Komplexe, deren singulärer Punkt auch Mittelpunkt‘*) oder Brenn- 
punkt'?) heißt. Man erhält eine kanonische Darstellung einer h-fach 





720) K. Zindler, Sitzungsb. Ak. Wien 101, IIa (1892), p. 215. 

721) E. Bertini, Introd. alla geom. proj. degli ipersp., Pisa 1907, p. 106. 
Ähnlich schon bei P. H. Schoute, Mehrdim. Geom. 1 (Samml. Schubert, 35), Leipzig 
1902, p.247 und Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 223. 

722) @. Kowalewski, Ber. Ges. Wiss. Leipzig 54 (1902), p. 371; weitere Eigen- 
schaften dieser Gruppe ebenda 58 (1906), p. 237. 

723) Da jedoch eine schiefsymmetrische Determinante nach einem Satz von 
@. Frobenius (J. f. Math. 82 (1877), p. 230) nur einen geraden Rang haben kann, 
ist A bei geradem n ungerade und umgekehrt. Nach jener Zählung müßte also z. B. 
ein Strahlengebüsch im R, schon zweifach singulär heißen. Deshalb haben manche 
Autoren eine andere Zählung (III C 7 (Segre), Anm. 193) eingeführt, z.B. E. v. 
Weber (Ber. Ges. Wiss, Leipzig 52 [1900], p. 188); H. Rothe (Sitzungsb. Ak. Wien 
121, a [1912], p. 1015 und Arch. Math. Phys. [3] 20 [1913], p. 210). 

724) @. Castelnuovo, Atti Ist. Ven. (7) 2 (1891), p. 855. 

7125) R. Weitzenböck, K. S., p. 100. In diesem Werk werden namentlich 
(4. und. 5. Abschn.) die linearen Komplexe des R; und R, mit symbolischen Me- 
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singulären Korrelation im R,,,, wenn man den Gleichungen (153) 
noch hinzufügt?®): 


(155) 0&,,,= 0 = 2,2. 


d) Die gemeinsamen Strahlen aller Komplexe eines Büschels bil- 
den ein lineares Strahlensystem im R,.””') Die Komplexnetze (dreistu- 
figen linearen Gebiete) im R, wurden außer von @. Oastelnuovo '*) 
auch von R. Weitzenböck"®®) untersucht. 

Man kann die Koordinaten eines linearen Komplexes im R, (die 
Koeffizienten seiner Gleichung) als homogene Punktkoordinaten ın 
einem Raum der Dimension m = (n + 1), — 1 betrachten und dann 
nach den Mannigfaltigkeiten in diesem R,, fragen, die den singulären 
Komplexen einer bestimmten Art entsprechen. Hiermit befaßt sich 
F. Palatini.‘®) Verwandte noch allgemeinere Fragen behandeln 
C. Segre’?®) und @. Z. Giambelli.'?*) 

e) Die Mannigfaltigkeit der S, im R, ist eine (n — k)(k + 1)- 
fache. Durch Gleichungen zwischen den Koordinaten eines S, werden 
Teilgebiete herausgehoben. Für den R, wurde die Untersuchung dieser 
Gebilde für den Fall linearer Gleichungen auch für k > 1 von O. Lands- 


thoden untersucht. Für den R, s. auch Rend. Circ. mat. Palermo 31 (1911), p. 300; 
hier werden auch die dualen Gebilde, die Ebenenkomplexe des R,, behandelt, 
ferner die Kollineationen und Invarianten, die sich ergeben, wenn man gleich- 
zeitig einen Linienkomplex und einen Ebenenkomplex betrachtet. 

726) E. Bertini (Anm. 721), p. 108. 

727) Solche Strahlensysteme wurden für den R, von @. Castelnuovo (Ann. 
724), für den R, von @. A. Bordiga (Atti Ist. Ven. (6) 4 (1885), p.163); K. Zind- 
ler (Anm. 720); 8. Kantor (Sitzungsb. Ak. Wien 112, IIa [1903], p. 815) untersucht. 
Die letzte Arbeit behandelt u. a.: Besondere Komplexbüschel; Kollineationen, die 
sich aus zwei Nullsystemen zusammensetzen lassen; Gruppen paarweise vertausch- 
barer Nullsysteme; Apolaritätstheorie der Strahlenkomplexe; Zusammensetzung 
eines Nullsystems und eines Polarsystems; Kollineationen, Polarsysteme und Null- 
systeme, die ein Gewinde in sich überführen; die Leiträume eines oo4-Systems 
von linearen Komplexen. Diese Untersuchungen wurden zum Teil im Hinblick 
auf ihren Zusammenhang mit der Theorie der Pfaffschen Systeme unternommen, 
mit der sich S. Kantor ebendort (p. 755) befaßt hat. 

728) K. $8., p.112 und Monatsh. Math. Phys. 21 (1910), p. 103. 

729) Atti Acc. Line. (5) 11, 1(1902), p. 315; für den R, schon Atti Ist. Ven. 
59 (1900), p. 861 und für den R, ebendort 60, 2 (1901), p. 371. Den Komplexen 
mit einem singulären S, entspricht z. B. für n—5 im R,, eine M},, denjeni- 
gen mit einem singulären $, eine M,'*. Er bestimmt auch den Grad der Mannig- 
faltigkeit der Bilder solcher Komplexe, deren singuläre Räume gewissen Inzidenz- 
bedingungen mit gegebenen Räumen genügen. 

730) Bend. Acc. Line. (5) 9, II (1900), p. 253. 

731) Rend. Acc. Line. (5) 14, II (1905), p. 570, 660; Atti Ace. Torino 41 (1906), 
p- 102. : 
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berg”®?) und R. Weitzenböck"??) begonnen. Man kann sie auch auf dem 
Boden der Ausdehnungslehre definieren und untersuchen.”*) 

Auch durch Verfolgung mechanischer”®®) und kinematischer Ana- 
logien kommt man zur Theorie der linearen Komplexe im R,: Die 
Beweglichkeit eines regulären Nullsystems in sich selbst deckt sich 
mit der allgemeinsten Bewegung im R,"®); auch bei einer solchen 
Schraubenbewegung im R, bilden die Normalen der Punktbahnen ein 
Gewinde.’?”) 

f) Anders wird die Bezeichnung Komplex von @. Bordiga’®) und 
E. Aseione‘®”) verwendet, nämlich für ein System von 003 Geraden 


732) Diss. Breslau 1889, p. 41. Ein linearer Ebenenkomplex kann durch 


eine trilineare Gleichung : 
2 0:r:1ı%:- WU. 2: = 0 
ir Ti Ya ?ı 


definiert werden, wobei ,,=—4,,=—q4,;,=::- ist. Die Ebenen durch 
einen Punkt erhält man durch Verbindung mit den Strahlen eines linearen 
Komplexes. 


733) K.S., p.134. Da im R, die Ebenen den Geraden dual sind, ergibt 
sich hier noch nichts für dieses Gebiet Kennzeichnendes (vgl. übrigens C. J. 
Keyser, Am. J. of math. 25 (1903), p. 301); der einfachste Fall sind vielmehr die 
Ebenenkomplexe im R,. 

734) E. Müller, Sitzungsb. Ak. Wien 118, Ila (1909), p. 1047. Ein Komplex 
kann durch dieselbe Gleichung wie in Anm. 220) dargestellt werden, wobei jetzt 
C eine (i. a. zusammengesetzte) Größe n — 2ter Dimension, eine Komplexgröße, 
bedeutet; vgl. auch H. Rothe, Anm. 723). 

735) Hierüber vgl. III C 7 (Segre), Anm. 317) und P. H. Schoute, Arch. Neerl. 
des sc. (2) 6 (1901), p. 193; H. Rothe, Anm. 723). 

736) P. H. Schoute, Ann. &c. polyt. Delft 7 (1892), p. 139. Auch hier werden 
für die allgemeinste Dislokation im R, Normalformen gegeben (im übrigen wurde 
über diesen Gegenstand schon in III C 7 (Segre), Nr. 4 berichtet); vgl. auch Jahresb. 
Deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 223. Dieselbe Frage behandelt mit Methoden 
der Ausdehnungslehre E. Rath, Math.-naturw. Mitteil. (2) 10 (1908), p.1. 

737) P. H. Schoute, Anm. 736); J. Eiesland, Am. J. of math. 26 (1904), 
p. 103; hier ist am Schluß von I, p. 113 einiges zu berichtigen. 

738) Atti Ist. Ven. (6) 6 (1888), p. 919 (einige Berichtigungen im Referat von 
@. Loria, Jahrb. Fortschr. d. Math. 20, p. 657). Nach einigen allgemeinen Be- 
trachtungen über die Fälle ß), y) der Anm. 740) untersucht er besonders ein 00°- 
System erster Ordnung und vierter Klasse, das von denjenigen Sehnen einer 
Normalfläche dritter Ordnung im R, gebildet wird, die eine bestimmte Ebene 
schneiden. Singuläre Elemente dieses Systems; Regelfliche der Trefflinien eine: 
Geraden; Kongruenz der Trefflinien einer Ebene; Abbildung auf einen R,; Pro- 
jektion aus einem Punkt in einen R,, wodurch ein Komplex vierten Grades entsteht. 

739) Atti Acc. Line. (5) 6 (1897), p.162, 240. Er untersucht diejenigen Sy- 
steme der Ordnung eins, die aus den Trisekanten einer irreduzibeln Fläche Fir 
des R, bestehen, und findet n=4,5,6 als mögliche Werte und für jeden Wert 
eine Fläche. Diesen drei Fällen hat F. Severi (Rend. Cire. mat. Palermo 15 [1901], 
p- 46) einen vierten hinzugefügt. Die Punkte der Fläche sind singulär, indem 
durch einen solchen ein ganzer Kegel von Systemstrahlen geht. 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 2, 71 
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des R,; sie bezeichnen als Ordnung desselben die Zahl der Geraden 
durch einen Punkt, als Klasse den Grad der Regelfläche, die davon 
einem R, angehört. Die algebraischen o°-Systeme der Ordnung eins 
des R, untersucht @. Marlett« und findet (abgesehen vom Strahlen- 
bündel) vier Typen.) @. Aprile behandelt das System der oo? Ge- 
raden im R,, die durch zwei kollineare R, erzeugt werden.’t!) 


Im Zusammenhang mit einem System von drei Pfafjschen Glei- 
chungen mit 14-gliedriger Gruppe“) hat F. Engel auf der M,? des 
R, ein dem Strahlengewinde analoges Gebilde gefunden.'*) 


II. Algebraische Komplexe. 


24. Allgemeine Theorie der algebraischen Komplexe.‘*') a) Die 
algebraischen Komplexe »‘" Grades (Nr. 4b) hängen von 


n—+5 n+ 3 
| 5 ) u | 5 ) is 
wesentlichen Konstanten ab’“), also die quadratischen von 19 Kon- 
stanten.’*) Jeder algebraische Komplex kann immer vollständig durch 
eine einzige algebraische Gleichung in den 6 Linienkoordinaten dar- 


gestellt werden’!2). Die Gleichung eines irreduziblen Komplexes X 
sei in Plückerschen Koordinaten p oder in Kleinschen Koordinaten x 


(156) Fip,:.. Pe) = Dz,..,%)=0, 


wobei F und ® irreduzible ganze rationale Funktionen sind. Wenn 


740) Rend. Circ. mat. Palermo 28 (1909), p. 353; mit einem Nachtrag Atti 
Acc. Gioenia (5) 3 (1910). Das System kann nämlich «) aus den Trisekanten einer 
irreduzibeln Fläche bestehen, oder ß) seine Geraden treffen eine irreduzible Fläche 
zweimal und eine andere einmal, oder y) sie treffen drei verschiedene solche 
Flächen je einmal, oder d) sie verbinden die Punkte einer Fläche mit denen 
einer Kurve. Er behandelt auch die Systeme der Ordnung zwei (Rend. Circ. mat. 
Palermo 38 [1914], p. 43), besonders diejenigen der Klasse vier; Atti Ace. Gioenia 
(5) 6 (1913), Nr. 1; s. auch Giorn. di mat. 50 (1912), p. 17. 

741) Atti Ace. Gioenia (5) 6 (1913), Nr. 14. 

742) Über diese Gruppe s. auch @. Kowalewski, Ber. Ges. Wiss. Leipzig 54 
(1902), p. 371. 

743) Ber. Ges. Wiss. Leipzig 52 (1900), p. 63, 220; es besteht aus 00° Ge- 
raden, von denen durch jeden Punkt der M,* ein ebener Büschel geht, und kann 
durch eine rationale Kurve R,° des R, analog definiert werden, wie das Ge- 
winde des R, durch eine kubische Raumkurve (Nr. 9, 12). 8. auch W. Reichel, 
Diss. Greifswald 1907. 

744) S. auch Nr. 41. ' 

745) J. Lüroth, J. f. Math. 67 (1867), p. 1380; F. Klein, Diss. 

746) J. Plücker, N. G., p. 150: 
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alle. Komplexkegel'*’) eines irreduzibeln algebraischen Komplexes K 
reduzibel sind, so besteht K aus den Tangenten einer irreduzibeln ' 
algebraischen abwickelbaren Fläche, und dual. 8) 

Die Symbole F, und ®, mögen partielle Ableitungen nach P; 
und , bedeuten. Ein Komplexstrahl heißt singulär oder regulär, je 
nachdem für ihn 


(157) FF, + FF+ FF = 0 


ist oder nicht‘) Für Kleinsche Koordinaten heißt das Kennzeichen 
der singulären Strahlen ’’®); 


6 
(158) Sa=0. 


b) Es sei jetzt a>1. Ein Punkt, dessen Komplexkegel (Nr.4 b) 
eine Singularität (einen Doppelstrahl, Rückkehrstrahl oder mehrfachen 
Strahl) hat, heißt") ein singulärer Punkt; eine Ebene, deren Kom- 
plexkurve als Strahlengebilde eine Singularität (eine Doppeltangente, 
Wendetangente oder mehrfache Tangente) hat, heißt eine singuläre 
Ebene. Auf einem regulären Komplexstrahl p liegt kein solcher sin- 
gulärer Punkt, für dessen Komplexkegel der singuläre Strahl nach p 
fiele (und dual entsprechend). Mit anderen Worten: Die Komplex- 
kegel aller Punkte von p» haben längs p eine einzige bestimmte Be- 
rührungsebene. 


Bewegt sich ein Punkt y längs eines regulären Komplexstrahles P, 
so dreht sich die Berührungsebene «, die der Komplexkegel von y 
längs p hat, um p. Das Ebenenbüschel « ist zur Punktreihe y pro- 
jektiv.””®) Dual: Der Komplexkurve in « ist auf p ein Berührungs- 
punkt zugeordnet. Diese Zuordnung zwischen Reihe und Büschel 


747) Führt man für die p die Ausdrücke aus der Gleichung (1) der Nr. 1b 
in (156) ein, hält etwa die x, fest und läßt die y; veränderlich, so hat man die 
Gleichung des Komplexkegels des Punktes (x). Man kann sie wegen 

HT TEN ST Yu — u) 
sofort so schreiben, daß die y nur in den Differenzen Y, — %, &uftreten; 
s..J. Plücker, N.G., p. 310. 

748) S. Lie, Ber. Ges. Wiss. Leipzig 49 (1897), p. 701. 

749) J. Plücker, N.G., p. 296. 

750) F. Klein, Math. Ann. 5 (1872), p.286. Über allgemeine Koordinaten 
vgl. etwa C©. M.Jessop, L. C., p. 308. 

751) Die Namen stammen schon von J. Plücker, N.G., p. 296. 

752) M.Pasch, H.S.; A. Voss, K. u. K.,:p. 63. Für quadratische Komplexe 


in anderer Fassung schon bei J. Plücker, N.G., p. 187, Anm. 
TER 
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ist dieselbe wie früher”®) und heißt die Hauptkorrelation des Strah- 
les p.'°%) 
Ihre analytische Darstellung lautet): 


eu, = I4PR -—yR—-ur 
(159) 0u—=yF, RES yıl: 
ww=yR+yHF, u 


w=yR—yF+Y%F, 
wobei in die F, die Koordinaten von p einzusetzen sınd. 

Wenn die Hauptkorrelationen zweier Komplexe in einem gemein- 
samen regulären Strahl p involutorisch sind, so heißen die Komplexe 
bezüglich p involutorisch.””) Wenn das für jeden gemeinsamen Strahl 
stattfindet, heißen die Komplexe involutorisch.”') 

ec) Für einen singulären Komplexstrahl s lassen sich die Werte 
der F,, wenn sie nicht alle verschwinden, als Koordinaten (q, ,,) einer 
Geraden q deuten.) Wenn y von s verschieden ist, heißt s ein ge- 
wöhnlicher singulärer Strahl. Dann haben s und g einen s zuge- 
hörigen”®®) oder zugeordneten“) singulären Punkt S gemein und liegen 
in einer singulären s zugeordneten Ebene 6; S ist der einzige Punkt 
auf s, dessen Komplexkegel einen solchen singulären Strahl hat, der 
gerade nach s fällt (und dual). Allen übrigen Punkten von s ist 6 
als Berührungsebene ihrer Komplexkegel längs s zugeordnet‘“'), und 


753) Auch losgelöst von obigem Zusammenhang kann man sagen: Wählt 
man einen Punkt P der Komplexkurve C einer Ebene E, so bexührt der Kom- 
plexkegel von P die Ebene E längs der Tangente von C in P, und dual; vgl. 
R. Sturm, L. G.3, p.1. 

754) In der Differentialgeometrie werden noch andere Korrelationen um pP 
definiert. Die Strahlenbüschel (y, w) der Hauptkorrelation bilden sich im R, als 
die Erzeugenden einer Kegelfläche ®} ab (H. Mohrmann, Diss., p. 20). 

755) K. Zindler, L. 6.2, p.148; die rechten Seiten dieser Gleichungen. treten 
bei M. Pasch (Anm. 752) auf. 

756) F'. Klein, Gött. Nachr. 1871, p. 73; Math. Ann. 5 (1872), p. 272; KR. Sturm, 
L.G.3, p.36. S. auch Anm. 1265). 

757) A. Voss, K.u.K., p.84. In diesem Sinne sind zu einem quadratischen 
Komplex der Gattung eins (Anm. 703) seine sechs Fundamentalgewinde (Nr. 22c 
und 32 c) involutorisch. 

758) M. Pasch, J.f. Math. 76 (1873), p. 161. 

759) J. Plücker, N.G., p. 296. Dies ist die Definition der singulären Punkte 
bei Plücker. Wenn y mit s zusammenfällt oder alle F, verschwinden, muß 
man folgerichtig auch nach dieser Definition jeden Punkt von s zu den singu- 
lären zählen. Dann ergibt sich ihre Äquivalenz mit der im Text gegebenen 
Definition aus den sogleich folgenden Sätzen. 

760) F. Klein, Math. Ann. 5 (1872), p.286. 

761) Für gewisse quadratische Komplexe schon bei @. Baitaglini, Aum., 834). 
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zwar immer noch durch die Gleichungen (159), die aber jetzt nicht 
nach den y auflösbar sind, weil ihre Determinante verschwindet, wenn 
man in die F', die Koordinaten von s einsetzt. $ ist der einzige 
Punkt auf s, für dessen Koordinaten die rechten Seiten von (159) alle 
verschwinden, also « unbestimmt wird.’®) Allen Ebenen durch s 
(außer 6) ist Sals Berührungspunkt ihrer Komplexkurven zugeordnet.’P®) 
Ein gewöhnlicher singulärer Strahl wird in einen Punkt x des 
R, abgebildet, dessen ®,” berührende Hyperebene (Nr. 22f) auch @,? 
in einem von x verschiedenen Punkte z berührt. Die verbindende 
Punktreihe (x,2) liegt ganz auf @,? und bildet die Strahlen des 
Büschels (S, 6) ab’%), die dem singulären Punkt zugeordnet heißen.’®°) 
Wenn q mit s zusammenfällt, d.h. wenn 


(160) F',(p) — 0P,+3 D(z,) = 0T,, 


oder wenn alle F', verschwinden’), heißt s ein höherer singulärer 
Strahl.”*”) Ein solcher ist für den Komplexkegel jedes seiner Punkte 
doppelt oder mehrfach (und dual). Der gewöhnliche Fall sind die 
Doppellinien‘®) oder Doppelstrahlen”®) oder .Doppelgeraden; sie sind 
zugleich Doppelkanten der Komplexkegel ihrer allgemeinen Punkte”) 


762) Z.B. K. Zindler, L.G.2, $ 39. 

763) Der in Anm. 754) erwähnte Kegel zerfällt hier in zwei Ebenen, von 
denen die eine das Strahlenbündel S, die andere das Strahlenfeld o abbildet; 
H,.Mohrmann, Diss., p. 21. 

764) H. Mohrmann, Diss., p. 70; (x, 2) ist die Schnittlinie der beiden in 
Anm. 763) erwähnten Ebenen. 

765) F. Klein, L. K., p. 223. 

766) Die Gleichung des Komplexes läßt sich stets so schreiben, daß für 
einen bestimmten etwa vorhandenen höheren singulären Strahl alle F', ver- 
schwinden (K. Zindler, L.G.2, p. 144); vgl. auch Anm. 943). 

767) Nicht zu verwechseln mit den gewöhnlichen singulären Strahlen höherer 
Ordnung eines quadratischen Komplexes; Nr. 32 h). 

768) .J. Plücker, N.G., p.296; H. Mohrmann, Diss., p. 85. 

769) In der Literatur werden meist die höheren singulären Strahlen unter- 
schiedslos Doppelstrahlen genannt; dies ist ebenso ungenau, als wenn man alle 
singulären Punkte einer ebenen Kurve (auch die mehrfachen Punkte) Doppel- 
punkte nennen wollte. Vielmehr wird man einen Strahl, dessen Vielfachheit i. a. 
für die Komplexkegel seiner Punkte m ist, besser einen m-fachen nennen; er 
kann einzelne Punkte enthalten, für deren Komplexkegel die Vielfachheit noch 
größer ist. Man wird auch definieren können: Ein Strahl ist m-fach, wenn in 
jedem Strablbüschel, dem er angehört, (mindestens) m Strahlen des Komplexes 
in ihm zusammenfallen. 

770) ‚Während also für einen gewöhnlichen singulären Strahl die Haupt- 
korrelation singulär wird, tritt bei einem Doppelstrahl d eine Korrespondenz 
(2,2) an ihre Stelle; in ihr entsprechen einem Punkt P die beiden Berührungs- 
ebenen, die der Komplexkegel von P längs d hat, und dual; über ihre Auf- 
findung vgl. K. Zindler, L.G.2, $ 57. 
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(und dual). Ein Komplex hat nur in besonderen Fällen höhere singu- 
läre Strahlen; es ist für ihn eine einfache Bedingung, einen Doppelstrahl 
zu haben.’”"!) Ein solcher ist i. a. für vier seiner Komplexkegel Rück- 
kehrkante, und dual.''*) 


Ein Komplex, dessen sämtliche Strahlen singulär sind, heißt 
singulär und besteht entweder aus den Tangenten einer Fläche oder 
den Trefflinien einer Kurve.’’®) Von diesen Fällen’) abgesehen, bilden 
die singulären Strahlen eines Komplexes als dessen Schnitt mit (157) 
eine Kongruenz 5) von der Ordnung und Klasse 2n(n—1), die 
Singularitätenkongruen2. 


d) Der Ort der singulären Punkte eines Komplexes ist"’*) eine 
Fläche und mit dem Umhüllungsgebilde der singulären Ebenen iden- 
tisch.) Diese Fläche heißt Singularitätenfläche”®) oder singuläre 
Fläche”®), sie hat"®) die Ordnung und Klasse 2n(n—1)’, den 
Rang’®!) 2n(n—1)(n"’—n+-1) und ist der eine Mantel der Brenn- 
fläche”s®?) der Singularitätenkongruenz; der andere Mantel heißt akzes- 


771) J. Plücker, N.G., p. 297. 

772) H. Mohrmann, Diss., p- 86. 

773) F. Klein, Math. Ann. 5 (1872), p. 287; A. Voss, Gött. Nachr. 1875, 
p.101; Math. Ann.13 (1878), p. 232; H. Mohrmann, Diss., p.92. Auch A. Cayley 
hatte schon [Quart. J. 3 (1860), p. 225 und 5 (1862), p. 81 = Coll. Math. P.A4 
(1891), p. 446 und 490] diesen Gegenstand behandelt; vgl. auch Anm. 95) und 
Nr. 41 b). 

774) Im ersten Fall ist der Berührungspunkt mit der Fläche ‚der zugeordnete 
Punkt des Komplexstrahles.. Der Komplex der Trefflinien einer algebraischen 
Raumkurve ist in höherem Grade singulär: Die Kurvenpunkte sind Hauptpunkte 
(Nr. 4b). Alle Punkte und Ebenen des Raumes sind singulär, die ersteren des- 
halb, weil durch jeden Punkt Bisekanten der Raumkurve gehen, welche Doppel- 
linien der Komplexkegel sind. 

775) J. Plücker, N.G., p- 296. 

776) Mit der in Anm. 774) erwähnten Ausnahme. 

777) Für die quadratischen Komplexe bei F. Klein in J. Plückers N. G., 
p. 315, allgemein bei M. Pasch, H. $., p. 9 und genauer J. f. Math. 76 (1873), 
p. 156). Andere Beweise bei L. Geisenheimer, Ztschr. Math. Phys. 18 (1873), p. 346; 
A. Voss, K.u.K., p. 79; K. Zindler, 1.G.2, $ 40; H. Mohrmann, Diss., p. 29. 

778) F. Klein, L. K., p. 214. 

779) A. Voss, Gött. Nachr. 1873, p. 546. 

780) A. Clebsch, Math. Ann. 5 (1872), p. 435. Hier sowie bei M. Pasch (J. t. 
Math. 76 (1873), p. 166) wird ein Verfahren zur Herstellung der Gleichung der 
singulären Fläche angegeben. S. auch A. Voss, Gött. Nachr. 1873, p. 544, wo man 
Anzahlen über die Doppelkurve und die Rückkehrkurve der singulären Fläche 
findet. 1 

781) A. Voss, K.u.K., p. 92; H. Mohrmann, Diss., p- 32. 

782) S. Nr. 42a) und III D 10 (Differentielle Liniengeometrie). 


24. Allgemeine Theorie der algebraischen Komplexe. 1091 


sorische Fläche.'®®) Unter den Punkten eines gewöhnlichen singulären 
Komplexstrahles sind zwei als Berührungspunkte mit der Komplex- 
kurve der zugeordneten singulären Ebene ausgezeichnet, einer als der 
zugeordnete singuläre Punkt 5 und einer als der vierte, von $ ge- 
trennte harmonische Punkt (und dual). Die von den vierten harmo- 
nischen Punkten gebildete Fläche ist mit der von den dualen vierten 
harmonischen Ebenen umhüllten Fläche identisch und ist die akzes- 
sorische Fläche. ’®*) 

Die Kongruenz der Haupttangenten der singulären Fläche hat’) 
die Ordnung und Klasse 2n(n — 1) (5n?—8n +2). Die parabolischen 
Ebenen ®®) der singulären Fläche enthalten Komplexkurven mit einer 
Wendetangente, ohne daß jedoch i. a. der Wendepunkt in den para- 
bolischen Punkt fiele; dual: Die Rückkehrkurve der singulären Fläche 
ist der Ort der Spitzen von Komplexkegeln mit Rückkehrkante.’®”) 
Eine Doppelgerade eines Komplexes ist auch Doppelgerade sowohl 
der singulären als der akzessorischen Fläche.’®) 

e) Die Strahlen eines Komplexes, die eine Gerade g treffen, lassen 
sich sowohl nach den oo! Komplexkurven der Ebenen des Büschels 4 
als auch nach den oo! Komplexkegeln der Punkte der Reihe g an- 
ordnen. Der Ort jener Komplexkurven (der zugleich von jenen Kom- 
plexkegeln eingehüllt wird ®®), heißt die Komplexfläche f der Geraden 9, 
die auch Träger"”) der Komplexfläche”®') genannt wird. Diese ist 
im allgemeinen”) von der Ordnung und Klasse 2n»(n — 1), vom 


783) A. Voss, K. u. K., p. 89. Sie ist von der Ordnung und Klasse 
2n(n —1)(5”n — 7) und berührt (K.u.K., p.121) die singuläre Fläche in einer 
Kurve der Ordnung 2n?(n — 1) (3n — 4). 

784) M. Pasch, J.f. Math. 76 (1873), p. 156; A. Voss, Gött. Nachr. 1873, p. 611, 
K.u.K., p.80; K.Zindler, L.G.2, $ 56; hier ist auch die Diskontinuität an- 
schaulich gemacht, die darin liegt, daß für einen gewöhnlichen singulären 
Strahl s der Komplexkegel des zugeordneten singulären Punktes S längs s zwei 
Berührungsebenen hat, die von der Berührungsebene der Komplexkegel aller 
übrigen Punkte des Strahles s verschieden sind. 

785) A. Voss, K.u.K., p. 103; H. Mohrmann, Diss., p. 48. 

786) So heißen die Berührungsebenen in den parabolischen Punkten. 

787) A. Voss, K.u.K., p. 144; H. Mohrmann, Diss., p. 45. Hier auch noch 
weitere Anzahlen über die Charaktere der singulären Fläche. Ihre Doppelkurve 
ist der Ort der Spitzen von Kegeln mit zwei Doppelkanten. 

B 788) A. Voss, K.u.K., p. 162. 

789) @. Battaglini, kn: Ding 

790) R. Sturm, L.G.3, p.3 

791) Diese ist auch der Ort der Pankte) deiken Komplexkegel g berühren, 
und dual; A.Olebsch, Math. Ann. 2 (1870), p.7 und R. Sturm, L. 6:3, p.3. 

792) Ordnung oder Klasse von f oder beide können sich durch eine 'be- 
sondere Lage gegen die singuläre Fläche oder auch durch Besonderheiten des 
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Range n(2n? — 2» +1) und hat g als »(r — 1)-fache Linie.'”?) 
Die Ebenen des Büschels g heißen Meridianebenen von f, ihre Kom- 
plexkurven Meridiankurven von f.'”) Die Linien, deren Komplex- 
flächen durch einen gegebenen Punkt P gehen, bilden einen Komplex 
n.(n — 1)” Grades, nämlich den Tangentenkomplex des Komplexkegels 
von P, und dual.’®) 

Die Ordnung und Klasse der Haupttangentenkongruenz von f ist 
n(n—1)(8n — T). Die parabolische Kurve, Rückkehrkurve und 
Doppelkurve von f haben die Ordnungen’): 
P=n(6"—11n +6), R=nin —2)(2"n +1), 

D=in(n — 2)(n —3)(dr +1). 
In einer beliebigen Ebene liegen eine Komplexkurve ft, eine Schnitt- 
kurve & mit der singulären Fläche und (nach ce) 2n(n — 1) singu- 
läre Strahlen des Komplexes; die zugeordneten singulären Punkte der 
letzteren sind Berührungspurkte zwischen 8 und ©. Also berührt 
die singuläre Fläche jede Komplexfläche längs einer Kurve; die Ord- 
nung derselben ist") 2n’(n —1). 

Die Komplexflächen lassen sich auch als Brennflächen derjenigen 
Kongruenzen auffassen, die der Komplex mit dem Strahlengebüsch 
gemein hat.’”®) 

f) Die Komplexstrahlengruppen (Nr. 4b) bilden ein fünfdimen- 
sionales System von Strahlengruppen. Man kann deshalb nach der 
Anzahl von Strahlengruppen fragen, die einem Komplex angehören 
und zugleich fünf gegebene einfache Bedingungen erfüllen. Diese 
Anzahlen (26 von Null verschiedene Fälle, ohne die zueinander dualen 


(161) 


Komplexes selbst reduzieren; vgl. Nr. 28. Der Zusatz „im allgemeinen‘ heißt 
bei solchen Aussagen: Die Ausnahmefälle bilden eine Mannigfaltigkeit niedrigerer 
Dimension als die Gesamtmannigfaltigkeit. 

793) J. Plücker, N. G., p. 203; bezüglich des Ranges: A. Voss, K.u.K., p. 93. 
Über die Gleichung der Komplexfläche s. @. Battaglini, Atti Acc. Napoli 4 (1869), 
Nr. 7— Giorn. di mat. 10 (1872), p. 55 (hier werden zuerst liniengeometrische 
Fragen nach einer symbolischen Methode behandelt, die als Vorstufe derjenigen 
von A. Olebsch gelten kann); A. Clebsch, Math. Ann. 5 (1872), p. 435; K. Zindler, 
L.G.2, p.166. Ein Verfahren, ihre Gleichung in Linienkoordinaten zu finden, 
gab H. G. Zeuthen, Math. Ann. 1 (1869), p. 432. 

794) Wenn g unendlich fern ist, heißt f eine Äquatorialfläche, und die 
Meridiankurven heißen Breitenkurven (J. Plücker, N. G., p- 161). Wenn dagegen 
g im Endlichen ist, heißt die Komplexfläüche auch Meridianfläche (N. G., p. 163). 

795) A. Clebsch, Anm. 793). 

796) A. Voss, K.u.K., p. 102, 139, 141. 

797) A. Voss, K.u.K., p. 142. Überdies ist eine Schnittkurve beider Flächen 
von der Ordnung 4n°(n — 1)(n — 2) vorhanden. 

798) A..Voss, K.u.K., p. 86. 
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zu sondern) hat H. Schubert”®”) berechnet, ebenso die Zahlen, die sich 
auf die berührenden Komplexstrahlengruppen beziehen, das sind die- 
jenigen, bei denen konsekutive Strahlen auftreten (82 Fälle). Wenn 
z. B. in einem Strahlenbüschel, dessen Scheitel A und dessen Ebene 
« ist, drei Strahlen aneinanderrücken, so ist & eine Wendeebene des 
Komplexkegels von A, und A ist eine Spitze der Komplexkurve von 
«; wenn vier Strahlen zusammenrücken®®), so ist & eine Undula- 
tionsebene des Kegels von A (die Berührungskante heißt Undulations- 
kante), und A ist eine höhere Spitze®') oder ein Bikuspidalpunkt*°) der 
Kurve in «. 

Die Komplexkurven sind im allgemeinen als Klassenkurven allge- 
mein“), aber als Ordnungskurven für n> 2 notwendig mit Singularitäten 
behaftet®°®) und hinsichtlich derselben gewissen Beschränkungen unter- 
worfen, deren Ermittlung auf folgendem Wege gelang: Es sind außer der 
singulären Fläche noch andere kovariante Flächen eines Komplexes vor- 
handen, z. B. die in Anm. 800) erwähnten Flächen, ferner die Fläche 
der Spitzen von Komplexkegeln, welche dreifach berührende Ebenen 
haben, endlich der Ort der Spitzen von Kegeln®%) mit unistationärer 
Doppelberührungsebene (die eine Berührungskante ist Wendekante), 
und die duale. Die kovarianten Flächen schneiden einander und sich 


799) Math. Ann. 12 (1877), p. 202; vgl.auch: Kalkül der abzählenden Geom. 
Leipzig 1879, $ 36. 

800) Dies ist eine dreifache Bedingung; man kann also noch zwei einfache 
Bedingungen für solche Strahlengruppen vorschreiben, z.B. daß ihr Scheitel auf 
zwei Ebenen liegt. Wenn man in H.Schuberis Kalkül die Bedingung, daß ein 
Punkt auf einer Ebene liegt, mit c bezeichnet und das Zusammenfallen von vier 
Strahlen mit &,, so bedeutet das Symbol e,c? (das den Wert 4n(n— 3) (3n — 2) 
hat) die Zahl der Strahlengruppen mit vierfachem Strahl, deren Scheitel auf 
einer bestimmten Geraden liegt, d. h. die Ordnung der Fläche, die von den Bi- 
kuspidalpunkten gebildet wird. Das duale Symbol Eu® hat den gleichen Wert 
und bedeutet die Klasse der Fläche, die von den Undulationsebenen der Kom- 
plexkegel umhüllt wird; vgl. ZH. Mohrmann, Diss., p. 54. 

801) Sie unterscheidet sich dem Aussehen nach nicht von einem gewöhn- 
lichen Kurvenpunkt. 

802) So heißen die (dreifachen) Punkte, die zu den Undulationstangenten 
dual sind. 

803) Deshalb sind z. B. die Spitzen und die Doppelpunkte von Komplex- 
kurven Singularitäten, die in dreifacher Mannigfaltigkeit auftreten. Solche Singu- 
laritäten, welche die Komplexkurven als Ordnungskurven und die Komplexkegel 
als Umhüllungsgebilde von Ebenen haben, heißen nach A. Voss (K. u. K., p. 57) 
Singularitäten der ersten Gruppe oder der ersten Art; dagegen heißen die Singu- 
laritäten zweiter Art, wenn sie die Komplexkurven als Klassenkurven oder die 
Komplexkegel als Punktgebilde betreffen. 

804) A. Voss, K.u.K., p. 76. 
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selbst in Kurven®®), die zum Teil zerfallen; die Kurven auf derselben 
Fläche schneiden sich in Punkten. Indem nun H. Mohrmann°®) die geo- 
metrische Bedeutung dieser Orter hinsichtlich der Singularitäten der 
Komplexkegel und der Komplexkurven ermittelt, findet er 113 T’ypen 
von Kompleskurven, die bei einem allgemeinen Komplex von hin- 
reichend hohem Grade auftreten. 

g) Ein Tetraeder, dessen Kanten dem Komplex angehören, heißt 
ein 'Komplextetraeder oder ein Tetraeder des Komplexes. Es gibt 
00° solche Tetraeder.°"”) 

h) Nach symbolischen Methoden hat A. Olebsch mehrere Sätze 
über Komplexe beliebigen Grades bewiesen®®), z. B.: Die Punkte, 
deren Komplexkegel von einer festen Geraden in einem Punktsystem 
geschnitten werden, für welches eine Invariante k'" Grades verschwindet, 


bilden eine Fläche der Ordnung kn, die jene Gerade als ""_fache Ge- 


rade enthält. Die Ebenen, deren Komplexkurven eine Eigenschaft 
haben, die durch das Verschwinden einer Invariante %'” Grades einer 
Kurve n*"" Klasse gegeben wird, umhüllen eine Fläche der Klasse au. 


i) U. Amaldi bestimmt die Komplexe, die eine mindestens drei- 
gliedrige kontinuierliche Gruppe von Kollineationen gestatten.) Er 
findet 8 Typen bei den nicht integrabeln und 26 Typen bei den inte- 
grabeln Gruppen, wo auch transzendente Komplexe auftreten. 

k) Man kann Komplexe dadurch definieren, daß man den Punkt- 
gruppen, die auf einer Geraden durch eine oder mehrere gegebene 
Flächen ausgeschnitten werden, eine Bedingung auferlegt); s. auch 


805) Sofern sie als Klassenflächen aufzufassen sind, kommen ihre gemein- 
samen abwickelbaren Einhüllenden usw. in Betracht. 

806) Diss., Kap. 5. 

807) Th. Reye, Math. Ann. 49 (1897), p. 585 oder Verh. des 1. internat. Math.- 
Kongr. in Zürich 1897 (1898), p. 232; hier allerdings nur für die quadratischen 
Komplexe ausgesprochen. Aber der Satz gilt auch für die Komplexe höheren 
Grades. Denn um ein Komplextetraeder zu bestimmen, kann man in einer be- 
liebigen Ebene E ein Dreieck annehmen, das der Komplexkurve von E um- 
schrieben ist, und die Komplexkegel seiner Ecken zum Schnitt bringen (oder 
dual). Ein Komplexstrahl ist Kante von 00° Komplextetraedern. 

808) Math. Ann. 5 (1872), p. 435. 

809) Rend. Circ. mat. Palermo 23 (1907), p. 227. Hierher gehört z. B. der 
kubische Komplex, dessen Geraden eine abwickelbare Fläche vierter Ordnung 
nach einem festen Doppelverhältnis schneiden; er wurde von A. Voss gefunden, 
Math. Ann. 13 (1878), p.232; s.auch R. Sturm, J. f. Math. 86 (1879), p. 116. 

810) ©. Tognoli, Giorn. di mat. 9 (1871), p. 19. Einer Funktion zwischen den 
Distanzen der Schrittpunkte wird ein Wert vorgeschrieben; nebst einigen Bei- 
spielen. 
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Nr. 38. Die rationalen Raumverwandtschaften, bei denen die Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte den Tangentenkomplex einer 
Fläche bilden, haben D. Montesano®'') und M. Pieri®"?) untersucht. 
Eine Übersicht über die wichtigsten Fälle, wie algebraische Komplexe 
durch räumliche Verwandtschaften definiert werden können, hat @. Loria 
gegeben.??) 

I) In der Strahlengeometrie E. Studys®) heißt algebraischer 
Strahlenkomplex der Ort eines Strahles, dessen Koordinaten zweiter 
Art®!°) als algebraische Funktionen dreier wesentlicher Parameter dar- 
gestellt werden können. Er kann auch dadurch rein dargestellt 
werden, daß man eine geeignete ganze rationale Funktion dieser Ko- 
ordinaten gleich Null setzt. 


25. Fortsetzung: Polarkomplexe. a) Wenn 
(162) Fip.::1:,2) Fin) =0 
die Gleichung eines Komplexes n!” Grades (n>1) in Plückerschen 
Koordinaten ist und 


(163) DE, ..., 2) = Dia) = 0 


in Kleinschen Koordinaten, so kann man F(p-+g) und ®(z-+ Ay) 
nach Potenzen von A entwickeln: 


(169) Fp+A)—=F(p)+ AD +, Fra + 
(165) Patiy)= bla) +12304 + EIo,u% a 


wobei in die partiellen Ableitungen F\, F;,,... die Koordinaten der 
_ Geraden p, ebenso in die ®,, ®,,,.... die Koordinaten von x einzu- 
setzen sind. Wenn man Kan den Koeffizienten von A” der Null 
gleichsetzt, so erhält man einen Komplex m*®* Grades, einen m!" Polar- 


811) Rend. Ist. Lomb. 6 (2) 26 (1893), p. 589; Rend. Ace. Napoli (3) 13 
(1907), p. 256. 

812) Giorn. d. mat. 33 (1895), p. 167. Die Bedingung dafür, daß der Tan- 
gentenkomplex einer algebraischen Fläche F’ rational, d.h. gegenseitig eindeutig 
auf den Raum abbildbar sei, ist, daß F’ selbst rational ist. Über den Fall, daß 
der Sekantenkomplex eines Kegelschnittes entsteht, s. Rend. eire. mat. Palermo 7 
(1893), p. 296. 

813) Giorn. della soc. di lett. e eonvers. sc. Genora 1887, p.53. Ein Kom- 
plex kann nämlich als Ort solcher Geraden entstehen, die inzident sind mit 
entsprechenden Elementen folgender Gebilde: zweier Punkträume, zweier Strahlen- 
büschel, dreier Strahlenfelder (oder Bündel), eines Strahlen- und eines Punktfeldes. 

814) G. D.,.p. 274. Daselbst (p. 276) eine Normalform seiner Gleichung. 
Vgl. auch III AB4b (Fano), Nr. 18. 

815) Vgl. ITAB7 (E. Müller), p. 737. 
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komplex der Geraden*®'®) p oder x°’7) bezüglich des gegebenen Kom- 
plexes F oder ®. Wegen der Unbestimmtheit der Komplexgleichung 
(s. Gleichung (38)) gibt es unendlich viele®'?) Polarkomplexe der Ge- 
raden p, die aber alle, sofern sie vom selben Grade sind, in den Treff- 
geraden von p übereinstimmen, gleichgültig ob p dem gegebenen 
Komplex angehört oder nicht. 

b) Insbesondere bilden alle ersten oder linearen Polarkomplexe 
einer Geraden p oder x ein Komplexbüschel ®!?) 


(166) Er uB4)G: = Id; (8, + 02)y, —0, 

wobei u der Parameter ist. Der Träger des Büschels heißt Polar- 
strahlennetz®°) von p. Das Komplexbüschel ist für eine reelle Ge- 
rade p parabolisch oder hyperbolisch, je nachdem p dem gegebenen 
Komplex F als regulärer Strahl angehört oder ihm nicht angehört.°?!) 
Im zweiten Falle ist » selbst die eine Brennlinie des Büschels; die 
andere ist durch 3 6 
SE, Fr 3 > 
(167) N er 3 


bestimmt und heißt Polare*?”) von p bezüglich F (von x bezüg- 
lich ®). Im ersten Fall ist p die Brennlinie des parabolischen Netzes, 
und dessen Korrelation (Nr. 12 b) ist mit der Hauptkorrelation von p 
(Nr. 24 b) identisch?) Wenn p dem Komplex angehört, so heißen 


816) Wenn die p, nicht Koordinaten einer Geraden sind, kann man von 
einem Polarkomplex des Gewindes p sprechen. u 

817) A. Voss, K.u.K., p. 61; andere Autoren nennen ihn einen n-m'e" Polar- 
komplex (M. Pasch, J. f. Math. 76 (1873), p. 163). Vgl. auch F. Enriques, Ann. 
scuola norm. sup. Pisa 7 (1895). 

818) Z. B. 00° zweite Polarkomplexe, die auch konische Polarkomplexe 
heißen (A. Voss, K. u. K., p. 62). 

819) J. Plücker, N. G., p. 293, mit der in Anm. 821) erwähnten Ausnahme; 
F. Klein, Math. Ann. 5 (1875), p. 285. 

820) R. Sturm, L.G.3, p. 2. 

821) Wenn p ein gewöhnlicher singulärer Strahl von F' ist, so ist auch 
das Komplexbüschel singulär und durch die zugeordneten (s. Nr. 24 c) singulären 
Elemente ($, 6) bestimmt. Wenn p ein höherer singulärer Strahl ist, so fallen 
alle ersten Polarkomplexe in das Strahlengebüsch mit der Achse p zusammen 
(J. Plücker, N.G., p- 296). 

822) J. Plücker, N.G., p. 294. Die Beziehung zwischen p und ihrer Polaren 
ist i. a. nicht gegenseitig. Die Polare eines regulären Komplexstrahles füllt mit 
ihm zusammen, die eines gewöhnlichen singulären Strahles wird innerhalb des 
Büschels (8, 6), die eines höheren völlig unbestimmt (J. Plücker, N.G., p. 296). 
Über eine zweite geometrische Bedeutung der Polaren s. Anm. 852). 

823) In der Tat sind für den Fall einer regulären Komplexgeraden die Glei- 
chungen (159) zugleich die eines Nullsystems, das einem Komplex des Büschels 
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die ersten Polarkomplexe nach J. Plücker®*) auch Tangentialkomplexe®®) 
von Fin». 

Die Geraden, deren Polaren eine gegebene Gerade treffen, er- 
zeugen einen Komplex vom Grade 2» — 1. Die Geraden, deren Po- 
laren durch einen Punkt gehen, bilden eine Kongruenz der Ordnung 
n(n — 1) und der Klasse n— rn + 1 und dual.°?) 


c) Nimmt man jetzt an, daß die Geraden »,gq oder x,y sich 
schneiden, und setzt in (164) oder (165) beide Seiten gleich Null, so 
erhält man eine Gleichung zur Bestimmung der »n Strahlen des 
Büschels p, 4 oder «,y (dessen Scheitel A und dessen Ebene « sei), 
die dem Komplex angehören. Wenn der Koeffizient von A der erste 
von Null verschiedene ist, so fallen /; Komplexstrahlen des Büschels 
in p (oder x) zusammen.’”') 

Insbesondere ist p für k=5 ein Wendestrahl des Komplexkegels 
in A und zugleich eine Tangente der Spitze A der Komplexkurve in «. 
Solcher Punkte A gibt es°®?®) ı. a. vier auf p, die dasselbe Doppel- 
verhältnis haben wie die zugehörigen Wendeebenen «.””) 

Für k=4 ist p eine Undulationskante (Nr. 24 f) des Kegels 
von A und zugleich eine Tangente des Bikuspidalpunktes A der Kom- 


angehört. Über die Tangentialkomplexe eines singulären Strahles s. @. Koenigs, 
Paris ©. R. 104 (1887), p. 1824. 

824) N. G., p. 295. Es empfiehlt sich bei dieser Bezeichnung die höheren 
singulären Strahlen auszunehmen; vgl. Anm. 769) und 821). 

825) Über den Grund dieser Benennung s. III D 10 (Differentielle Linien- 
geometrie); entsprechend heißt das Polarstrahlennetz jetzt auch Tangential. 
strahlennetz (K. Sturm, 1.G.3, p. 14). 

826) F. Enriques, Anm. 817). Hier werden auch die möglichen Gruppie- 
rungen der etwaigen Symmetrieachsen (seien es endlich oder unendlich viele) 
eines Komplexes untersucht. 

827) D. h. der Komplexkegel von 4 hat « längs p zur k-strahligen Be- 
rührungsebene; dual fallen & Tangenten aus A an die Komplexkurve der Ebene « 
in p zusammen. 

828) A. Voss, K.u.K., p.63. Sie sind zugleich die vier Punkte, für welche 
der Kegel des konischen Polarkomplexes (Anm. 818) von p in ein Ebenenpaar 
zerfällt. Dort (p. 69) werden auch die Fülle des Zusammenrückens mehrerer 
dieser Punkte untersucht, ebenso nach anderer Methode (vgl. IIID 10, Differen- 
tielle Liniengeometrie) von H. Mohrmann, Diss., p. 23. 

829) Die Komplexgeraden, für welche die vier Punkte A harmonisch oder 
äquianharmonisch liegen, bilden eine Kongruenz von der Ordnung und Klasse 
3n (8n—4) bezw. 2n (3n—4). Durch eine Gerade lassen sich 2» (» — 1) (mn — 2) 
Wendeebenen von Komplexkegeln legen (A. Voss, K.u.K., p. 72). Unter den Be- 
rührungsebenen eines Komplexkegels längs einer Erzeugenden sind 2(n-+2)(n — 3) 
Doppelberührungsebenen (ebenda, p. 75). 
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plexkurve in «. Die Kongruenz der Undulationskanten hat®®) den 
Grad 2n (11n — 18). 


26. Schluß: Konsinguläre Komplexe. Komplexe mit einer ge- 
meinsamen singulären Fläche heißen konsingulär oder konfokal. Die 
Theorie quadratischer derartiger Komplexe (Nr. 33) wurde zuerst an 
den Komplexen der Gattung eins (s. Nr.37d) von F. Klein ausge- 
bildet, der auch zuerst auf konsinguläre Komplexe höheren Grades 
gestoßen®®") ist, indem er das Analogon zu den Orthogonalflächen- 
systemen des dreidimensionalen Punktraumes in der Liniengeometrie 
aufsuchte. Die Komplexe eines solchen Involutionssystemes sind, wenn 
das System irreduzibel ist, zugleich konsingulär. Allgemein wurden 
konsinguläre Komplexe höheren Grades zuerst von H. Mohrmann be- 
trachtet. 

Stellt man nämlich die Fundamentalhyperfläche G,? (Nr. 22a) statt 
durch (144) durch Koordinaten w, von Hyperebenen dar: 


(168) Zur 0, 

ebenso den gegebenen Komplex statt durch (163) durch: 
(169) 9) = 0, 

so ist durch 

(170) dm) = pw) + alu) Zu? — 0 


eine Schar von Hyperflächen dargestellt, wenn u eine beliebige homo- 
gene Funktion bedeutet, deren Grad um zwei geringer ist als der- 
jenige von 9, welch letzterer i. a. n(n — 1)‘ beträgt. Wenn man 
eine Hyperfläche dieser Schar wieder in Punktkoordinaten des R, schreibt: 


(171) P(z,) Gr 0, 


so definiert sie durch ihren Schnitt mit @,? einen Komplex ®, der 

mit ® die singuläre Fläche gemein hat°??). Auch heißen alle Kom- 

plexe, die der Schar (170) entsprechen, untereinander konsingulär. 
Unter den Gebilden (170) können solche vorkommen, die eine 


8330) A. Voss, K.u.K., p. 74; H. Mohrmann, Diss., p. 54. 

831) Math. Ann. 5 (1872), p. 273; s. auch $. Lie, ebenda, p. 234, Anm. In 
anderer Weise definiert F. Enriques (Anm. 817) konfokale Komplexe. 

832) H. Mohrmann, Diss., Kap. 6. Eine gemeinsame Berührungshyperebene 
von ®,” und @,? ist nämlich auch für alle Hyperflächen der Schar (170) Berüh- 
rungshyperebene. Der Berührungspunkt beschreibt (beim Durchlaufen der Flä- 
chen der Schar) die in Nr. 24 c) erwähnte Punktreihe (x, 2); also bleibt der ent- 
sprechende singuläre Strahl im Büschel ($, 0). Für die quadratischen Kom- 
plexe hat schon F. Schur die konsingulären Komplexe durch die zur Komplex- 
gleichung (173) gehörigen adjungierten Formen dargestellt; Math. Ann. 17 (1880), 
2.197, 
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bloß dreifache Mannigfaltigkeit umhüllen. Diese schneidet die @,? in 


Es 
einer Fläche, welcher in der Liniengeometrie eine solche Kongruenz 
entspricht°?®), deren Strahlen Doppeltangenten der singulären Fläche 
von ® sind. 


27. Allgemeine Sätze über quadratische Komplexe.) a) Wir 
setzen einen eigentlichen (nicht in zwei lineare Komplexe zerfallenden) 
quadratischen Komplex Q voraus. Seine singulären Punkte sind die- 
jenigen, deren Komplexkegel in zwei Strahlenbüschel zerfallen, die in 
einem Komplexebenenpaar liegen; die singulären Ebenen sind die- 
jenigen, deren. Komplexkurven als Klassenkurven zerfallen®°°) und ein 
Komplexpunktepaar°?®) umhüllen. Die Schnittlinie der Ebenen der 
Büschel im ersten Fall und die Verbindungslinie ihrer Scheitel im 
zweiten Fall ist eine singuläre Gerade. Wenn die beiden Komplex- 
strahlenbüschel einer singulären Ebene zusammenfallen, so heißt diese 
eine Doppelebene des Komplexes ©. Wenn die beiden Komplexstrahlen- 
büschel eines singulären Punktes zusammenfallen, so heißt dieser ein 
Doppelpunkt von Q; die Ebene, in der sie zusammenfallen, braucht 


833) H. Mohrmann, Diss., p. 73. 

834) A. M. Ampere war der erste, der an einem Beispiel eine Vorstellung 
eines Gebildes gewann, das wir heute einen quadratischen Komplex ‚nennen 
(s. Anm. 1155). M. Chasles kannte den Komplex der Bahntangenten bei einer 
Bewegung eines starren Körpers (Paris C. R. 16 (1843), p. 1420) und den Komplex 
der Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier kongruenten Systeme (Paris 
C. R. 52 (1861), p. 77); 8. Nr. 5c). A. Cayley hat zuerst die Gleichung eines qua- 
dratischen Komplexes, nämlich des Sekantenkomplexes einer Linie zweiter Ordnung, 
hingeschrieben (s. Anm. 95); jedoch ist dieser Komplex sehr speziell und dient 
ihm nur als Beispiel dafür, daß eine Kurve auch im Raume durch eine einzige 
Gleichung dargestellt werden kann. Man kann also sagen, daß (nachdem 
J. Plücker im Jahre 1865 Begriff und Gleichung eines Komplexes n‘" Grades 
aufgestellt hatte, s. Anm. 79, 84) die erste Abhandlung über quadratische Kom- 
plexe von @. Battaglini stammt; Atti Ace. Napoli (1) 3 (1866), p. 1 — Giorn. 
di mat. 6 (1868), p. 239 und 7 (1869), p. 55. Er legt eine Gleichung zugrunde, 
die in Plückerschen Koordinaten nur deren Quadrate enthält, und behauptet, die 
Gleichung jedes quadratischen Komplexes lasse sich auf diese Form bringen. 
Dies trifft nicht zu, wie F\. Klein im Vorwort zur zweiten Abteilung von Plückers 
N. G. bemerkte (vgl. hier Nr. 37 a). Trotzdem gelten seine Überlegungen und 
Sätze großenteils für beliebige Komplexe. Auch Tr. Reyes G. L., 1. Aufl., 2. Abt. 
(1868), wo zuerst die allgemeinen tetraedralen Komplexe (Nr. 39) behandelt 
werden, erschien noch vor J. Plückers N.G. Die allgemeine Theorie der qua- 
dratischen Komplexe beginnt 1868 mit J. Plückers N. G. und F. Kleins Diss. 

835) Die Sätze dieser Nummer sind zum Teil unmittelbare Folgerungen 
aus Nr. 24. Diesfalls wird nur dann eine Quelle angegeben, wenn der betreffende 
Satz für quadratische Komplexe früher gefunden wurde als für beliebige. 

886) R. Sturm, L. G. 3, p. 18. 


\ 
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darum noch keine Doppelebene zu sein.®?”) Die singuläre Fläche ist 
auch der Ort der Komplexpunktepaare.°?) Ihre Schnittpunkte mit 
einer Geraden g und ihre Berührungsebenen durch g9 bestimmen zwei 
projektive Würfe. ®°°) 

Die singuläre Fläche ist von der vierten Ordnung und Klasse *'), 
ebenso die Singularitätenkongruenz°®®'), wenn der Komplex nicht sin- 
gulär ist (Nr. 24 c). Der einem gewöhnlichen singulären Strahl zu- 
geordnete (Nr. 24 c) singuläre Punkt 5 ist Berührungspunkt mit der 
singulären Fläche; die ihm zugeordnete singuläre Ebene ist Berührungs- 
ebene derselben in $.%?) Die Komplexkurve, die in einer nicht sin- 
gulären Ebene liegt, berührt die singulären Geraden dieser Ebene in 
ihren zugeordneten singulären Punkten; in ihnen berührt sie auch 
die Sehnittkurve mit der singulären Fläche, und dual.) 

Die Gleichung der singulären Fläche von Q@ haben nach symbo- 
lischen Methoden A. Olebsch°*) und M. Pasch*®) aufgestellt. J. Plücker 
hat ein Verfahren angegeben“), ihre Gleichung explizite herzustellen, 
ebenso A. Voss"); sie findet sich auch bei 7%. Reye.*'®) 


837) J. Plücker, N. G., p. 308. Die Doppelpunkte und Doppelebenen nennt 
R. Sturm (L. G. 3, p. 28) stationäre Punkte und Ebenen des Komplexes. 

838) R. Sturm, L. G. 3, p. 15. 

839) F. Klein, L. K., p. 215; Math. Ann. 7 (1874), p. 208. Da ein Doppel- 
verhältnis bei gewissen Vertauschungen ungeändert bleibt, kann die Zuordnung 
der Elemente der beiden Würfe auf mehrfache Art geschehen; betrachtet man 
bloß die Zuordnung der Paare, so gelangt man zu den konjugierten Ebenen- 
und Punktepaaren (Math. Ann. 27 [1886], p. 106). 

840) J. Plücker, N. G., p. 310. Eine Ausnahme bildet der Tangentenkom- 
plex eines Kegels zweiter Ordnung; hier ist jeder Punkt des Raumes singulär. 

841) Ihre Bestimmung für allgemeine Koordinaten bei A. Weiler, Diss. 

842) J. Plücker, N. G., p. 312. 

848) J. Plücker, N. G., p. 318. Dieser Satz gilt für Komplexe beliebigen 
Grades, nur daß für Komplexe zweiten Grades durch die Berührungspunkte 
beider Kurven (es sind i. a. vier) ihre gemeinsamen Punkte schon erschöpft 
werden, was bei den Komplexen höheren Grades nicht stattfindet (Nr. 24 e, 
Anm. 797). Über die Abänderung des Satzes für singuläre Ebenen s. R. Sturm, 
L. 6. 3, p. 18. Von den vier singulären Strahlen einer solchen fallen zwei in die 
Verbindungslinie des Komplexpunktepaares. 

844) Math. Ann. 2 (1870), p- 1. 

845) J. f. Math. 76 (1873), p. 156; hier auch die Gleichung der akzessori- 
schen Fläche, ebenso bei A. Voss, K. u. K., p. 154; beide Flächen berühren sich 
längs einer gemeinsamen asymptotischen Linie, ebenda p. 122. 

846) N. G., p. 310. Er stellt die Bedingung auf, daß der Komplexkegel 
(vgl. Anm. 747) zerfällt. 

847) K. u. K., p. 151. 

848) J. f. Math. 97 (1884), p. 245. 
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b) Der Ort der Spitzen derjenigen Komplexkegel, bezüglich deren 
zwei feste Punkte U, V konjugiert sind, ist eine Fläche zweiten Gra- 
des, die durch U, V geht.) 

Wenn sich eine Ebene E um eine Gerade g dreht®°®), so be- 
schreibt der Pol von g bezüglich der Komplexkurve von E eine Ge- 
rade g’, die zu g windschief ist oder mit ihr zusammenfällt, je nach- 
dem g dem Komplex Q nicht angehört oder ein regulärer Strahl des- 
selben ist. Um dieselbe Gerade g’ dreht sich auch die Polarebene 
von 9 bezüglich der Komplexkegel der Punkte der Reihe g.°°!) Die 
Gerade g’ ist identisch®?) mit der Polaren (Nr. 25 b) von g. Die 
Beziehung zwischen g und g’ ist i a. nicht reziprok.*®°°) 

c) Es bezeichne u die Bedingung, daß die Ebene einer Komplex- 
kurve von @ durch einen gegebenen Punkt gehen soll; v, daß die 
Kurve eine Gerade treffe; go, daß sie eine Ebene berühre. Dann heißen 
die zehn Zahlen, welche angeben, wie viele Lösungen die Aufgaben 


u*vgr WRPTeM 

haben, die Charakteristiken des Systems der 0° ebenen Komplexkurven. 

Sie wurden von R. Sturm berechnet, ebenso die analogen Zahlen für 
das System der oo? Komplex-Punktepaare. °°*) 

d) Wir denken uns eine Gerade g, die dem Komplex nicht an- 

gehört, und das Ebenenbüschel, dessen Achse sie ist. Durch einen 

Punkt P von g gehen zwei Komplexkurven in Ebenen des Büschels, 





849) @. Battaglini, Anm. 834). R. Sturm, L.G., 3, p. 2. Eine Verallge- 
meinerung auf Komplexe beliebigen Grades bei @. Battaglini, Anm. 793). 

850) Die singulären Komplexstrahlen sind auszunehmen. 

851) G@. Battaglıni, Anm. 834); J. Plücker, N. G., p. 166, 171. Zum Teil un- 
richtig sind Sätze dieses Gebietes bei L. Godeaux, L’enseign. math. 9 (1907), 
p- 387. 

852) J. Plücker, N. G., p. 299. Hier wird darauf aufmerksam gemacht, daß 
ein ähnlicher Satz für Komplexe beliebigen Grades gilt: Auch bezüglich eines 
solchen wurde die Polare y' einer Geraden g schon definiert (Nr. 25b). Man 
erhält sie auch so: Schreibt man die Komplexkurve einer Ebene Z in Linien- 


3 
koordinaten f (w,, u,, 4) = 0, so ist durch Polarenbildung > 2 -v,—=0 jeder 
1 A 


Geraden u der Ebene E ein Pol v® zugeordnet. Nimmt man für % die feste 
Gerade g und dreht FE um g, so beschreibt v die Polare von g, und dual. 

853) Jedoch gibt es bei Komplexen der Gattung eins 15 Paare von Geraden, 
bei denen Reziprozität stattfindet, nämlich die Brennlinienpaare der Fundamental- 
strahlennetze (Nr. 22c); F\. Klein, L. K., p. 222; C. Segre, G.R., p. 112. Hier 
auch die Abänderungen für andere Gattungen. 8. auch Nr. 30 e). 

854) L. G. 3, p. 22. Arch. Math. Phys..(3) 22 (1914), p. 22. Unter Voraus- 
setzung eines Komplexes der Gattung 1. r 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 2. 12 
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nämlich in denjenigen, die den Komplexkegel von P berühren. '®) 
Die zweiten Schnittpunkte P,, P, dieser Kurven mit g entsprechen 
dem Punkte P in einer Korrespondenz (2, 2), die involutorisch ist 
und deshalb mit 2, bezeichnet werden kann.®°°) Dual gibt es eine 
involutorische Korrespondenz 2; zwischen den Ebenen des Büschels g. 

Es kann nun für gewisse Lagen von g eintreten, daß P,, P, 
stets zusammenfallen, womit gleichzeitig die beiden Berührungsebenen, 
die durch 9 an einen Komplexkegel der Reihe g gelegt werden können, 
noch einen zweiten dieser Kegel berühren. Die Lagen h von g, für 
welche dies stattfindet®°°), bilden i. a. (Sonderfälle sind nicht unter- 
sucht) einen Komplex sechsten Grades.®?”) 

e) Wenn ein quadratisches achtdimensionales System von Flächen 
zweiten Grades®°®) alle Doppelebenen des Raumes enthält, so bilden 
die Schnittlinien aller seiner Ebenenpaare einen quadratischen Kom- 
plex, und dual.®°) Umgekehrt bestimmt ein quadratischer Strahlen- 
komplex quadratische Systeme von Flächen zweiten Grades: Die Mittel- 
punkte der Komplexkegel, die eine Fläche ® zweiter Klasse stützen, 
d.h. Poltetraedern von ® umschrieben sind, liegen auf einer Fläche F 
zweiter Ordnung, und umgekehrt; und dual. Es gibt oo® Flächen F', 
die ihre entsprechenden ® stützen. Sowohl diese F als die ent- 
sprechenden ® bilden quadratische Systeme, von denen das erstere 
alle Komplexkegel enthält. Jeder F können 0! Komplextetraeder 
(Nr. 24 g) eingeschrieben werden.®®) 

f) Diejenigen quadratischen Komplexe können durch birationale 
Transformationen (als Ort der Verbindungslinien entsprechender Punkte) 
erzeugt werden, die ein Strahlenbündel oder Strahlennetze enthalten.*°') 


855) R. Sturm, L. G. 3, p. 1. 

856) Wo also die obige Involution in eine Doppelinvolution, d.h. in eine 
doppelt zu zühlende gewöhnliche Involution, ausartet. 

857) R. Sturm, L. G. 3, p. 72. Dort werden auch allgemein Strahlen mit 
zyklischen Korrespondenzen betrachtet. 

858) Die Flächen zweiten Grades kann man in einen R, abbilden, indem 
man die Koeffizienten ihrer Gleichungen (in Punkt- oder Ebenenkoordinaten, je 
nachdem man sie als Flächen zweiter Ordnung oder Klasse auffaßt) als homogene 
Punktkoordinaten dieses R, betrachtet. Dann ist ein solches System durch eine 
M,” des R, definiert. 

859) Th. Reye, J. f. Math. 82 (1877), p. 173. 

860) Th. Reye, Math. Ann. 49 (1897), p. 585 oder Verh. d. 1. internat. Math. 
Kongr. in Zürich 1897 (1898), p. 232. Hier noch andere Sätze dieses Gebietes. 
Nach Arch. Math. Phys. (8) 6 (1904), p. 1 gibt es quadratische Komplexe, die 
alle 10 Verbindungslinien von 5 Punkten enthalten; alle Verbindungslinien von 
6 Punkten kann nur ein tetraedraler Komplex enthalten. 

861) D. Montesano, Rend. Ist. Lomb. (2) 25 (1892), p. 795. 
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g) Die Vektoranalysis wurde von E. Genty'®) und J. Guiot””) 
auf quadratische Komplexe #%?) angewendet. 

h) E. Study bezeichnet®‘®) als quadratische Strahlenkomplexe die 
Komplexe, die in Strahlenkoordinaten zweiter Art (II AB 7 (E. Müller), 
p. 737) durch die Gleichung 


3 3 
(172) >; a u Do, u reiht 
1 


1 
dargestellt werden können. Sie hängen von 8 Konstanten ab.®) 


28. Die Komplexflächen der quadratischen Komplexe. a) Die 
Komplexflächen (Nr. 24 e) der quadratischen Komplexe sind von der 
vierten Ordnung und Klasse, vom zehnten Range und hängen von 
17 Konstanten ab.®°) Ihre Gleichungen wurden in Punkt- und Ebenen- 
koordinaten von J. Plücker?®®) explizite aufgestellt, ferner symbolisch 
für eine allgemeine Lage des Trägers gegen das Koordinatensystem 
von A. Olebsch.8°) Man erhält*sie aus der Komplexgleichung 

6 


(175) Fo)= DI a42:9,— 0, 


1 


in der die a,, reell seien, auch nach folgender Regel®%®): Bezeichnet man 


Pr 1 e oF 
(174) +2 5,1 Fo). 
1 

so setze man in 
(175) F(p) Fa) — [Fp, 0 — 0 
ein 869); 

” Ye, ee DU, —— Did, 
(176) P, Pir iYr rYi> 


q,= 9, 7= ERM — AyY:- 


Hierbei sind die x und z die Koordinaten irgend zweier Punkte des 

862) Mit solchen befaßt sich noch M. Morale, Sopra un modo di generare 
il compl. quadr. di rette, Caltanisetta 1906. 

863) G. D., p. 303. Vgl. auch IIT AB 4b (Fano), p. 334. 

864) Über ihre Einteilung s. E. Study, G. D., p. 358. Die reellen Komplexe 
der Hauptklasse (die der übrigen Klassen hängen von weniger Konstanten ab) 
haben eine Singularitätenkongruenz von der zweiten Ordnung und Klasse (p. 367). 

865) J. Plücker, N. G., p. 164. 

866) N. G., p. 167, 171; für den Fall der Äquatorialflächen (s. Anm. 794) 
p. 162, 175. Der Träger (Nr. 24 e) der Fläche wird dabei in eine Koordinaten- 
achse oder in die uneigentliche Gerade einer Koordinatenebene verlegt. 

867) Math. Ann. 2 (1870), p. 7. 

868) Vgl. K. Zindler, L. G. 2, p. 166. 

869) Über die Zuordnung der Indizes » und der Indexpaare i,% (vgl. Nr. 1b). 


ph 
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Trägers g der Komplexfläche; deren Gleichung ist dann in den Punkt- 
koordinaten y geschrieben. 


Der Träger g ist eine Doppellinie der Komplexfläche, nicht nur 
wenn man diese als Punktgebilde betrachtet, sondern auch eine Doppel- 
achse für die Gesamtheit ihrer Berührungsebenen.°‘®) Eine Komplex- 
fläche berührt die singuläre Fläche i. a. längs einer Kurve 8. Ord- 
nung. $"%) 

b) Der Träger g der Komplexfläche gehöre nicht zum Komplex 
und schneide die singuläre Fläche © in vier getrennten Punkten A,, 
A,, A,, A,; dann sind®®°) auch die vier Berührungsebenen ß,, ßs, ßs, P, 
durch g an © getrennt. Zum Punkte A, gehöre das Komplexebenen- 
paar «, und «, mit der Schnittlinie a,; zur Ebene ß, gehöre das Kom- 
plexpunktepaar B,, B/ mit der Verbindungslinie b,. Die 8 Punkte B 
sind®”?) Doppelpunkte der Komplexfläche f und die Ebenen « sind 
Doppelebenen derselben.°”?) Jede Ebene ß, berührt f längs der ganzen 
Geraden b,; dual ist jede Ebene des Büschels a, Berührungsebene von 
f im Punkte A,. Die Geraden a und b schneiden die Polare g’ von g, 
die auch Polare von f heißt); die Schnittpunkte von b, mit g, g’ 
sind durch B,, B’, harmonisch getrennt und dual. Die Punkte A sind 
Kuspidalpunkte der Doppellinie g, d.h. die beiden Berührungsebenen 
durch g an f fallen zusammen. Durch die A wird g in vier Abschnitte 
geteilt, durch welche abwechselnd keine oder zwei reelle Schalen von 
f gehen. 


Der Komplexkegel eines Punktes P von g berührt f längs einer 
Kurve) und geht durch die 8 Doppelpunkte von f. Wenn jedoch 
P mit einem A zusammentrifft, zerfällt die Berührungskurve in zwei 
ebene Kegelschnitte, die je vier Doppelpunkte von f' enthalten. Die 
8 Doppelpunkte B und die 8 Doppelebenen « bilden eine Konfigura- 


870) D. h. der aus irgendeinem Punkte umschriebene Kegel (vierter Klasse) 
hat eine Doppelberührungsebene, die durch g geht (J. Plücker, N. G., p. 172). 

871) R. Sturm, L. G. 3, p. 18. 

872) Die Sätze unter b) stammen, soweit nicht anders bemerkt, von J. Plücker, 
N. G., p. 179—193, 205—216. S. auch R. Sturm, L.G 3, p. 3f. 

873) Die Grenzlagen der Schnitte mit den Nachbarberührungsebenen von 
f bilden nicht ein Strahlenbüschel, sondern eine Kurve zweiter Klasse. 

874) J. Plücker, N. G., p. 167. 

875) Sie ist i. a. von der vierten Ordnung erster Art, hat in P einen 
Doppelpunkt, dessen zwei Schmiegungsebenen durch g gehen und dessen zwei 
Tangenten g’ schneiden. Wenn jedoch P in den Schnitt mit einer b fällt, spaltet 
sich diese ab, und es bleibt eine Raumkurve dritter Ordnung übrig (J. Kleiber, 
Ztschr. Math. Phys. 33 [1888], p. 349). 
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tion 8,.°°%) Durch die Doppellinie 9 von f, durch ihre Polare g’ und 
drei geeignete Doppelpunkte ist f selbst linear bestimmt. #7") Die 
Realitätsverhältnisse besonderer Äquatorialflächen hat J. Plücker ®8) 
. untersucht. Die Komplexkegel aus den Punkten einer Geraden be- 
finden sich im selben Flächennetz zweiter Ordnung.°®”®) Es gibt vier 
paarweise involutorische Gewinde, deren Nullsysteme f in sich selbst 
überführen.®®) Die Kongruenz der eigentlichen Doppeltangenten von 
f zerfällt®®') in vier Kongruenzen (2,2). Eine Abbildung von f auf 
die Ebene gab F\. Klein.°®?) 

c) Der Träger g der Komplexfläche f gehöre jetzt dem Komplexe 
an, schneide aber die singuläre Fläche S immer noch in vier ge- 
trennten Punkten A,. Dann ist°®®) g ein Kuspidalstrahl von f, in 
dem zwei sich berührende reelle Schalen von f zusammenstoßen. Eine 
beliebige Meridianebene ist gemeinsame Wendeebene aller f umschrie- 
benen Kegel vierter Klasse, deren Scheitel in ihr liegen. Von jedem 
Paar B, B fällt der eine Punkt mit einem A zusammen, ebenso von 
jedem Paar «, « die eine Ebene mit einer f. Die übrigen vier 
Punkte 5 bilden ein Tetraeder, von dem die übrigen vier Ebenen « 
die Seitenflächen sind. Jede ß enthält eine Gerade a und eine b, die 
sich auf g in einem A schneiden. Diese Komplexflächen hängen 
von 16 Konstanten ab. 

Durch g und das Tetraeder, die beliebig angenommen werden 
dürfen, ist eine solche Komplexfläche eindeutig bestimmt.°®*) Die Be- 
rührungskurve zwischen f und einem Komplexkegel der Reihe g ist 
eine kubische Raumkurve, die durch die vier nicht auf 9 liegenden 
Doppelpunkte von f geht.*®) 


876) Vgl. IT AB5a (Steinitz), Nr. 6. Das Schema ihrer Inzidenzen findet 
man bei J. Plücker, N. G., p. 212; F. Klein, Math. Ann. 7 (1874), p. 208; R. Sturm, 
L. 6. 3, p. 8; C. M. Jessop, L. C., p. 92. 

877) Durch die vier Geraden b ist f doppeldeutig bestimmt (J. Kleiber, 
Anm. 875). 

878) N. G., p. 345—373. Über Modelle der Komplexflächen s. F. Klein im 
Katalog math. u. math.-phys. Modelle (herausg. von W. Dyck), München 1892. 

879) R. Sturm, L. G. 3, p. 6. 

880) F. Klein, Math. Ann. 7 (1874), p. 208; B. Sturm, L. G. 3, p. 10. 

881) R. Sturm, L. G. 2, p. 224; 3, p. 65. Hier auch analoge Sätze für an- 
dere Komplexflächen. 

882) Math. Ann. 2 (1870), p. 371. 

883) Über die Sätze unter ce) vgl. J. Plücker, N. G., p. 216— 222. 

884) R. Sturm, L. G. 3, p. 13. In jeder Ebene durch g konstruiere man 
den Kegelschnitt, der g und die vier Ebenen des Tetraeders berührt, oder dual. 
J. Plücker gelangte nur zu einer doppeldeutigen Bestimmung (N. G., p. 222). 

885) R. Sturm, L. G. 3,,p- 13. Diese f kann auch als Ort von kubischen 
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d) Der Träger g der Komplexfläche f sei ein singulärer Strahl s 
des Komplexes, der die singuläre Fläche S im Punkte $ (mit der 
Berührungsebene 6) berührt und überdies in zwei getrennten Punkten 
A,, A, schneidet.) Dann ist s Verbindungslinie des zu 6 gehörigen 
doppelt zählenden®®”) Komplexpunktepaares (Nr. 27 a) A,;, A,, das 
also vier Punkte B vorstellt. Ebenso fallen nach 5 zwei Punkte B, 
so daß nur noch zwei konische Knotenpunkte übrig bleiben; sie liegen 
außerhalb s in den beiden Ebenen ß, die noch von 6 getrennt sind, 
und bilden dort mit $ die Komplexpunktepaare dieser Ebenen. Zwei 
von den Geraden a fallen nach s, ebenso zwei b. Die ebenen Schnitte 
von f haben im Schnittpunkt mit s einen Selbstberührungspunkt; S 
ist dreifacher Punkt von f. Diese Flächen sind von 15 Konstanten 
abhängig. 

e) Von den übrigen Sonderfällen®®®) hat F. Klein die wichtigsten 
kurz®®) und R. Sturm®”) ausführlicher untersucht: 

Wenn der Träger 9 der Komplexfläche f die singuläre Fläche in 
S berührt (mit der Berührungsebene 6), ohne dem Komplex anzu- 
gehören, und überdies in zwei getrennten Punkten A,, A, schneidet, 
so ist der singuläre Strahl s, dem S und 6 zugeordnet sind (Nr. 24 c), 
von g verschieden, liegt aber im Büschel (8, 6). Wenn s auch zwei- 
punktig berührt°®'), fallen in ihm zwei von den Geraden a und zwei 
b zusammen; s ist (neben g) Doppellinie von f; es sind noch vier 
konische Doppelpunkte vorhanden und auf g zwei Kuspidalpunkte 
A,, A,. Konstantenzahl: 16. 

Wenn g eine Doppeltangente von © ist, ohne dem Komplex an- 
zugehören und ohne in einer Doppelebene zu liegen, so sind die Be- 
rührungspunkte zwei singulären Strahlen s,, s, zugeordnet; f ist eine 





Raumkurven erhalten werden, die durch vier Punkte gehen und eine Gerade y 
berühren. 

886) Über diesen Fall vgl. R. Sturm, L. G. 3, p. 19. 

887) Weil in o zwei Ebenen ß zusammenfallen. 

888) Bei Untersuchung der Komplexflächen macht man (stillschweigend oder 
ausdrücklich) die Voraussetzung, es handle sich um Komplexe der Gattung 1 
(Anm. 703). Welche Komplexflächen bei jeder einzelnen anderen Gattung auf- 
treten können, ist nicht untersucht. Über den Fall, daß g einen Hauptpunkt 
(Nr. 4b) des Komplexes enthält, s. J. Plücker, N. G., p. 343. 

889) In Plückers N. G., p. 339—344. 

890) L. G. 3, p. 62, 372. Einige Fälle behandelt auch ©. M. Jessop, L. C., 
p- 107. 

891) Hier ordnen sich die Fälle unter, wo g oder s oder beide dreipunktig 
berühren; hierdurch entstehen kuspidale Doppellinien, und die Zahl der konischen 
Doppelpunkte wird weiter herabgedrückt; R. Sturm, L. G. 3, p. 373. 
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Regelfläche vierter Ordnung, die s,, s, als doppelte Leitlinien und g 
‚als doppelte Erzeugende hat.°®) Konstantenzahl: 15. 


Wenn g in einer Doppelebene von $ liegt, ohne durch einen 
Doppelpunkt zu gehen, so fallen die A paarweise in die beiden Schnitt- 
punkte von g mit dem Kegelschnitt, nach welchem $ von der Doppel- 
ebene berührt wird. Es spaltet sich / als Punktfläche in jene Doppel- 
ebene und eine Fläche dritter Ordnung mit vier Knotenpunkten; sie 
ist von der vierten Klasse und hat drei in einer Ebene liegende 
Doppelachsen, aber für sich allein keine Doppellinien. Hiezu gibt es 
einen dualen davon verschiedenen Fall. Konstantenzahl: 15. 


Wenn g in einer Doppelebene liegt und durch einen Doppelpunkt 
geht, wird f eine Regelfläche dritter Ordnung (wieder nach Abspaltung 
der Doppelebene). 


Wenn g die Schnittlinie zweier Doppelebenen ist®”°), so zerfällt 
f in diese Ebenen und eine Fläche zweiten Grades.®*) 


f) Die Komplexflächen lassen sich für die Untersuchung der 
Regelflächen (n, 1,1) verwerten, d.h. derjenigen, welche der Schnitt 
eines Komplexes n‘" Grades und zweier linearer Komplexe sind.°°) 


29. Metrische Eigenschaften der quadratischen Komplexe. 
a) Die Polare einer unendlich fernen Geraden «, die dem quadratischen 
Komplex Q nicht angehört, heißt ein Durchmesser d des Komplexes°*); 
ein solcher heißt, wenn er auf «u senkrecht steht, zugleich Achse des 
Komplexes. Ein Durchmesser d ist der Ort der Mittelpunkte aller 
Komplexkurven, deren Ebenen die Stellung « haben, und heißt (ebenso 
wie die Achse des zu d parallelen Komplexzylinders) dieser Stellung 
‚oder dem betreffenden Parallelebenenbüschel zugeordnet. 


Wir nehmen zuerst an, die Komplexkurve C„ in der unendlich 
fernen Ebene U zerfalle nicht. Dann sind « und der uneigentliche 
Punkt U von d einander in derselben Korrelation zugeordnet, die 
auch durch C, in Ü bestimmt wird. Sie wird auch durch jede Mittel- 


892) Cremonas Typus 5, Sturms Typus VI; vgl. R. Sturm, L. G. 1. p. 61. 

893) Daher auch die Verbindungslinie zweier Doppelpunkte; F'. Klein in 
Plückers N. G., p. 342. 

894) Über die Komplexflächen der Doppellinien vgl. Nr. 84 b). 

895) J. Plücker, Ann. di mat. (2) 1 (1868), p. 160 —= Ges. wiss. Abh. 1 
(1895), p. 576. Er sagt hier, man könne über 1000 Arten von Komplexflächen 
‚quadratischer Komplexe unterscheiden (offenbar, wenn man neben Realitätsfragen 
noch das Verhalten zur unendlich fernen Ebene berücksichtigt). 

896) Die Sätze unter a) finden sich, soweit nicht anders bemerkt, zuerst bei 
J. Plücker, N. G., p. 226—267. 
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punktsfläche zweiten Grades, die durch C, geht, anschaulich gemacht. 
Eine solche Fläche möge Richtfläche heißen.*®”) 

Die Gleichung 
(177) G (Pu Ps Pe) = Zu Pi — m (,k=4,5,6) 
stellt bei beliebigem reellem Wert der Konstanten m eine Richtfläche 
des Komplexes (173) dar, wenn die p,, Strahlenkoordinaten eines 
Parallelsystems sind.°®®) i 

Drei konjugierten Durchmessern einer Richtfläche entsprechen 
drei zu jenen parallele zugeordnete Durchmesser des Komplexes®"), 
ebenso drei zugeordnete Achsen von Komplexzylindern. Wenn die 
Richtflächen keine Rotationsflächen sind, hat @ ein einziges T’ripel zu- 
geordneter Achsen. Die zu ihnen senkrechten Schnitte heißen Haupt- 
schnitte des Komplexes. Drei zugeordnete Durchmesser sind i. a.’00) 
windschief zueinander und bestimmen ein Zentralspat””), indem man 


897) Bei J. Plücker: Charakteristik (N. G., p. 229). a dieser Name jedoch 
jetzt eine andere Bedeutung hat (Nr. 31), war ein anderer Vorschlag nötig. Die 
Richtflächen sind allerdings entbehrlich, erleichtern aber doch die Vorstellung 
einer Korrelation in U und in manchen Fällen die Ausdrucksweise. Wenn 0% 
reell ist, kann man die Richtfläche als reellen Kegel (m — 0) annehmen. Da- 
gegen läßt man den Begriff des Asymptotenkomplexes (J. Plücker, N. G., p. 261) 
am besten fallen. 

898) Zum Vergleich der Bezeichnungen Plückers mit der jetzigen Schreib- 
weise diene folgende Tafel, in der unter den Koeffizienten der Gleichung (173) 
die gleichwertigen Symbole der N. G. stehen: 

Gr Ag Ass Ga 5 Us a 


| 
| 
A nnd 








GA Ay he O5 Ms As 
G H J RR L M 
_— | r- 
Qı4 45 us. | wer! As; LT; Ay Ag; Age 
NR a ei mV 


899) Sie bestimmen in U ein Polardreieck von (x. Jeder von ihnen ent- 
hält die Mittelpunkte der Komplexkurven, deren Ebenen den beiden anderen 
Durchmessern parallel sind. 

900) Die Untersuchungen, die .J. Phücker analytisch für die allgemeine Glei- 
chung des quadratischen Komplexes durchführt, werden von R. Sturm (L. G.3) syn- 
thetisch ausdrücklich für die Komplexe der Gattung 1 unternommen. Sie reichen 
offenbar weiter; aber wie weit die Ergebnisse für die anderen Gattungen oder 
auch nur für besondere Komplexe der ersten Gattung wörtlich aufrecht bleiben 
oder passend spezialisiert werden müssen, ist nicht untersucht. Wenn Q bei- 
spielsweise der Tangentenkomplex einer Mittelpunktsfläche zweiten Grades ist, 
schrumpfen alle Zentralspate auf den Mittelpunkt zusammen. 8. auch Anm. 903). 

901) Bei J. Plücker (N. G., p. 233): Zentral-Parallelepiped. 
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durch jeden von ihnen die beiden Ebenen legt, die zu einem anderen 
parallel sind. Die den Durchmessern gegenüberliegenden parallelen 
Kanten des Zentralspates sind Achsen von Komplexzylindern und bil- 
den mit den Durchmessern ein windschiefes Sechseck auf einem Hyper- 
boloid.®2) Die Achsen aller Komplexzylinder, die einer Ebene parallel 
sind, schneiden den zugeordneten Durchmesser, und alle Durchmesser 
von @, welche dieser Ebene parallel sind, schneiden die zugeordnete 
Zylinderachse. In beiden Fällen ist der Ort eine Regelfläche dritter 
Ordnung, die aus einem Zylindroid durch affine Umformung gewonnen 
werden kann. 

Alle oo? Zentralspate®®®) von Q haben denselben Mittelpunkt, der 
Mittelpunkt des Komplexes heißt. Jede Ebene durch ihn heißt Zentral- 
ebene des Komplexes, jede Gerade durch ihn heißt eine Zentrallinie.’%) 
Der Mittelpunkt des Komplexes ist zugleich Mittelpunkt seiner sin- 
gulären Fläche.’®) 

Je nachdem CO, reell ist oder nicht, heißt der Komplex hyper- 
boloidisch oder ellipsoidisch.?®) Im zweiten Fall hat er nur elliptische 
Komplexzylinder, im ersten Fall Zylinder aller drei Arten.) 


902) Außer diesen oO®? Hyperboloiden gibt es oo! Hyperboloide, bei denen 
die eine Regelschar aus lauter Durchmessern, die andere aus lauter Zylinder- 
achsen besteht. Ein Hyperboloid ist sowohl von der einen wie der anderen Art 
und trägt oo! Tripel zugeordneter Durchmesser; R. Sturm, L. G. 3, p. 101. 

903) Unter ihnen kann eine niedrigere Mannigfaltigkeit zu Parallelogrammen 
oder Strecken zusammenschrumpfen. Es gibt i. a. nur ein Tripel zugeordneter 
Durchmesser, die sich gegenseitig (und zwar im Mittelpunkt) schneiden (N. G., 
p: 246). Wenn es jedoch für alle Tripel zutrifft, so reicht dies noch nicht hin, 
damit Q der Tangentenkomplex einer Fläche zweiten Grades sei, sondern es muß 
auch noch der Komplexkegel des Mittelpunktes von @ durch CO. gehen (N. G., 
p: 254). 

904) Der Mittelpunkt ist jedoch i.a. kein Symmetriezentrum von 0; R. Sturm, 
L. @. 3, p. 100. 

905) J. Plücker, N. G., p. 319. Dabei wird der Mittelpunkt einer Fläche 
als Pol der unendlich fernen Ebene und der Pol einer Ebene analog wie in 
Anm. 852) definiert. 

906) N. G., p. 264. Im ersten Fall sind 00? Parabeln als Komplexkurven 
in @ enthalten, die sich zu 00! parabolischen Äquatorialflächen anordnen lassen. 
Um die beiden Parabeln zu finden, deren Ebenen durch eine gegebene Gerade y 
gehen, lege man durch g die Berührungsebenen an irgendeine kegelförmige 
Richtfläche (Anm. 897), deren Scheitel auf g liegt. Im zweiten Fall enthält @ 
keine Parabeln; alle Äquatorialflächen sind zwischen zwei endlichen Ebenen 
irgendeines Parallelbüschels eingeschlossen. 

907) Die Komplexkegel, deren Scheitel auf C„ liegen, sind parabolische 
Zylinder. Ein Komplexzylinder ist elliptisch oder hyperbolisch, je nachdem die 
durch den Scheitel irgendeiner kegelförmigen Richtfläche zu seinen Erzeugenden 
gezogene Parallele innerhalb oder außerhalb dieses Kegels liegt. 
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Sowohl die Durchmesser des Komplexes als die Achsen der 
Komplexzylinder bilden®®) eine Kongruenz (3, 2). 

b) Wenn die Determinante von @ in Gleichung (177) den Rang 2 
hat, tritt eine Richtkurve‘®) (zweiter Ordnung mit Mittelpunkt) an 
Stelle der Richtfläche. Ihre Scehnittpunkte mit U sind die Scheitel 
der beiden getrennten Strahlbüschel, in welche 0, nun zerfällt. Alle 
Durchmesser des Komplexes Q sind zur Ebene der Richtkurve parallel. 
Von dem unter a) betrachteten Sechseck sind nur drei aufeinander- 
folgende Seiten im Endlichen geblieben, nämlich zwei zugeordnete 
Durchmesser (die zu zwei konjugierten Durchmessern der Richtkurve 
parallel sind) und eine sie schneidende Zylinderaehee; Diese Komplexe 
haben keinen Mittelpunkt.?!®) 

c) Wenn @ ein vollständiges Quadrat ist”''), so ist Ü eine Doppel- 
ebene des Komplexes @. Alle Durchmesser von @ sind parallel zu 
derjenigen Richtung, die durch den Scheitel des Komplexstrahlen- 
büschels in U bestimmt ist. 

Wenn endlich @ identisch verschwindet®!?), ist Ü eine Haupt- 
ebene des Komplexes. Alle ebenen Komplexkurven sind Parabeln; 
die Komplexzylinder zerfallen in ein unendlich fernes Strahlbüschel 
und ein endliches Parallelstrahlenbüschel. 


30. Die Polarität bezüglich eines 'quadratischen Komplexes. 
a) Durch einen quadratischen Komplex @ wird nicht nur einer Ge- 
raden eine andere zugeordnet (Nr. 27 b), sondern auch einer Ebene 
ein Punkt, indem man die Ergebnisse der vorigen Nymmer von der 
dort ausgezeichneten unendlich fernen Ebene auf eine beliebige (zu- 
nächst reguläre) Ebene E überträgt”"?): Es seien A,, Ay, A, die 
Ecken, a,, a,, a, die gegenüberliegenden Seiten eines Polardreiecks 
der Komplexkurve von E, ferner b,, b,, b, die Polaren von a,, @,, Q, 
und €,, &, c, die Polarlinien von E bezüglich der Komplexkegel von 
Ay, Ag; As. Dann bilden die Linien b und c im allgemeinen ein 


908) R. Sturm, L. G. 3., p. 97. 

909) Bei J. Plücker: Charakteristische Kurve. Vgl. über diesen Fall N. G., 
p. 268-—280. Je nachdem die ‘Schnitte der Richtkurve mit U reell sind oder 
nicht, nennt er diese Komplexe hyperbolisch oder elliptisch. Jedoch wurden diese 
Namen (sowie „parabolisch‘“, Anm. 911) von Th. Reye anders verwendet (Nr. 37 e). 

910) Aber man kann die Vorstellung vertreten, daß er in bestimmter Rich- 
tung ins Unendliche gerückt sei (J. Plücker, N. G., p. 273). 

911) J. Plücker, N. G., p. 280. Er nennt diese Komplexe parabolische; vgl. 
jedoch Anm. 909). 

912) J. Plücker, N. G., p. 285. 

913) Für a) vgl. J. Plücker, N. G., p. 8319—829; E. Bertini, Giorn. di mat. 17 
(1879), p. 1. 
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Sechseck auf einem Hyperboloid 9, etwa in der Reihenfolge b, c,b,c, b,c;. 
Der Pol von E bezüglich $ ist von der Auswahl des Polardreiecks 
unabhängig und heißt der Pol”'*) der Ebene E bezüglich ©. In ihm 
schneiden sich auch die drei Hauptdiagonalen des Sechseckes; er ist 
zugleich der Pol von E bezüglich der singulären Fläche®"°) von ©. 

Nimmt man jedoch als Polardreieck die Diagonalen des voll- 
ständigen Vierseits, das durch die singulären Linien von E gebildet 
wird, so schneiden sich®!®) b,, d,, db, im Pole von E. Für eine sin- 
guläre Ebene mit getrennten Strahlbüscheln fällt der Pol mit dem 
zugeordneten singulären Punkt zusammen, für eine Doppelebene wird 
er unbestimmt. 

b) Die Konstruktionen unter a) lassen sich ins Duale übertragen °"?), 
indem man von einem regulären Punkt P (statt von der Ebene E) 
ausgeht, ein Polardreikant des Komplexkegels von P annimmt usw. 
Das Ergebnis ist schließlich, daß dem Punkte P eine Polarebene E 
zugeordnet wird. Die Beziehung zwischen P und E ist jedoch i. a. 
nicht reziprok.?!?) 

c) Die Polaren der Strahlen eines Büschels (ohne singulären Strahl) 
mit dem Scheitel A und der Ebene « erzeugen eine kubische Regel- 
fläche, von der die Polare von « bezüglich des Komplexkegels von A 
doppelte und die Polare von A bezüglich der Komplexkurve von « 
einfache Leitlinie ist.”!) Die Geraden, deren Polaren einen Komplex 
n“" Grades erfüllen, erzeugen einen Komplex vom Grade 3». Ins- 
besondere bilden die Geraden, deren Polaren eine gegebene Gerade y 
schneiden, einen Komplex dritten Grades.°”) Der Ort der Geraden, 
welche die Strahlen eines Bündels zu Polaren haben, ist eine Kon- 
gruenz (2, 3), die zugleich der Ort der Polaren des Bündelscheitels 


914) J. Plücker, N. G., p. 324; über die Bezeichnung vgl. auch Anm. 918). 

915) Der Pol einer Ebene bezüglich einer beliebigen algebraischen Fläche 
wird analog definiert, wie es in Anm. 852) für eine Kurve geschah. 

916) F. Klein in Plückers N. G., p. 327. 

917) J. Plücker, N. G., p. 332. 

918) R. Sturm sagt deshalb Polarpunkt für Pol und nennt Pol einen Punkt, 
zu dem E als Polarebene gehört. In diesem Sinn hat eine Ebene 11 Pole 
(L. G. 3, p. 92). Die Ecken und Gegenebenen der Fundamentaltetraeder (Nr. 22 c) 
und 37 a)) sind bei den Komplexen der Gattung 1 die einzigen regulären Paare, 
bei denen die Polarität reziprok ist; F. Klein, L. K., p. 222. 

919) Z. B. R. Sturm, L. G. 3, p. 76. Umgekehrt bilden die Geraden, deren 
Polaren ein gegebenes Strahlbüschel erfüllen, eine Regelfläche 7. Grades (p. 88). 

920) R. Sturm, L. G. 3, p. 77. Umgekehrt bilden (p. 88) die Polaren der 
Strahlen eines Komplexes n*"" Grades einen Komplex vom Grade 7n. Die Sätze 
unter ce) sind zum Teil nur für Komplexe der Gattung 1 bewiesen. 
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bezüglich der Komplexkurven in den Ebenen des Bündels ist.?*!) Der 
Ort der Polaren der Strahlen eines Bündels ist ebenfalls eine Kon- 
gruenz (2, 3), und dual.”?) Eine Gerade gehört i. a. zu 9 anderen 
als Polare.*®) Diese Sätze sind zum Teil Sonderfälle von Sätzen über 
Komplexe beliebigen Grades. °**) 

Über andere Polareigenschaften s. Nr. 32 i). 


31. Die Charakteristik und die Elementarteiler’®). Die im 
Jahre 1868 von Weierstraß”?‘) für beliebige Variablenzahl n aufge- 
stellte Theorie der Elementarteiler wurde von F. Klein®®®) in seiner 
Dissertation dazu benutzt, die quadratischen Komplexe zu klassifi- 
zieren, indem er der Theorie insbesondere der kanonischen Formen 
für n = 6 eine liniengeometrische Deutung gab und die Theorie hin- 
sichtlich der Realität der Wurzeln sowie der Unbestimmtheit der 
Transformation auf eine kanonische Form im Falle gleicher Elemen- 
tarteiler weiter ausbaute. F. Klein behandelte zunächst den Hauptfall 
ausführlich, während sein Schüler A. Weiler®”) alle kanonischen For- 
men geometriseh diskutierte. Später hat dann C. Segre®'?) die Theorie 
in die Sprache und Denkweise der mehrdimensionalen Geometrie über- 
tragen, wobei er die Frage nach den etwa vorhandenen Doppelgeraden 
des Komplexes voranstellt. Endlich hat .R. Sturm (L. @.,3) den Sach- 
verhalt in die Sprache und Denkweise der synthetischen Geometrie 
übertragen. 

a) Wenn 


6 
(178) Fp) — Za1PıPı se “ (a; = 4,,) 
die Gleichung eines quadratischen Komplexes Q ist und 

6 
(179) Av) — ZlaPıPı = () (b,; = b,.) 
die Beziehung zwischen den Linienkoordinaten, so läßt sich 
(180) F+HiRQ—=0 


als Gleichung eines Büschels®%) von M,? im R, deuten (Nr. 2% f), und 


921) Ein Sonderfall hiervon ist: Ein Punkt ist i. a. Mittelpunkt dreier 
ebener Komplexkegelschnitte. 

922) E. Bertini, Giorn. di mat. 17 (1879), p.1; W. Stahl, Anm. 928); 0. Segre, 
G. R., p. 110. 

928) W. Stahl, J. f. Math. 93 (1882), p. 215 und 94 (1883), p. 322; R. Sturm, 
L. 6. 3, p. 89. Die 10 Geraden bilden eine Gruppe, so daß jede die Polare der 
9 anderen bezüglich eines konsingulären Komplexes ist. 

924) F. Enriques, Anm. 817). 

925) S. auch IIT AB 4b (Fano), Nr. 40. 

926) S. III C 7 (Segre), Nr. 20. 
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Q wird auf die M,* von G@,? abgebildet, welche die Basis dieses 
Büschels ist. Für die Einteilung der quadratischen Komplexe ist nun 
vor allem die charakteristische Gleichung (mit der Unbekannten 4) 
wichtig, die entsteht, wenn man die Determinante der quadratischen 
Form F+42 Null setzt: 


(181) AA) |a, +2, —0 

oder für Kleinsche Koordinaten: 
Mu A, An... FOR 

ebespedrn Akayalte unbe; unharinhi ns elnacı ung, 
bag Ab. au Bi Ag + A 


b) Wenn die Gleichung (181) oder (182) mehrfache Wurzeln hat, 
kann für eine solche der Rang von A entweder bloß auf fünf oder 
noch weiter herabsinken. Im ersten Fall bezeichnet man jede k-fache 
Wurzel durch eine Zahl % und stellt diese Zahlen in eckigen Klam- 
mern nebeneinander”?”), Solcher Fälle gibt es 11, da sich die Zahl 6 
auf 11 Arten in Summanden zerlegen läßt. Hierbei gehört zur Gat- 
tung eins (Nr. 22f, Anm. 703) das Symbol [111111]. 

ec) Wir bezeichnen mit A’ die Minoren 5. Ordnung von A, mit 
A” die Minoren 4. Ordnung. Wenn nun für eine v»-fache (v > 1) Wur- 
zel w von (181) oder (182) der Rang von A gerade auf 4 herabsinkt, 
so ist w noch gemeinsame Wurzel aller Gleichungen A’— 0, und 
zwar sei sie für alle diese mindestens v’-fach, aber wenigstens für 
eine von ihnen gerade v’-fach. Dann ist nach der Theorie der Ele- 
mentarteiler °°) 

(183) v>v wand v— vv >v. 


Es gehen also sozusagen v — v’. Wurzeln beim Übergang von A zu 
den A’ verloren und darauf »” Wurzeln beim Übergang von den A’ 
zu den A”. An Stelle der Zahl » nehmen wir jetzt die Gruppe („—v, v’) 
in das Symbol eines solchen Falles auf®”®). 

Wenn für w der Rang von A auf drei herabsinkt, habe »” für 


927) Z. B. bedeutet [321] den Fall, daß in (181) oder (182) eine dreifache, 
eine zweifache und eine einfache Wurzel vorhanden ist, und daß auch für die 
mehrfachen Wurzeln der Rang von A nicht unter 5 herabsinkt; für die einfachen 
ist dies ohnehin unmöglich. 

928) Die Literatur hierüber findet man in IB2 (W. Fr. Meyer), Nr. 3, be- 
sonders p. 330, Anm. 53). 

929) So bedeutet z. B. [(32)1], daß (181) oder (182) eine fünf- und eine 
einfache Wurzel hat, und daß die erstere noch für alle Gleichungen A’=0 
doppelt ist, dagegen nicht alle A” verschwinden läßt. 


1114 1IIC8. Konrad Zindler. Algebraische Liniengeometrie. 


die A” dieselbe Bedeutung wie früher v’ für die A’, während v» und 
v’ ihre Bedeutung beibehalten. Dann setzen wir statt v» die Gruppe 
(v —v‘, v’ — v”, v”) in das Symbol ein®®), und es ist 


(184) | v—v>vVv—ı" >". 


d) Man kann den Fall betrachten, daß der Rang von A noch 
weiter herabsinkt, kommt aber nur auf zerfallende Komplexe’®*). Be- 
schränkt man sich also auf die eigentlichen quadratischen Komplexe, 
so hat man, um alle möglichen Symbole zu erhalten, aus jedem der 
11 Fälle b) neue abzuleiten, indem man jede Zahl », die größer als 
eins ist, auf alle möglichen Arten in zwei oder drei Summanden zer- 
legt und die Summanden, die aus derselben Zahl entspringen, in runde 
Klammern schließt. Es kommt auf dasselbe hinaus, wenn man auf 
alle möglichen Arten zwei oder drei Summanden der Fälle b) in runde 
Klammern schließt. Die so erhaltenen Symbole nennt man Charakte- 
ristiken der quadratischen Komplexe”) und auch der entsprechenden 
Büschel von M,? im R,. Indem man die Komplexe mit derselben Cha- 
rakteristik zur selben Gattung zählt, erhält man 49 Gattungen”?’) qua- 
dratischer Komplexe (s. die Tafel I in Nr. 35). Zählt man die Gat- 
tungen doppelt, deren singuläre Fläche in zwei zueinander dualen For- 
men auftreten kann®%), nämlich 6, 10, 11, 26, 27, 45, so erhält man 
55 Gattungen °”). 


e) Wenn e irgendeine Zahl ist, die in der Charakteristik eines 
Komplexes vorkommt, und w die Wurzel, bei der sie auftritt, so heißt 
(1 — w)‘ ein Elementarteiler®?°) der Determinante A. Wenn also der 


930) So bedeutet [(211)(11)], daß (181) oder (182) eine vierfache und eine 
doppelte Wurzel hat; die erstere ist noch doppelt für alle Gleichungen AN) 
und einfach für alle A’—= 0, die letztere ist noch einfach für alle A’—= 0. 

931) A. Weiler, Diss.; s. hier Nr. 35, Tafel II. 

932) Diese Benennung der von A. Weiler (Anm. 931) eingeführten Symbole 
stammt von C. Segre, Mem. Acc. Line. (3) 19 (1884), p. 127. 

933) Anders verwendet R. Sturm (L. G. 3, p. 282) dieses Wort. 

934) Es sind diejenigen, die ausschließlich Elementarteiler mit geradem Ex- 
ponenten haben. C. Segre hat, Mem. Acc. Tor. (2) 37 (1886), p. 395, Anm. am 
Schluß des $ 1, den Zusammenhang dieser Tatsache mit dem Satz von @. Fro- 
benius bemerkt (J. f. Math. 86 (1879), p. 44), daß ein Büschel quadratischer For- 
men uneigentliche Transformationen in sich selbst dann und nur dann zuläßt, 
wenn seine Determinante mindestens einen Elementarteiler mit ungeradem Ex- 
ponenten hat. 

935) Dazu kommen 8 Gattungen zerfallender Komplexe (Nr. 35.d). 

936) K. Weierstraß, Monatsber. Berl. Ak. 1868, p. 310 — Mrth. W.2 (Berlin 
1895), p. 19. 
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Koeffizient von 4° in (181) eins ist, wie es bei den Kleinschen Koor- 
dinaten zutrifft, so ist A das Produkt ihrer Elementarteiler”?”), 

Zu jeder Wurzel gehört so eine Gruppe von Exponenten oder 
Exponentengruppe; besteht diese nur aus einer Zahl, so heiße der Ex- 
ponent vereinzelt. 


32. Segres Theorie der quadratischen Komplexe®”°). a) Diese 
Theorie faßt einen quadratischen Komplex @ als Basis eines Büschels 
von Hyperflächen im R, auf (Nr. 3la) und stützt sich vor allem auf 
die Untersuchung solcher Büschel in einem Raum R, beliebiger Di- 
mension.”®®) Es sei 


(185) F+HI2— Da,0,x, + 1 30,2%, = 0 
0 0 

die Gleichung des Büschels und 

(186) A=ja,+b,,| 


seine Determinante*°). Dann kommen im Büschel so viele Kegel") 
vor, als die Gleichung (vom Grade » + 1) 


(187) A=0 


voneinander verschiedene Wurzeln hat. Ein solcher Kegel ist k-fach 
singulär®!?), wenn der Rang von A für die zugehörige Wurzel auf 


937) Z. B. ist für die Gattung [(32)1], wenn die fünffache Wurzel w, und 

die einfache w, heißt: 
A=h— w)’A—w)”’A— m). 
Man zieht hier Potenzen mit derselben Basis nicht zusammen. 

938) Die beiden in Anm. 672) genannten Arbeiten bildeten zusammen als 
Dissertation ein Ganzes und sind durchlaufend in Nummern eingeteilt. Es ent- 
fallen auf die erste Arbeit die Nummern 1—103, auf die zweite 104—172. Na- 
mentlich kommen in Betracht: Für a) Nr. 21, 63; für b) Nr. 57, 72, 123; für e) 
Nr. 107, 116, 123; für d) Nr. 50, 68--71, 123; für e) Nr. 78, 74, 123; für f) 
Nr. 64—67; für g) Nr. 44, 56, 126; für h) Nr. 94, 95, 136, 137; für i) Nr. 129— 181. 

939) Diese Büschel hat neben (©. Segre auch L. Brusotti untersucht; Rend. 
cirec. mat. Palermo 23 (1907), p. 265. 

940) Da in unserm Fall 2 die Fundamentalform ist (Q= 0 ist die Glei- 
chung von @,?), gibt es im Büschel immer M,°®, deren A nicht verschwindet. 

941) Eine F/%_, heißt singulär oder ein Kegel, wenn sie Doppelpunkte hat, 
d. bh. solche Punkte, daß für jede durchgehende Gerade beide Schnittpunkte mit 
F,?_, zusammenfallen. Wenn nur ein Doppelpunkt S, vorhanden ist, heißt die 
F,2_, einfach singulär; wenn mehrere vorhanden sind, erfüllen sie einen line- 
aren Raum S,, den Doppelraum; dann heißt sie (oder der Kegel) k + 1-fach sin- 
gulär. Die Verbindungslinie eines Doppelpunktes mit irgendeinem Punkt der 
F}-, liegt ganz auf ihr. Eine F'?_, ohne Doppelpunkt heißt regulär; das 
Kennzeichen hierfür ist, daß A nicht verschwindet. 

942) Eine %k + 1-fache singuläre F?_, des R, erhält man, wenn man den 
Doppelraum $, und eine reguläre F/?_, , in einem R,_,_. (der mit $, keinen 
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"1 — k herabsinkt. Dann ist nämlich jeder Punkt y ein Doppel- 
punkt, der den Gleichungen 


(188) D(a,,+ ı5,)y,=0 (dem bass) 
genügt. 2 

In Anwendung auf die Liniengeometrie liegt also M;*, das Bild 
des quadratischen Komplexes Q, auf so viel Kegeln erster Art, als 
vereinzelte Exponenten (Nr. 31 e) in der Charakteristik von @ vor- 
kommen, auf so viel Kegeln zweiter Art, als Gruppen mit zwei Ex- 
ponenten vorkommen, usw. 


b) Unter einem Doppelpunkt der M,* versteht man einen Punkt, 
in dem stets zwei von den vier Schnittpunkten zusammenfallen, die 
eine Ebene FE, durch ihn mit M,* gemein hat. Die Doppelpunkte 
der erwähnten Kegel sind auch Doppelpunkte von M,*, wenn sie 
ihr überhaupt angehören. Und umgekehrt: Alle Doppelpunkte der 
M;‘ erhält man als Schnitte der Kegeldoppelräume S, mit we 
Einem Doppelpunkt von M,* entspricht eine Doppellinie®#) des qua- 
dratischen Komplexes Q@. 

c) Wenn man einen Punkt S außerhalb G@,? annimmt, so gibt es 
im R, eine perspektive Kollineation mit dem Zentrum 8, die je zwei 
Punkte von @,? vertauscht, welche auf derselben Geraden durch 8 
liegen. Die beiden Systeme von Ebenen in @,? (Nr. 22 a) werden 
ebenfalls vertauscht. Dieser Kollineation entspricht im Linienraum 


Punkt gemein hat) annimmt und dann alle Punkte von S mit allen von F ver- 
bindet. Für die Liniengeometrie kommen namentlich die einfach, zweifach ... 
singulären F}_, im R, in Betracht, die kurz Kegel erster, zweiter ... Art 
heißen (III C7 (Segre), Nr. 16). Man erhält also einen Kegel erster Art, wenn man 
eine reguläre F,* eines R, aus einem passenden Punkte $,, dem Scheitel des 
Kegels, projiziert; einen Kegel zweiter Art, wenn man eine reguläre F,* eines 
R, aus einer 8,, der Doppellinie des Kegels, projiziert; einen Kegel dritter Art, 
wenn man einen eigentlichen ebenen Kegelschnitt aus einer Ebene 8,, der Dop- 
pelebene des Kegels, projiziert. Ein Kegel vierter Art ist ein Paar von Hyperebenen, 
die bei einem Kegel fünfter Art zusammenfallen. 

943) Dies ist die Definition der Doppellinien bei C. Segre, G.R., Nr. 123. 
Daß sie mit der Plückerschen Definition gleichwertig ist, folgt daraus, daß in 
einem Doppelpunkte D von M,* als einem Punkte eines S, die Polarhyperebene, 
d.h. die Berührungsebene von @,°, zugleich alle übrigen M,* des Büschels 
berührt (vgl. d), also auch diejenige, die @ darstellt. Dasselbe sagen aber auch 
die Gleichungen (160), die nach der ursprünglichen Definition das Kennzeichen 
der höheren singulären Strahlen sind. Wählt man zur Darstellung von M,* ins- 
besondere denjenigen Kegel, dessen S, den Punkt D enthält, so verschwinden in 
der Komplexgleichung alle partiellen Ableitungen für die Koordinaten der ent- 
sprechenden Doppellinie (Anm. 766). 
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dasjenige Nullsystem, dessen Gewinde durch S abgebildet wird. Wählt 
man $ als Doppelpunkt eines Kegels durch M,*, so schneidet jede 
Verbindungslinie von $ mit einem Punkt P von M,;* diese selbst 
nur noch einmal in P’. Da P, P’ durch die Kollineation des R, ver- 
tauscht werden, geht die M,‘ in sich selbst über. Daher wird auch 
der Komplex @, dessen Bild sie ist, durch das Nullsystem S in sich 
transformiert. 

Jedes solche Gewinde, dessen Nullsystem einen quadratischen 
Komplex Q in sich überführt, heißt Fundamentalgewinde®**) von Q. 
Man erweitert diesen Begriff, indem man jeden linearen Komplex, 
‚ dessen Bild in einem Doppelraum 8, eines Kegels des Büschels liegt, 
einen Frundamentalkomplex”) nennt”). So entspricht jedem S, ein 
k-stufiges lineares System von Frundamentalkomplexen. 

d) Die Gleichung 
(189) a, + 1b,,)2,y, =) 
definiert die Polarhyperebene eines Punktes y bezüglich der M,? Q, 
des Büschels. Zwei Punkte x, y, deren Koordinaten dieser Gleichung 
genügen, heißen konjugiert bezüglich ®,. Einem Verbindungsraum 
R,„_, von m unabhängigen Punkten entspricht ein Polarraum 2 N 
bezüglich Q,, nämlich der Schnitt der m Polarhyperebenen jener Punkte. 
Die Punkte der Doppelräume $, aller Kegel des Büschels sind zu- 
gleich diejenigen, welche bezüglich aller M,? des Büschels dieselbe 
Polarhyperebene haben, die man die Polarhyperebene eines solchen 
Punktes bezüglich der M,* nennen kann”), Ein $, hat also auch 
denselben Polarraum S,_,_, bezüglich aller Hyperflächen des Bü- 
schels oder, wie man sagt, bezüglich des ganzen Büschels; Do 
heißt auch Polarraum von S, bezüglich der M,;t. 

Im Polarraum eines S, liegen alle übrigen Doppelräume der Kegel, 
mit andern Worten: Zwei Punkte zweier verschiedenen Doppelräume 


944) Diese wurden für Komplexe der Gattung eins von F\. Klein aufgefun- 
den: L. K., p. 203. 

945) Wenn der Bildpunkt zugleich auf @,® liegt, wird der Fandamental- 
komplex ein Strahlengebüsch, dessen Träger eine Doppellinie von @ ist. 

946) Nach O. Segre, G. R., Nr. 123; die ursprüngliche Definition von F. Klein 
ist anders (Nr. 22c); jedoch treffen beide Bedeutungen zusammen, wenn man 
einen Komplex von der Gattung eins auf kanonische Form bringt (Nr. 37 a). Es 
wird sich empfehlen, in der Theorie der Linienkoordinaten Grundkomplex zu 
sagen, wie in IITAB7 (E. Müller), p. 733. 

947) Einem anderen Punkte entspricht ein Büschel von Polarhyperebenen, 
dessen Träger R,_, der Polarraum des Punktes bezüglich des Büschels oder der 
NM,‘ heißt. Für einen Punkt eines $; erhöht sich also die Dimension des Polar- 
raumes bezüglich der M,* um eins. 

Enneyklop. d. math. Wissensch. III2. 78 


1118 IIC8. Konrad Zindler. Algebraische Liniengeometrie. 


sind stets zueinander konjugiert bezüglich jeder Hyperfläche des Bü- 
schels*®). Gehören sie insbesondere der M,* an, so liegt jeder auf 
der Berührungshyperebene, die der andere in den Hyperflächen des 
Büschels hat (Anm. 943). Ihre Verbindungslinie liegt ganz auf jeder 
solchen Hyperfläche, daher auch auf M,‘. 

Übersetzt in die Liniengeometrie heißt das: Zwei Fundamental- 
gewinde verschiedener Systeme sind stets involutorisch. Zwei Doppel- 
linien verschiedener Systeme schneiden sich, und das Büschel, das sie 
bestimmen, gehört ganz dem Komplex Q an”*®). 

e) Einem vereinzelten Exponenten e der Charakteristik entspricht 
ein Kegel erster Art (Anm. 942), somit auch dessen Scheitel S,; und 
zwar liegt $, auf G@,? oder nicht, je nachdem e>1 ist oder nicht. 
Im ersten Fall entspricht ihm eine Doppellinie, im zweiten ein Fun- 
damentalgewinde. 

In einer Gruppe von zwei Exponenten können beide eins sein, 
oder bloß der zweite oder keiner. Diesen drei Möglichkeiten entsprechen 
der Reihe nach die folgenden Fälle: Die zugehörige Kegel-Doppellinie 
S, schneidet die @,? in zwei getrennten Punkten oder berührt sie oder 
liegt ganz in ihr; oder liniengeometrisch gesprochen: Der S,- entspre- 
chen in @ zwei windschiefe Doppellinien oder bloß eine oder ein 
ganzes Büschel von Doppellinien. 

In einer Gruppe von drei Exponenten können alle diese gleich 
eins sein oder bloß die letzten beiden, oder bloß der letzte, oder keiner. 
Diesen vier Möglichkeiten entsprechen der Reihe nach die folgenden 
Fälle: Die Doppelebene S, des zugehörigen Kegels dritter Art schneidet 
die G,? in einem eigentlichen Kegelschnitt oder in einem Paar ge- 
trennter Geraden oder berührt sie längs einer Geraden oder liegt ganz 
in ihr. Das heißt: Dieser $, entsprechen in den drei ersten Fällen 
eine eigentliche Regelschar aus lauter Doppelstrahlen oder zwei Büschel 
oder ein Büschel von Doppelstrahlen. Der vierte Fall spaltet sich 
wieder in zwei: Es ist entweder ein Bündel oder ein Feld von Doppel- 
strahlen vorhanden ®°®). 





948) Wenn insbesondere die Charakteristik nur Einser (in beliebiger Grup- 
penverteilung) enthält, so ist der Polarraum jedes S; durch die übrigen Doppel- 
räume gerade vollständig bestimmt. 

949) Drei Doppellinien aus verschiedenen Systemen schneiden sich entweder 
in einem Hauptpunkt oder liegen in einer Hauptebene von 9. Ein Schnittpunkt 
zweier Doppellinien ist entweder ein Doppelpunkt oder ein Hauptpunkt. 

950) Weitere Hilfsmittel zur Beurteilung der Bedeutung der Charakteristik 
erhält C. Segre (Nr. 75—78), indem er das Büschel von Hyperflächen durch ein 
lineares Gebiet schneidet (insbesondere auch durch eine solche Hyperebene, die 
in einem Doppelpunkt der M,* alle Hyperflächen berührt) und den Zusammen- 
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f) Die Frage, ob ein gegebener quadratischer Komplex Q@ mit 
der Gleichung (178) in einen anderen gegebenen @’ mit der Gleichung 
F'=0 durch eine Kollineation übergeführt werden kann, kommt 
darauf hinaus, ob eine bestimmte quadratische Form des Büschels 
(185), z. B. F selbst, in irgendeine beliebige Form des Büschels 
F'+ u2 so linear transformiert werden kann, daß & in sich selbst 
übergeht (wenn vorausgesetzt wird, daß in den Gleichungen beider 
Komplexe dieselbe Art von Linienkoordinaten verwendet wird). Die 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen hierfür hat C. Segre auf 
Grund eines Satzes von K. Weierstraß®°') über die Äquivalenz zweier 
Scharen bilinearer Formen gefunden: Es müssen erstens die Charak- 
teristiken der beiden Büschel gleich sein. Es müssen sich zweitens die 
Hyperflächen in den Büscheln als binären Gebilden einander projektiv 
so zuordnen lassen, daß die Kegel, die beiderseits zur selben Expo- 
nentengruppe gehören, einander entsprechen, und überdies & sich 
selbst entspricht”?). 

Dies gibt nur dann eine neue Bedingung, wenn die Zahl %k der 
Exponentengruppen (der voneinander verschiedenen Wurzeln der Glei- 
chung (181) und der entsprechenden des andern Büschels) größer als 
zwei ist. Dann hat der Komplex gegenüber den projektiven Trans- 
formationen k — 2 absolute Invarianten ”°®), die sich als Doppelverhält- 
nisse zwischen den (einem Büschel angehörenden) Polarhyperebenen 


hang der Charakteristik dieses Schnittgebildes mit der ursprünglichen Charak- 
eristik aufsucht. 

951) IB2 (W. Fr. Meyer), p. 330. Der dort angegebenen Literatur mag hin- 
zugefügt werden: P. Predella, Ann. di mat. (2) 17 (1889), p. 113. 

952) Schreibt man die Büschel etwa in der Form 2Q+eF, 2+0F’, so 
seien @,,+-- @g; ©), -.. 6, die Wurzeln der entsprechenden Gleichungen A(e) = 0 
und A(6)—0, wobei Wurzeln, die zur selben Exponentengruppe gehören, stets 
den gleichen Index tragen sollen. Hierdurch ist jedoch, im Falle sich Exponenten- 
gruppen wiederholen, die Zuordnung der Wurzeln noch nicht eindeutig bestimmt. 
Dann müssen sich die Wurzeln so zuordnen lassen, daß, wenn man in beiden 
Reihen den Wert Null (als & entsprechend) an gleichen Stellen hinzunimmt, 
das Doppelverhältnis von vier Zahlen der einen Reihe gleich ist dem Doppel- 
verhältnis der entsprechenden Zahlen der andern Reihe, d.h. es muß 


WR 
% dr 6, 6% 
sein für alle Werte » > 2. 

953) Also gibt es (s. TafelI in Nr. 35) 26 Gattungen quadratischer Komplexe, 
in denen Komplexe derselben Gattung stets durch Kollineation oder Korrelation 
(s. Anm, 934) ineinander überführbar sind; die Komplexe von 14 Gattungen haben 
eine Invariante, von 6 Gattungen 2, von 2 Gattungen 3 und von 1 Gattung 4 
Invarianten. 


73* 
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deuten lassen°°*), die irgendein Punkt des R, bezüglich der @,? und 
der k Kegelflächen des Büschels hat. 


g) Eine Hyperfläche F,? des Büschels (185) enthält zwei Sy- 
steme von je oo® Ebenen E,°°®°); jede solche E,, die nicht ganz in 
@,? enthalten ist, schneidet diese in einer Linie C,?, die ganz auf der 
M;* liegt. Diesen Linien entsprechen im quadratischen Komplex Q 
zwei Systeme®°) von je oo® Regelscharen zweiter Ordnung, so daß 
zwei Regelscharen desselben Systems in einem linearen Komplex ent- 
halten sind, zwei von verschiedenen Systemen jedoch i. a. nicht (aus- 
nahmsweise in einem Strahlennetz). Entsprechend den oo! Hyper- 
flächen des Büschels gibt es so oo! Erzeugungen ®') von Q, so daß oo! 
Regelscharen derselben Erzeugung durch eine Gerade von @ gehen. 
Also gibt es im ganzen oo Regelscharen °®) zweiter Ordnung in einem 
quadratischen Komplex. 

Den Kegeln des Büschels entsprechen besondere Erzeugungen von 
Q%. Da nur ein Kegel zweiter oder höherer Art auch Räume AR, ent- 
hält, so kommen Systeme von Strahlennetzen nur in denjenigen Kom- 
plexen @ vor, deren Charakteristik nicht aus lauter isolierten Expo- 
nenten besteht. In diesem Fall läßt sich @ auch (auf unendlich viele 
Arten) durch zwei projektive Büschel linearer Komplexe erzeugen, als 
Gesamtheit der Strahlennetze, die zwei entsprechenden Komplexen ge- 
mein sind®®®). Dagegen läßt sich jeder quadratische Komplex durch zwei 


954) Über eine liniengeometrische Deutung s. C. Segre, G: R., Nr. 141 und 
hier Anm. 975). 

955) Nr. 22a), namentlich Anm. 676). 

956) Den zwei Systemen von Ebenen in @,? selbst entsprechen in Q die 
Komplexkegel und die ebenen Komplexkurven. 

957) C. Segre, G. R., p. 104. Eine Erzeugung im gewöhnlichen Sinn ergibt 
sich erst, wenn man o0°Regelscharen passend aussondert, etwa wie in Anm. 960). 

958) Sie wurden zuerst von E. Caporali (Mem. Acc. Linc. [3] 2 [1878], 
p. 749) erwähnt, dann von F. Schur nochmals gefunden; Diss. Berlin 1879, mit 
einigen Änderungen wieder abgedruckt in Math. Ann. 15 (1879), p. 432. Dies ist 
die erste synthetische Untersuchung der allgemeinen quadratischen Strahlen- 
komplexe. 

959) Schon $. Lie hatte darauf hingewiesen, daß die Komplexe der von ihm 
gefundenen Gattungen (Nr. 35,a) Scharen von Strahlennetzen enthalten (Math. 
Ann. 5 [1872], p. 235). Daß zwei projektive Komplexbüschel einen quadratischen 
Komplex erzeugen, bemerkte @. Silldorf (Zeitschr. Math. Phys. 20 [1875], p. 118). 
Diese Erzeugung wurde von A. Weiler genauer untersucht (Ztschr. Math. Phys. 27 
[1882], p. 257 mit Nachträgen ebd. 29 [1884], p. 187) und bei allen 38 Gattungen 
quadratischer Komplexe, bei denen sie möglich ist, im einzelnen konstruktiv an- 
gegeben; s. auch Nr. 35c) und D. Roccella, Sugli enti geom. dello spazio di 
rette ..., Piazza Armerina 1882; D. Montesano, Anm. 1177). 
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reziproke Bündel B, B’ linearer Komplexe erzeugen*®). Es gibt auch 
Erzeugungen quadratischer Komplexe @ durch reziproke Gebüsche 
@G, @ linearer Komplexe®®!) und durch reziproke Gewebe®®?). 

h) Eine gewöhnliche (Nr. 24c) singuläre Gerade eines quadra- 
tischen Komplexes Q heißt von höherer Ordnung oder von der ersten 
Ordnung, je nachdem ihre zugeordneten Geraden (Nr. 24c) zu Q ge- 
hören oder nicht*®). Im ersten Fall heißt sie von der zweiten oder 
dritten Ordnung, je nachdem die zugeordneten Geraden reguläre Kom- 
plexstrahlen oder singuläre Strahlen sind. Wenn p, wie in Nr. 26, 
die adjungierte Form von ® ist, so genügen die singulären Strahlen 
der m-ten Ordnung (neben der Bedingung für die Linienkoordinaten) 
den ersten m + 1 Gleichungen der Reihe (wobei die erste Gleichung 
die Komplexgleichung ist): 


(190) 0-0, gld)=0, Dy0)=0, 
y|B,(p;(®,))] —=(, 


1 0% (w, ...%,) 
%,Ww)—z 2 u; j 


wobei 








ist. Daraus folgt, daß die singulären Strahlen höherer Ordnung eine 
Regelfläche bilden, die im allgemeinsten Falle (Nr. 37) vom 16. Grade 
ist und 32 singuläre Strahlen dritter Ordnung enthält). 

i) Einem Punkt des R, entspricht bezüglich des Büschels von 
M,? ein Büschel von Polarhyperebenen. Also entspricht einer Ge- 
raden g bezüglich eines. quadratischen Komplexes ® ein Büschel Ii- 





960) Entsprechend der Erzeugung einer F',? durch zwei reziproke Bündel 
B, b’ von Hyperebenen des R,: Einem R, von B entspricht ein Büschel von 
Hyperebenen und dessen Träger R,’ in B’. Die Schnittebenen entsprechender R, 
und AR,’ bilden die F',?. Die Träger der Bündel können als Ebenen verschiedener 
Systeme beliebig so auf F',* angenommen werden, daß sie keinen Punkt gemein 
haben. Schneidet man alles durch @,?, so entspricht einem linearen Komplex 
von B ein Strahlennetz von B’. Beide haben eine Regelschar gemein, und diese 
00° Regelscharen bilden den Komplex @. Diese Erzeugung wurde von W. Fiedler 
(Anm. 961) und F. Schur (Anm. 958) gefunden. S. auch W. Stahl, J. f. Math. 
93 (1882), p. 215. Solcher Erzeugungen gibt es i. a. 00° (R. Sturm, L. G. 3, 
p. 140). 

961) W. Fiedler, Vierteljahrsschr. d. naturf. Ges. Zürich 24 (1879), p. 145; 
R. Sturm, L. G. 3, p. 190. Einem linearen Komplex L von @ entspricht nämlich 
eine Regelschar R als Träger des entsprechenden Komplexnetzes von @’; L und 
R schneiden sich in einem Geradenpaar. Die 00° Paare bilden einen ©. 

962) R. Sturm, L. G. 3, p. 198. 

963) Die verschiedenen Arten gewöhnlicher singulärer Strahlen wurden (bei 
Komplexen der Gattung eins) zuerst von F. Klein unterschieden; L. K., p. 223. 

964) F. Klein, Anm. 963). 
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nearer Polarkomplexe. Der Träger des Büschels hat g und ihre Polare 
g (Nr. 27 b) als Brennlinien. Aber in einer bestimmten Erzeugung 
von Q entspricht der Geraden nur ein Polarkomplex. Die Geraden, 
deren Polarkomplexe in dieser Erzeugung (die nicht eine besondere 
sein soll, vgl. unter g) Strahlengebüsche sind, bilden einen quadra- 
tischen Komplex K, die Achsen der Strahlengebüsche einen mit K 
konsingulären Komplex L°®). Die Komplexe K heißen auch Neben- 
komplexe von Q und schneiden diesen in der Singularitätenkongruenz 
von Q°%). 

33. Konsinguläre quadratische Komplexe°®”). a) Die mit einem 
quadratischen Komplex konsingulären Komplexe (Nr. 26) haben die- 
selbe Charakteristik und bilden, weil in Gleichung (170) jetzt u kon- 
stant ist, eine oo!-Schar, der eine Schar von M,? im R, ent- 
spricht. Diese wird von oo° Hyperebenen eingehüllt; die Berührungs- 
punkte einer solchen mit den Hyperflächen liegen auf einer Geraden A, ; 
diese 00° Geraden H, sind durch die Schar projektiv aufeinander be- 
zogen und füllen einen Ort S,'%, der auch von den Grenzlagen der 
Schnitte je zweier benachbarten Hyperflächen der Schar gebildet wird. 
Eine Hyperfläche der Schar schneidet den $,'° nach Absonderung der 
doppelt zählenden berührenden B,‘ in einem 7,”, der aus oo* von 
den Geraden H, zusammengesetzt ist. 

Kehren wir zur Liniengeometrie zurück, so werden diese H, in die 
Tangentenbüschel (S, 6) der singulären Fläche (Nr. 24d) abgebildet. 
Diese Büschel sind durch die Schar konsingulärer Komplexe projektiv 
so aufeinander bezogen, daß sich die demselben Komplexe angehörigen 
Strahlen entsprechen, die zugleich seine singulären Strahlen sind®®®). 
Dem 7, entspricht ein Komplex zwölften Grades 7, der von den 
Tangenten der singulären Fläche”) gebildet wird und die oo! Sin- 
gularitätenkongruenzen vierten Grades der einzelnen Komplexe der 
Schar enthält. 





965) Diese beiden Komplexe wurden von F. Schur gefunden (Anm. 958). In 
einer bestimmten Erzeugung von Q bilden die Polarkomplexe, die zu den Ge- 
raden eines Bündels mit dem Scheitel A gehören, ein Komplexnetz. Dessen 
Trägerregelfläche heißt (p. 38 der Diss.) Polarfläche von A. Dual hat auch eine 
Ebene eine Polarfläche. 

966) F. Schur, Anm. 958); R. Sturm, Sitzungsb. Ak. Berlin 1894, p. 697 
und L. G. 3, p. 224. 

967) Man vergleiche zu dieser Nummer C. Segre (Anm. 938), namentlich für 
a): Nr. 8293, 101, 139; für b): 85, 139; für c): 139, 140; für d): 98—100; für 
e): 102, 139. 8. auch IIIC7 (Segre), Nr. 21. 

968) S. auch R. Sturm, L. G. 3, p. 32; Arch. Math. Phys. 22 (1914), p. 22. 

969) Diese hat also den Rang 12. 
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b) Eine als Ort von Hyperebenen einfach singuläre Hyperfläche der 
Schar (170) besteht aus den Hyperebenen, die eine F,? eines R,, den 
Kern, berühren. Entsprechend liniengeometrisch: Einem vereinzelten 
Exponenten der Charakteristik entspricht ein Fundamentalkomplex, 
der als Angehöriger der Schar doppelt zu zählen ist?’®) und eine Kon- 
gruenz zweiten Grades, eine Fokalkongruenz, enthält?"!), deren Strahlen 
nach Nr. 26 Doppeltangenten der singulären Fläche sind. 

Einer zweifach oder dreifach singulären Hyperfläche der Schar ent- 
spricht beziehungsweise eine Fokalregelfläche vierter Ordnung oder ein 
Fokalquadrupel von Geraden. Erstere ist in dem Strahlennetz enthal- 
ten, das zur betreffenden zweigliedrigen Exponentengruppe (als Träger 
des Büschels von Fundamentalkomplexen) gehört; letzteres in der Regel- 
schar, die zur entsprechenden dreigliedrigen Gruppe (als Träger des 
Netzes von Fundamentalkomplexen) gehört. Jene Regelfläche ist zu- 
gleich die singuläre Fläche des Komplexes. 

c) Eine Schar konsingulärer Komplexe ist i. a. durch die ge- 
meinsame singuläre Fläche bestimmt. Wenn diese jedoch aus einer 
(doppelten) Fläche, zweiten Grades besteht, muß noch das Fokalqua- 
drupel auf ihr gegeben sein!®). Durch eine Gerade, die nicht zu 7 
gehört, gehen vier oder weniger Komplexe®’?) der Schar, je nachdem 
die Charakteristik nur vereinzelte Exponenten hat oder nicht. 

Zwei bezüglich G,? polare M,? schneiden auf @,? Bilder kon- 
singulärer Komplexe heraus. Da nun ein quadratischer Komplex Q 
oo! Paare von Systemen von je oo? Regelscharen enthält, deren jedes 
einer bestimmten Erzeugung von @ entspricht (s. Nr. 32g), so erhält 
man den Satz””®), daß die Leitscharen der Regelscharen eines solchen 
Systempaares ebenfalls ein derartiges zusammengehöriges Paar von 
Systemen von 00° Regelscharen 2. Ordnung bilden. Sie erfüllen einen 
Komplex 2. Grades, der zu dem gegebenen konsingulär ist, womit der 
geometrische Zusammenhang aller zu derselben singulären Fläche ge- 
hörigen Komplexe 2. Grades klargestellt ist. 

d) Für die Definition einer Schar konsingulärer Komplexe war 
der Ausgangspunkt, die der gegebenen Komplexgleichung entsprechende 


970) F. Klein, L. K., p. 218. 

971) Sie ist insofern auch als Singularitätenkongruenz dieses doppelten 
Fundamentalkomplexes zu betrachten, als von ihr in jedem Büschel ($, 6) ein 
Strahl liegt. In den folgenden Sonderfällen ist für den entsprechenden Parameter- 
wert u ein Komplex der Schar nicht mehr vorhanden, sondern nur durch das 
Fokalgebilde vertreten. 

972) Die Zahl derselben heißt Grad der Schar konsingulärer Komplexe. 

973) Zuerst von F. Schur (Anm. 958) gefunden. 


1124 IIC8. Konrad Zindler. Algebraische Liniengeometrie. 


F,° dureh Koordinaten von Hyperebenen darzustellen (Nr. 26). Nun 
ist (je nach der Schreibweise der Komplexgleichung) F,? innerhalb 
eines Büschels beweglich. Man erhält so oo! Scharen von Hyperflächen, 
die aber alle auf @,? dieselbe Schar von M,* herausschneiden, also 
auch dieselbe Schar konsingulärer Komplexe definieren. Die oo? Hyper- 
flächen des ganzen Systems haben dieselbe Charakteristik und lassen 
sich auch in oo! Büschel anordnen ”*). 


e) Die Invariantenzahl einer Schar konsingulärer Komplexe ist 
um eins kleiner, als die eines Komplexes der Schar; sie ist also k— 3 
(vgl. Nr. 32f). Jeder Exponentengruppe entspricht in jedem Büschel 
(S, 6) ein Strahl, und k — 3 voneinander unabhängige Doppelverhält- 
nisse zwischen diesen k Strahlen können als absolute Invarianten der 
Schar genommen werden”). 

f) Einen Teil der Gegenstände, über die in Nr. 32 und 33 be- 
richtet wurde, haben Th. Reye®'®) und R. Sturm”) vom Standpunkt 
der Geometrie des R, in Form von Untersuchungen über quadratische 
Komplexgewebe behandelt. 


34. Die Doppellinien der quadratischen Komplexe’'®). a) Et- 
waige höhere singuläre Strahlen (Nr. 24c) eines quadratischen Kom- 
plexes @ sind stets Doppellinien®”®). Sie sind auch Doppellinien der 
singulären Fläche & von Q°%°) und vierfache Linien der Singulari- 
tätenkongruenz°®'). In einer Doppellinie d von @ ist zunächst eine 
Korrespondenz (2, 2) definiert®®), in der jedem Punkte die beiden 

974) Diese doppelte Anordnung wird durch die kegelförmige Abbildung 
übersichtlich gemacht, die durch die Pole einer festen Hyperebene bezüglich der 
Hyperflächen des Systems vermittelt wird. Die Scharen werden durch Gerade, 
die Büschel durch Kurven (5 des Kegels abgebildet. 

975) Nimmt man den singulären Strahl hinzu, den ein Komplex Q der 
Schar im selben Büschel hat, so erhält man auf gleiche Art die k — 2 absoluten 
Invarianten von @. 

976) J. f. Math. 95 (1883), p. 330; 97 (1884), p. 242; 98 (1885), p. 284. 
Über die letzte Abhandlung vgl. auch Nr. 87 e). 

977) L. G. 3, namentlich p. 206 ff. 

978) S. auch Nr. 24 c) und Nr. 82b, e). 

979) S. Anm. 769). Wenn ihre Zahl endlich ist, so kommen sie unter den 
Kanten eines Tetraeders vor (A. Weiler, Diss.). 

980) A. Weiler, Diss. Auch das Umgekehrte trifft zu, außer wenn © 
eine doppelte Fläche zweiten Grades ist. Denn dann ist jede Gerade auf © 
Doppellinie von ©; aber nur die Erzeugenden der einen Schar sind immer auch 
sämtlich Doppellinien von @. 

981) Für den Rest von a) und für b) vgl. R. Sturm, L. G. 8, p. 355—368. 

982) S. Anm. 770). Über die Theorie der Korrespondenzen überhaupt s. 
R. Sturm, L. G. 1, p. 16. 
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Ebenen «, «' entsprechen, in die sein Komplexkegel zerfällt, und dual. 
Überdies sind in d noch drei andere Korrespondenzen definiert: Eine 
involutorische Korrespondenz 2>, in der jedem Punkte die beiden an- 
deren entsprechen, die mit ihm (für die Ebenen «, «) ein Komplex- 
Punktepaar bilden; dual eine 2z; endlich eine (2, 2)s, in der jedem 
Punkte P die beiden Berührungsebenen von © in P zugeordnet sind. 


b) Der allgemeine Fall ist der, daß (2, 2) vier Verzweigungs- 
punkte hat; sie sind zugleich®®®) Doppelpunkte D von Q. Dann gehen 
durch d auch vier Doppelebenen dö von @, die jedoch i. a. von den 
Ebenen verschieden sind, in denen die beiden Strahlbüschel eines D 
zusammenfallen. 

Die Komplexfläche % einer beliebigen Geraden schneidet d in den 
Punkten D und wird von den Ebenen ö berührt. Wenn aber g und 
d sich schneiden, so ist d auch Doppellinie von %. Die Komplex- 
fläche von d selbst besteht als Punktort aus den Ebenen 6. 

Die Schnittkongruenz von Q mit einem durch d gehenden linearen 
Komplex hat d als Doppelstrahl. Die Regelfläche vierter Ordnung, 
in der Q von einem durch d gehenden Strahlennetz geschnitten wird, 
hat d als Doppelerzeugende. Durch d gehen i. a. 00° Regelscharen 
von Q. Die Komplex-Strahlenbüschel, denen d angehört, bilden eine 
sehr spezielle Kongruenz (2, 2). 

In der Projektivität der Tangentenbüschel ($, 6) (Nr. 33a) sind 
auch die Tangenten entsprechend, die eine Doppellinie d von Q treffen. 
Gehört aber d selbst zu einem solchen Büschel, so ist die Projektivi- 
tät desselben ausgeartet, indem d für alle konsingulären Komplexe 
der singuläre Strahl, und zwar Doppelstrahl ist. Ebenso sind die 
Punkte D auf ihm und die Ebenen ö durch ihn allen konsingulären 
Komplexen als Doppelpunkte und Doppelebenen gemeinsam; daher 
heißen die Korrespondenzen (2, 2), die in d durch jene Komplexe 
definiert werden, selbst konsingulär. Die Ebenen Ö berühren die sin- 
guläre Fläche © längs einer Geraden; die Punkte D sind Kuspidal- 
punkte von ©. 


c) Wenn eine Doppellinie d in einer Hauptebene liegt, so artet 
(2, 2) aus, indem von den beiden einem Punkte entsprechenden 
Ebenen die eine fest ist; die Komplexpunktepaare der Ebenen des 
Büschels d bilden eine gewöhnliche Involution°*#). 


983) S. auch C. Segre, G. R., Nr. 161. Dort (Nr. 162, 163) sind auch die 
Sonderfälle vom Standpunkt der Geometrie des R, behandelt. 

984) Für den Rest dieser Nummer vgl. R. Sturm, L. G. 3, p. 379, 437, 
450, 460. 
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Von den übrigen Sonderfällen seien erwähnt: Es kann vor- 
kommen, daß alle Ebenen durch d Doppelebenen sind, ohne daß die 
Punkte auf d Doppelpunkte sind. Die Scheitel der entsprechenden 
Strahlbüschel fallen dann in einen festen Punkt von d. Die beiden 
Ebenen, in die der Komplexkegel eines Punktes von d zerfällt, sind 
ebenfalls fest. Dann heißt d ein Doppelstrahl mit stationären Ebenen ; 
dual gibt es Doppelstrahlen mit stationären Punkten. Sind sowohl 
alle Punkte einer Doppellinie d Doppelpunkte von @ als auch alle 
Ebenen durch d Doppelebenen von Q, so heißt d ein stationärer 
Doppelstrahl von Q. 


Wenn ein quadratischer Komplex drei gegeneinander windschiefe 
Doppelstrahlen hat, so sind alle Strahlen der durch sie bestimmten 
Regelschar Doppelstrahlen; ihre Trägerfläche ist, doppelt gezählt, die 
singuläre Fläche. 


35. Die Einteilung der quadratischen Komplexe in Gattungen®®), 
a) Die von F. Klein®) (Nr. 31) durch Verwendung der Weierstraß- 
schen Elementarteiler-Theorie angebahnte Einteilung der quadrati- 
schen Komplexe in Gattungen (Nr. 31d) wurde von A. Weiler”®") im 
einzelnen durchdiskutiert, nachdem $. Lie schon früher von ganz 
anderem Ausgangspunkt 24 dieser Gattungen angetroffen hatte *®®), 


985) S. auch Nr. 40. 

986) Diss. Hier wird ein Verfahren angegeben, die Komplexgleichung auf 
eine kanonische Form zu bringen. Ferner werden die Vieldeutigkeit dieser 
Transformation und ihre Realitätsverhältnisse untersucht. x 

987) Diss. Hier finden sich kanonische Formen der Komplexgleichungen 
(Nr. 40), die expliziten Gleichungen der singulären Flächen, die Konstantenzahlen 
der Komplexe, die Diskussion der Doppellinien, des Zerfallens der Singulari- 
tätenkongruenzen, also u. a. das Material für die folgende Tafel I, die in ähn- 
licher Weise zuerst in E. Pascals Repertorium der höheren Mathematik (übers. 
v. A. Schepp), II, Leipzig 1902, p. 396—401 erschien, auch in der Urausgabe: Rep. 
di mat. II, Milano 1900, p. 560—572. Einige Fehler der Abhandlung Weilers 
wurden von T. A. Hirst (Proc. London math. soc. 10 (1879), p. 131 oder Coll. 
math. in mem. Chelini, Mediol. 1881, p. 51), C©. Segre (Math. Ann. 23 (1884), 
p- 236, Anm. oder G. R., Nr. 165—171), R. Sturm (L. G. 3, p. 485) berichtigt. 

988) Math. Ann. 5 (1872), p.:233—243, auch schon Vidensk. Selsk. Forh. 
Christiania 1871, p. 226. Hier wird eine Einteilung derjenigen quadratischen 
Komplexe gegeben, die in Lieschen Koordinaten (Nr. 20 b) durch eine Gleichung 
zweiten Grades zwischen X, Y, Z allein F(X, Y, Z)=0, dargestellt werden 
können. Um alle Fälle zu erhalten, hat man F' (als Punktgebilde) entweder 
als Fläche zweiten Grades ohne singulären Punkt oder als Kegelfläche anzu- 
nehmen, ferner in beiden Fällen alle möglichen Lagen gegen den unendlich 
fernen Kugelkreis zu berücksichtigen. Dies gibt 26 Fälle, wobei jedoch zwei 
Gattungen der entsprechenden Komplexe je zweimal auftreten. Die 24 Gattungen 
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Nach den Methoden der mehrdimensionalen Geometrie (Nr. 22, 32), 
die von der Herstellung kanonischer Gleichungen unabhängig sind, 
hat C. Segre nochmals alle Gattungen ermittelt. Seine Reihenfolge *°) 
und seine Einteilung in Klassen (die in der Tafel I durch doppelte 
Querstriche getrennt sind) wurden hier beibehalten‘). Ferner hat 
R. Sturm dieselbe Einteilung nach synthetischen Methoden durchge- 
führt). Endlich finden sich die Hauptergebnisse Weilers auch bei 
©. M. Jessop’”). 


b) Bemerkungen zur Tafel I (p. 1128#.): In der mit « über- 
schriebenen Spalte steht der Grad der Schar konsingulärer Komplexe 
(Anm. 972). Eine Doppelgerade, die durch das Zusammenrücken von 
m Doppelgeraden eines anderen Falles entstehen kann, ist mit d, be- 
zeichnet; statt d, wird jedoch d, oder d, geschrieben, je nachdem d, durch 
Zusammenrücken zweier sich schneidenden oder zweier windschiefen 
Doppelstrahlen entsteht. Zusätze wie „(aus 10)“ verweisen auf die 
Gattung, aus welcher der betreffende Fall am bequemsten als Sonder- 
fall erhalten werden kann. Es bezeichnet g, eine Gerade, die dem in 
der letzten Spalte genannten Komplex der Gattung eins nicht ange- 
hört, g, einen regulären Strahl und g, einen singulären Strahl des- 
selben, alles ohne weitere Besonderheiten der Lage”®). Die bei den 
Regelflächen vierter Ordnung angegebenen Typen beziehen sich auf 
die Einteilungen®®*) von L. Oremona (arabische Ziffern) und R. Sturm 
(römische Ziffern). Ferner bedeutet F, eine Fläche zweiter Ordnung. 
Wo die singulären Flächen zerfallen, wurden sie der Kürze halber 
nur als Punktgebilde aufgefaßt. Bei den Gattungen, deren Kom- 
plexe in zwei zueinander dualen Formen auftreten können (Anm. 934), 


gehören den Klassen B, C, E, F, G an; die Gattung 17 tritt hier als allgemein- 
ster Fall auf, jedoch in metrisch ausgezeichneter Weise, indem die singuläre 
Fläche einem parabolischen Strahlennetz mit unendlich ferner Brennlinie an- 
gehört. 

989) G. R., $ 9. Die Reihenfolge ist übrigens auf p. 140 und 143 nicht ge- 
nau dieselbe. 

990) Diese Einteilung geschieht nach der Anzahl und Gliederzahl der mehr- 
gliedrigen Exponentengruppen. Die Klasse A ist nach der Zahl der Doppel- 
geraden, die Klassen B, E sind nach der Zahl der Einser in der mehrgliedrigen 
Exponentengruppe (durch einfache Querstriche) in Unterklassen geteilt. 

991) L. G. 3, p. 355—488. Diese Darstellung ist in mancher Beziehung 
die ausführlichste, namentlich was die Auffassung gewisser Gattungen als 
Sonderfälle oder Ausartungen anderer betrifft. 

992) L. C., p. 206—232. 

993) Z. B. soll g, die singuläre Fläche nicht berühren. 

994) Nr. 5la); R. Sturm, L. G. 1, p. 61. 
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iS| ia 
| 5 | Charakte- Ei Doppelgerade des | Singuläre Fläche 
I8|  zistik 58 Komplexes | 
Ku a. Du | 
We, | [111111] | 19 | 4 | Keine | Kummersche Fläche 
" E RR; I> 1 Fläche 4. Ord 
2 | Bon | ai | 4 | nung und Klasse | 9» 
3) [3111] | 17 | 1 ‚| miteiner Doppel- |, 
| | | ‚| geraden. 
| Komplexfläche 
+ | [411] ae 1 | eines Komplexes | 9s 1- Ordn. 
a R | ‚| der Gattung eins 
| : 151] | m r bezüglich Be ” ee 
16 [6] 1.44: Eine d, (aus 10) |Fläche 3. Ordnung, 4. Klasse 
| nebst einer Hauptebene (oder 
| | dual). Komplexfläche (wie 
| | ‚ oben) bezüglich einer g, 3. Ord- 
nung 
al ragı] ar | Fläche 4. Ord- beide bloß 
nung u. Klasse] doppelt 
mit zwei sich 
schneidenden 
8 [321] 16 Doppelgera- |eine kuspidal 
Zwei sich schnei- | den. Komplex- 
(dende Gerade fläche (wie ob.) 
bezüglicheiner 
9 [33] | 15 Tangente der beide „ 
| Kummerschen 
| Fläche. Die 
on | / Geraden sind ° 
‚10 [42] | 15 Eine d und eine d,, | Fläche 3. Ordnung, 4. Klasse 
a | ' | die sich schneiden | nebst einer Hauptebene (oder 
| | | (aus 11) dual) 
| 11 [222] 16 | 4|Drei Geraden in| Fläche 3. Ordnung, 4. Klasse 
| ' einer Ebene (oder | nebst einer Hauptebene (oder 
| ı dual) | dual: Steinersche Fläche) 
12 aaa | 17 Zwei windschiefe Regelfläche 4. Ordnung mit 
Gerade zwei doppelten Leitlinien ohne 
Doppelerzeugende; Typus11,1 
13 [(11) 211] 16 Drei Gerade, von | Dieselbe mit einer Doppeler- 
denen eine die bei- zeugenden; Typus 5, VII 
| den anderen wind- 
'  schiefen schneidet 
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PuR: I33| | | 
S : 
B E Charakte- ER, | Doppelgerade des Singuläre Fläche 
w ‚ristik a8 Komplexes 
2 3 | oO, | 
2 hs | 
'14, [da)31] | 15 | | Ebenso Dieselbe mit einer Kuspidal- 
u erzeugenden; Sonderfall von 
| | | Typus 5, VII 
15! [d1) 22] 1 ı Vier, vondenendrei | Regelfläche 3. Ordnung mit 
| | ein Dreieck bilden, | einer doppelten und einer ein- 
u die vierte mit einer | fachen Leitlinie und einedurch 
ey! | 3 | Ecke desselben ein | die letztere gehenden Ebene 
| ' Dreikant 
16 (a1)4] | 1 | Drei Gerade, von Ebenso, doch ist die Ebene 
| ' ‚denen eine d, (aus kuspidal 
| | 15) die beiden an- 
| | deren windschiefen 
| schneidet 
17| fen)ııı] | 16 | |Eine d, Regelfläche 4. Ordnung mit 
| | | zwei zusammenfallenden Leit- 
| | | linien; Typus 12, UI 
18 [(21) 21] 15° Zwei sich schnei- | Dieselbe mit einer Doppel- 
| dende Gerade (dar- | erzeugenden; Typus 6, VII 
| | unter eine d,,) 
| 19) [(213] | 14 Ebenso Dieselbe mit einer Kuspidal- 
= | | | erzeugenden 
AN [(31) 11] 1 Eine d, (aus 13) |Regelfläche 4. Ordnung mit 
| | einer dreifachen Geraden, die 
3 einfache Leitlinie und dop- 
| | pelte Erzeugende ist; Typus 
| | 10, XI 
21 [12] 14 | |Eine d, und noch | Cayleysche Regelfläche 3. Ord- 
|eine schneidende nung und eine Ebene 
' | Gerade (aus 15) 
22 [(41) 1] 14 | | Wie bei 20 Wie bei 20; doch ist die d, 
| Kuspidalerzeugende; Sonder- 
| fall von Typus 10, XII 
| 
s| [69] |ıs) ‚Eine d, (aus 21) |Wie bei 21; die Ebene ist 
se | Kuspidalebene 
94) [211] | 14 2 |EinStrahlenbüschel Kegel 2. Ordnung und Kegel- 
| schnitt, dessen Ebene X durch 
| die Spitze 8 des Kegels geht 
und doppelt zählt 
25 [(22) 2] 13 | 2 |EinStrahlenbüschel Ebenso; nur zerfällt der Kegel 
u. eine durch seinen | in zwei Ebenen (oder dual) 
Scheitel gehende 
Gerade (oder dual) 
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o |® 33 

2 | > Charakte- 58 „  Doppelgerade des Singuläre Fläche 

Sg 5 ristik 8353| Komplexes 
[a 1 
26/1 [a1] | 18 |2|Wie bei 24 Wie bei 24; aber Z berührt 
| den Kegel längs einer Erzeu- 
genden, die auch den Kegel- 
| schnitt in $ berührt 

B ı 27 [(42)] 12 ' 2 EinStrahlenbüschel Zwei Ebenen und ein ihren 
| |  |(aus 25) ‚Schnitt berührender Kegel- 
| | schnitt, dessen Ebene doppelt 
| | zählt (oder dual) 
| 28 [(88)] 11 1 Sonderfall von 34 | Eine dreifache Ebene und eine 
| | zweite Ebene 








I 

| 

| | 

! | 
== ——— 

| 

| 





‚29 [(a)(ı1)11] 15 |2 VierGerade, dieein Zwei F,, die sich in einem 


| | ' windschiefes Vier- | windschiefen Vierseit schnei- 


| seit bilden den 
| | | 
'80| [(11)(11)2] | 14 |2 Wie bei 29 nebst | Eine der Flächen wird zu 
| einer Diagonale einem Paar Berührungsebenen 


ı2 | Zwei Gegenseiten |Zwei F,, die sich in zwei 
| des Vierseits bei 29 | Geraden schneiden und längs 
| ‘ ‚fallen zusammen |einer dritten berühren 

| 32| [(81)(11)] | 18 | 2 Ebenso Eine F, und zwei Ebenen, 
| deren Schnitt auf der F'\, liegt 
| 33, [(21)(21)] 13 | 2 Zweisichschneiden- | Zwei F',, die'sich längs zweier 
es de Gerade (aus 31) | Geraden berühren 


| 
| | an die andere 
31) [eı)(ın) 1] a 





84 | [(22) (11)] 12 | 1 |EinStrahlenbüschel | Drei Ebenen, von denen eine 
ei B und zwei Gerade, | doppelt zählt 
| | 

| 











| von denen die eine 
| ner in der Ebene von 
| IB liegt, die andere 
| durch seinen Schei- 





| 

| | 
| 

| | 

| | 



































| | | tel geht 
N | | | u tue 
| = as 
35 [(11)(11)(11)]| 13 | 1|Die Kanten eines Die Ebenen des Tetraeders 
| Tetraeders 
'36| f[ası,aui] | 14 | |Eine Regelschar |} 
Ei einer F, 
| . ° 
2 ‚37 (aan2ı] | 18 |,|Wie bei 36 nebsb|| p;n, doppelte F, 
‚einer Leitlinie der 
Sr | Schar 
's8| [(11)3] | 12 | |Ebenso (aus 36) |} 
! | ! | 
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43| f[a2ı)1] | ıı Zwei zusammen- 


fallende Strahlen- 
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44 | [821)] 10 Ebenso N 





45 [ee] 8 |0 | Ein Strahlenbündel | Als Punktgebilde: Der ganze 
| ' (oder dual) Raum; als Ebenengebilde: 
| | Ein Ebenenbündel. Oder dual 














46 | [(111)(11)1] | 12 Eine  Regelschar 
einer F', nebst zwei 
| Leitgeraden (aus36) 
47, [a1] | 11 Ebenso; doch fallen 
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| sammen ) 
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49 | [a11)d1ım)] | 9 |0 Die beiden Regel- |Eine doppelte F, 
| scharen einer F\, 
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unterscheidet R. Sturm”) die beiden Fälle durch Striche. Die Doppel- 
geraden des Komplexes sind dieselben, die auch bei der singulären 


995) L. G. 3, p. 378, 380, 479, 480, 483. Z. B. bedeutet hier [(222) den 
Komplex der Trefflinien eines ebenen Kegelschnittes X (s. auch Anm. 812) und 
[(222)]” den Tangentenkomplex eines eigentlichen Kegels zweiten Grades; ana- 
log bei den Gattungen 6, 10, 11, 25, 27. Ist im ersten Fall X ein reeller un- 
endlich ferner Kreis, so heißt der Komplex ein Böschungskomplex; dieser ent- 
hält Böschungskongruenzen, in denen wieder Böschungsflächen enthalten sind; 
E. Müller, Sitzungsb. Ak. Wien 125, IIa (1916), p. 940. 
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Fläche erwähnt sind. Die Fläche dritter Ordnung bei 6 ist der Typus 19, 
die bei 10 der Typus 18 von ZL. Schläfli”®). 

Mit Hilfe der Sätze in Nr. 32 (namentlich unter e) erkennt man, 
wie die einzelnen Doppelstrahlen den Exponentengruppen zugeordnet 
sind®’”); beispielsweise entspricht bei 30 dem Exponeuten 2 die Diago- 
nale des Vierseits, jeder der Gruppen (11) zwei Gegenseiten desselben. 

Die Komplexe der Gattung 35 sind die tetraedralen (Nr. 39), die 
der Gattung 49 die Tangentenkomplexe®”®) der Flächen zweiter Ord- 
nung ohne singulären Punkt. 

c) Die Komplexe der Klasse A haben endlich viele Fundamental- 
komplexe (vgl. Nr. 32 c), die der übrigen Klassen haben (entsprechend 
den zwei- oder dreigliedrigen Exponentengruppen) Büschel oder Netze 
von Fundamentalkomplexen. Die Achsen der darin enthaltenen Strahlen- 
gebüsche sind Doppellinien des Komplexes. 

Die Komplexe der Klasse A enthalten keine Strahlennetze, die 
der übrigen Klassen enthalten Systeme von Strahlennetzen°”) und 
sind auf unendlich viele Arten durch projektive Büschel linearer Kom- 
plexe erzeugbar (Nr. 32g). Wenn diese Büschel insbesondere demselben 
Komplexnetz angehören, so ist!000) die singuläre Fläche eine doppelte F,. 

Die Singularitätenkongruenz zerfällt stets zugleich mit der sin- 
gulären Fläche !0!), 


996) Phil. Trans. 153 (1863), p. 193. S. auch A. Cayley, Phil. Trans. 159 
(1869), p. 231 = Coll. M. P. 6 (1893), p. 359. 

997) Über die Bedeutung der Exponenten 3 bis 6 s. C. Segr& G. R., Nr. 162. 

998) A. Voss hat die Theorie der Flächen zweiten Grades nach liniengeo- 
metrischen Methoden entwickelt (Math. Ann. 10 (1876), p. 143), auch hinsicht- 
lich metrischer Fragen (Hauptachsenproblem) und des Systems zweier Flächen 
zweiten Grades; s. auch IIIC2 (Staude), Nr. 26. Die Tangentenkomplexe der 
Flächen zweiten Grades wurden auch von R. Sturm (L. G. 3, p. 462) und P. @er- 
lich (Diss. Breslau 1905) untersucht, z. B. hinsichtlich der drei Systeme von je 
oo* in ihnen enthaltenen (linear oder konisch berührenden) Regelscharen. 

999) Liegt ein Strahlennetz in einem quadratischen Komplex, so enthält 
dieser (mindestens) zwei Scharen von Strahlennetzen; R. Sturm, L. G. 3, p. 391. 

1000) ©. Segre, Math. Ann. 23 (1884), p. 235. Bildet man die Komplexe 
des Netzes auf die Geraden (also die Strahlennetze auf die Punkte) einer Ebene 
E ab, so entsprechen den ©° quadratischen Komplexen Q, die zur selben F, 
gehören, die Kegelschnitte der Ebenen E; die Strahlengebüsche des Komplex- 
netzes werden auf die Tangenten eines Kegelschnittes K abgebildet. Aber nur 
je ©! dieser Komplexe Q@ sind im Sinne von Nr. 33 c) als konsingulär zu be- 
trachten, nämlich solche, die auf eine Kegelschnittschar abgebildet werden, die 
auch X enthält. 

1001) A. Weiler, Diss., p. 203. Bei den Komplexen der Klasse E zerfüllt die 
Singularitätenkongruenz in vier Strahlennetze (C. Segre, G. R., p. 149). Diese 
brauchen nicht alle getrennt zu sein und können zum Teil selbst singulär sein. 
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d) Es sei noch die Tafel II der zerfallenden quadratischen Kom- 
plexe angefügt. In ihr bedeutet @ ein Gewinde, 5 ein Strahlen- 
gebüsch, N das Strahlennetz, das den zwei linearen Komplexen ge- 
meinsam ist. Einer viergliedrigen Exponentengruppe entspricht im R, 
ein Paar getrennter Hyperebenen, deren Schnitten mit der @,? zwei 
getrennte lineare Komplexe entsprechen. Wenn der Schnitt R, dieser 
Hyperebenen die @,? in einem Punkte (längs einer Geraden) berührt, 
so ist der erste (sind die beiden ersten) von den Exponenten der 
































Tafel Il. 
Nummer | Charakteristik ae Art des Zerfallens 
50 [(1111) 11] | 10 Zwei G mit getrennten Brennlinien des N 
51 [(1111) 2] 9 Ein @ und ein S, dessen Achse @ nicht 
angehört 
52 [(1111) (11)] 8 Zwei S mit windschiefen Achsen 
53 | feıımıl | 9 | Zwei @ mit parabolischem N 
54 | [(@e111)] | 8 Ein @ und ein S, dessen Achse @ angehört 
65 | [es] | 7 | Zwei S mit sich schneidenden Achsen 
56 | [(11111) 1] | 5 Ein doppeltes @ 
57 | [(@1111)] | 4 Ein doppeltes S 





viergliedrigen Gruppe größer als eins; anderseits bedeutet dies, daß 
N parabolisch (singulär) ist. Hiernach kann man '’?) leicht beurteilen, 
wie die (von vornherein erkennbaren) Fälle den verschiedenen Cha- 
rakteristiken mit vier- oder fünfgliedriger Exponentengruppe zuzuordnen 
sind. Nur die Gattung 50 hat noch eine Invariante, das Doppelver- 
hältnis der beiden Gewinde (Nr. 6). 


36. Die Kummerschen Flächen.'®) a) Die Flächen vierter Ord- 
nung mit 16 Knotenpunkten heißen!) Kummersche Flächen, weil sie 


1002) Namentlich nach C. Segre, G. R. Nr. 73 und 74. 

1003) Wir beschränken uns vorzugsweise auf solche Eigenschaften der Kum- 
merschen Flächen, die im Zusammenhang mit der Liniengeometrie entdeckt wur- 
den, und verweisen im übrigen, namentlich was die Beziehungen zur Funktionen- 
theorie betrifft, auf IITC10 (W. Fr. Meyer) und IIB7 (Krazer und Wirtinger), Nr. 68. 
Zusammenfassende Darstellungen über die Kummersche Fläche haben W. Reichardt 
in seiner Leipziger Dissertation (= Verh. Leop. Akad. Halle 50 [1887], p. 373 bis 
483) und R. Hudson (Kummers quartie surface, Cambridge 1905) gegeben. Erstere 
Darstellung reicht weiter, letztere ist wegen der ausführlicheren Schreibweise zur 
Einführung geeignet. 

1004) Nach F'. Klein, L. K., p. 214. 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 2. 74 
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zuerst von E. Kummer allgemein untersucht wurden.!'®) Er findet, 
daß diese Flächen auch von der vierten Klasse, ferner vom Range 12 
sind und von 18 Konstanten abhängen.'®®) Für einen Knotenpunkt 
zerfällt der einhüllende Kegel (der neben dem Tangentenkegel 7 des 
Knotenpunktes übrig bleibt) in sechs Ebenen, die 7’ berühren, für die 
Fläche singulär sind und diese in je einem Kegelschnitt berühren, der 
noch fünf weitere Knotenpunkte der Fläche enthält (und dual). 
Solcher Ebenen gibt es im ganzen ebenfalls 16, die mit den 16 
Knotenpunkten eine Kummersche Konfiguration!) bilden. Die Kon- 
gruenz der Doppeltangenten einer Kummerschen Fläche zerfällt in die 
16 Strahlenfelder der singulären Ebenen und in sechs Kongruenzen 
zweiter Ordnung und Klasse.!%®) AR. De Paolis erhält die Kummersche 
Fläche bei einer ein-zweideutigen Raumverwandtschaft als Ort der 
Punkte des Doppelraums, deren beide entsprechende zusammenfallen.'%) 
Sonderfälle der Kummerschen Flächen waren schon früher be- 
sonders durch A. Cayley bekannt. Er betrachtet als Verallgemeine- 
rung der F'resnelschen Wellenfläche'"'°) eine zu sich selbst duale Fläche 





1005) Monatsb. Akad. Berlin 1864, p. 246, 495. Er hatte sie bei seinen 
Untersuchungen über Strahlensysteme (2,2) gefunden, die er aber erst später ver- 
öffentlichte (Nr. 45). 

1006) Obgleich dies um 16 Konstanten weniger sind, als bei den allgemeinen 
Flächen vierter Ordnung, kann man doch alle ebenen Kurven vierter Ordnung 
als Schnitte Kummerscher Flächen gewinnen; E. Kummer, Anm. 1005). Umge- 
kehrt gehen durch eine allgemeine ebene Kurve vierter Ordnung (, entspre- 
chend den 63 Steinerschen Gruppen von 6 Doppeltangentenpaaren (III C 5 (Kohn), 
Nr. 59f.) 63 nicht zueinander projektive Kummersche Flächen; W. Wirtinger, 
Untersuchungen über Thetafunktionen, Leipzig 1895, p. 113. S. auch IIIC 5 (Kohn), 
Nr. 72. Aus jeder Kummerschen Fläche, die durch die ©, geht, lassen sich oo* 
andere ebensolche durch gewisse perspektive Kollineationen ableiten. Über die 
Kummerschen Flächen (Tetraedroide) durch eine Lemniskate s. W. Schjerning, 
Arch. Math. Phys. (2) 7 (1889), p. 113. 

1007) III AB 5a (Steinitz), p. 501; der dort angegebenen Literatur sei hinzu- 
gefügt: E. Caporali, Mem. Acc. Line. (3) 2 (1878), p. 791 = Mem. di geom., Na- 
poli 1888, p. 86; R. Sturm, L. G. 2, p. 120—144; E. Ciani, Giorn. di mat. 36 
(1898), p. 68; H. E. Timerding, Math. Ann. 54 (1901), p. 498; H. Reckhaus, Diss. 
Straßburg 1904; L. Berzolari, Rend. acc. Linc. (5) 16,1 (1907), p. 726; J. A. Bar- 
rau, Sitzungsb. Ak. Wien 117 (1908), p. 645; Nieuw arch. voor wisk. (2) 8 (1908), 
p. 185; @. Gallucei, Atti acc. Napoli (2) 15 (1914), p. 12. Auch durch Projek- 
tion aus dem R, wurde diese Konfiguration gewonnnen; S. R. Hudson (Anm.1003), 
p. 129. S. auch Nr. 45 d). 

1008) Jede derselben vermittelt durch die beiden Berührungspunkte der Tan- 
genten eine birationale Abbildung der Fläche auf sich selbst. 

1009) Rend. acc. Line. (4) 6, II (1890), p. 3. 

1010) V,21 (Wangerin), p. 22. Diese Fläche geht aus dem Tetraedroid her- 
vor, indem eine Ebene von X die unendlich ferne Ebene U wird, während die 
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vierter Ordnung'"!), die er Tetraedroid nennt, weil sie von jeder Ebene 
eines gewissen ‚Tetraeders T in einem Paar von Linien zweiter Ord- 
nung geschnitten wird, für die das betreffende Dreieck von 7 ein 
Polardreieck ist. Die Schnittpunkte dieser Paare von Kegelschnitten 
sind die Knotenpunkte der Fläche. 

b) Eine Kummersche Fläche hat drei projektive Invarianten und 
ist durch die Konfiguration ihrer Knotenpunkte eindeutig bestimmt, 
diese wieder durch sechs geeignet gewählte Knotenpunkte!"?), wenn 
deren Einordnung in das Schema der Konfiguration bekannt ist.!'?) 

Eine Gerade bestimmt mit einer Kummerschen Fläche vier Schnitt- 
punkte und vier Berührungsebenen von gleichem Doppelverhältnis.*®?) 
Die Kummersche Fläche entspricht sich selbst in den Korrelationen 
der sechs Fundamentalgewinde (Nr. 22 c) eines quadratischen Kom- 
plexes, dessen singuläre Fläche sie ist (Nr. 37 b). Von den 28 Doppel- 
tangenten ihres Schnittes mit einer Ebene E sind 16 die Schnitte mit 
den singulären Ebenen; die übrigen schneiden sich zu zweien in den 
sechs (auf einem Kegelschnitt liegenden) Nullpunkten, die E in den 
Fundamentalgewinden hat. So liegt jede der sechs Doppeltangenten- 
Kongruenzen (2,2) in einem Fundamentalgewinde.!"14) 


drei anderen aufeinander senkrecht stehn, wenn noch einer der beiden Kegel- 
schnitte in U der unendlich ferne Kugelkreis ist; s. z. B. R. Hudson (Anm. 1003), 
p.100. Die Wellenfläche als singuläre Fläche quadratischer Komplexe behandelt 
auch E. Marchand, Nouv. Ann. (3) 8 (1889), p. 122, 401. 

1011) J. de math. 11 (1846), p. 291 = Coll. P. I. (1889), p. 302. Einige Fehler 
dieser Abhandlung wurden von Ch. Ernst (Preisschr. München, 1885) berichtigt. 
Überdies zerfällt noch für 48 andere Ebenen der Schnitt in zwei Linien zweiter 
Ordnung. Als Sonderfall der Kummerschen Fläche erkennt Cayley diese Fläche 
in J. f. Math. 65 (1866), p. 284 = Coll. P. 5 (1882), p. 431. Sechs Knotenpunkte 
in derselben Ebene bilden hier ein Brianchonsches Sechseck (F. Klein, L.K., 
p. 217. Über Kummersche Flächen, die sich in mehrfacher (2, 3, 4, 6-facher) Art 
als Tetraedroid auffassen lassen, -s. auch K. Rohn, Ber. sächs. Ges. 36 (1884), 
p- 10; O©. Segre, ebenda, p. 132; R. Hudson, Anm. 1003), p. 91. Eine Abbildung 
des Tetraedroids auf die Ebene gab J. de Vries, Monatsh. Math. Phys. 12 
(1901), p. 45. 

1012) II AB 5a (Steinitz), p. 503. Wenn der hier erwähnte sechselementige 
Wurf eine Involution bildet, so ist die Kummersche Fläche ein Tetraedroid; @. 
Humbert, Am. J. of. Math. 16 (1884), p. 221; J. Hutchinson, Bull. Amer. math. 
soc. (2) 4 (1898), p. 327. 

1013) Wenn dies nicht der Fall ist, sind durch die sechs Punkte (oder dual) 
12 Kummersche Konfigurationen linear bestimmt; H. Weber, Anm. 1022). 

1014) F. Klein, L. K., p. 216. Die Bestimmung der Singularitäten einer 
Kummerschen Fläche hängt (außer von quadratischen Gleichungen) von der Auf- 
lösung einer Gleichung sechsten Grades ab. Deren algebraische Eigenschaften 
untersucht C. Jordan, J. f. Math. 70 (1869), p. 182. 

74* 
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Es gibt 00° ausgezeichnete Tetraeder, die der Kummerschen Fläche 
zugleich umschrieben und eingeschrieben sind. Aus diesen lassen sich 
Kummersche Konfigurationen zusammensetzen, welche die gleiche Eigen- 
schaft haben.!"?) Es gibt ferner 16 Systeme von oo° Tetraedern, deren 
Ecken auch auf der Fläche liegen und deren Kanten sie berühren.'!6) 
Die Realitätsverhältnisse der Kummerschen Flächen haben F. Klein!""), 
K. Rohn'®®) und E. Pascal!"?), ihre Stellung innerhalb der allgemeinen 
hyperelliptischen Flächen @. Humbert!"%) untersucht. 

ce) In bezug auf ein zugehöriges Fundamentaltetraeder (Nr. 22 c), 
als Grundtetraeder des Koordinatensystems nimmt die Gleichung der 
Kummerschen Flächen folgende Form an: 


4 
(191) > yi— 2a(y’y + Yu) + 2b + un) 
1 


+ 2cy u + 9’) — SdyıYa ya Yu, 
wobei die Konstanten!) a, b, c, d die Beziehung 


1015) F. Klein, Math. Ann. 27 (1886), p. 106. 

1016) G. Humbert, J. de math. (4) 9 (1893), p. 29, 361. Hier werden beson- 
ders die algebraischen Kurven auf der Fläche untersucht. 

1017) Bericht über die 50. Versamml. deutscher Naturf. u. Ärzte, München 
1877, p. 95. Über seine Modelle der Kummerschen Flächen s. W. Dyck, Katalog 
math. Modelle, München 1892, p. 265. 8. auch Anm. 1023). 

1018) Math Ann. 18 (1881), p. 99, auch schon Diss. München 1879. Die Zahl 
der reellen Knotenpunkte einer Kummerschen Fläche kann 16, 8, 4 oder Null 
sein. Im ersten Fall besteht die Fläche aus 8, im zweiten aus 4 Mänteln, die 
in den Knotenpunkten zusammenhängen; im dritten Fall entweder aus 2 Män- 
teln (zwei projektiv nicht verschiedene Unterfälle), oder die 4 Knotenpunkte 
sind die einzigen reellen Punkte; im vierten Falle aus einem oder 2 Mänteln, 
oder sie besitzt keinen reellen Punkt. Die Zahl der reellen singulären Ebenen 
ist stets gleich der Zahl der reellen Knotenpunkte; alle Fälle können aus ihren 
Grenzfällen anschaulich abgeleitet werden, indem man eine Fläche zweiten 
Grades durch je vier Erzeugende jeder Schar (die auch paarweise imaginär sein 
können) in Felder teilt und diese dann abwechselnd wegläßt und doppelt über- 
deckt. Auch Komplexflächen können so (durch Zusammenrücken von Erzeu- 
genden erhalten werden. S. auch Ä. Rohn, Math. Ann. 29 (1887), p. 93; R. Hud- 
son (Anm. 1003), chap. 11. 

1019) Rend. Ist. Lomb. (2) 38 (1905), p. 688. 

1020) Über die Abhängigkeit der Konstanten von den Größen k, der Nr. 34 


6 
oder von den Invarianten der zugehörigen Form sechsten Grades II (,—k,) oder 
1 


schließlich von den Nullwerten der Thetafunktionen, durch welche die Fläche dar- 
gestellt werden kann, vergleiche man W. Reichardt (Anm. 1003), wo die verschie- 
denen Gleichungsformen der Kummerschen Flächen am vollständigsten zu finden 
sind (s. namentlich p. 395, 429, 447). 
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(192) 4d’—= a?’ + ++ abe —1 


erfüllen.19®t) 

Ferner kommen für einfache Gleichungsformen solche Grund- 
tetraeder in Betracht, deren Ecken oder Ebenen singuläre Elemente 
der Kummerschen Fläche sind. Von den ersteren unterscheidet H. Weber 
dreierlei Arten !?); 

«) Tetraeder erster Art, bei denen auch alle vier Ebenen singu- 
läre Berührungsebenen sind; es gibt deren 80; 


ß) Tetraeder zweiter Art, bei denen keine Ebene singulär ist; es 
gibt deren 60; 


y) Tetraeder dritter Art, bei denen zwei Ebenen singulär sind, 
solcher gibt es 1440. 


W. Reichardt nennt!’®) die Tetraeder erster Art Rosenhainsche 
Tetraeder, die zur Art $) dualen Göpelsche Tetraeder. 


Bezüglich eines Göpelschen Tetraeders lautet nun die Gleichung 
der Kummerschen Fläche!®®): 


. (193) 4YKyyyy = 2elyıY + Yyı) 


+ 2B Yu + Yyı) + 27 HM YaY) Hua dir 


wobei 

(194) K=®+PB+9—2oßy —1, 

endlich in Hexaederkoordinaten?°#) nach W. Reichardt!®); 
(195) AYyy + BYu un + OVun—®. 

E. Kummer hat auch die Gleichung ''®): 

(196) Vdar + Voyrı + Ver — 0, 


1021) ©. M. Jessop, L. C., p. 98; für d= 0 erhält man ein Tetraedroid. 

1022) J. f. Math. 84 (1878), p. 332. 

1023) E. Kummer, Monatsb. Akad. Berlin 1864, p. 246. Er gibt an, wie 
die Konstanten zu wählen sind, damit alle Knotenpunkte und singulären Ebenen 
reell werden, und beschreibt ein Modell dieses Falles. Modelle der Kummerschen 
Flächen (auch für andere Fälle) von F. Klein und K. Rohn sind im Verlag 
von M. Schilling erschienen (Katalog math. Modelle, 6. Aufl., Halle 1903, p. 5 u. 
92). Setzt man die rechte Seite von (193) gleich Null, so erhält man eine 
Fläche zweiten Grades, welche mit der Kummerschen Fläche dieselben vier 
Kegelschnitte gemein hat wie die Tetraederebenen; sie geht durch die 12 Knoten- 
punkte, die auf den Tetraederkanten liegen. 

1024) Dies sind Polyederkoordinaten (III AB 7 (E. Müller), p. 639) für r —= 6; 
und zwar sind 6 geeignete singuläre Ebenen die Koordinatenebenen. 

1025) A. S., p. 64. Es folgt eine Tafel der Koordinaten aller Knotenpunkte 
und der Gleichungen aller singulären Ebenen. 
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wobei ö +6, + d,=0 ist und 
r y— aa — bt, 
(197) n=—@%8 +az — bit, 
y=ar —ay — bit. 


Sie läßt sich auch schreiben: 
EM ir 


Bir den 
(198) ul). 


wen 


d) Es gibt 30 Büschel von Flächen zweiten Grades, als deren 
Einhüllende sich eine Aummersche Fläche F auffassen läßt, so daß 
nämlich F' von jeder Fläche des Büschels in einer Kurve vierter Ord- 
nung berührt wird. Die Flächen jedes Büschels gehn durch 8 Knoten- 
punkte und berühren ebenso viele singuläre Ebenen. Jedem System 
ist ein anderes zugeordnet, dessen Flächen durch die übrigen 8 Knoten- 
punkte gehen. Zwei Flächen, - die zu zwei einander zugeordneten 
Systemen gehören, schneiden sich in einem Vierseit.!02®) 

Jede algebraische Kurve auf einer Kummerschen Fläche F ist 
von gerader Ordnung 2m und kann als Berührungskurve mit einer 
eingeschriebenen Fläche der Ordnung m (die also F' sonst nicht mehr 
trifft) erhalten werden; sie ist aber auch, zusammen mit höchstens 
vier Kegelschnitten von F) der vollständige Schnitt von F' mit einer 
anderen algebraischen Fläche.!%%) Über die asymptotischen Linien der 
Kummerschen Flächen s. Nr. 3% e). 

e) Die Transformationen 

y--+7, (= 1,...1,:6) 
(in Kleinschen Koordinaten) bedeuten Kollineationen oder Korrela- 
tionen, je nachdem eine gerade oder eine ungerade Anzahl von Minus- 
zeichen vorkommt. So können 16 Kollineationen (die Identität ein- 
gerechnet) und ebensoviele Korrelationen dargestellt werden. Alle 


1026) K. Rohn, Math. Ann. 15 (1879), p. 315; @. Darboux, Paris C. R. 92 
(1881), p. 685, 1493; @. Humbert, Anm. 1016) und Rend. circ. mat. Palermo 11 
(1897), p. 1; H. @. Zeuthen, A. G., p. 154. Durch jeden Punkt gehen zwei Flächen 
eines solchen (nicht linearen) Büschels. Auf elementarem Wege findet: @. Lery 
(Nourv. ann. [4] 4 [1904], p. 49) diese Systeme: Seien A, B zwei involutorische Ge- 
winde, ferner a, b zwei Gerade von A, endlich a’ die Polare von a bezüglich B. 
Dann enthält A die Regelschar aba’ und B ihre Leitschar. Indem a, b pro- 
jektive Büschel beschreiben, entstehen die oo! Flächen zweiten Grades als Träger 
der Regelscharen, deren Gerade, soweit sie demselben Gewinde angehören, eine 
Kongruenz (2,2) bilden. 
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diese führen die Kummersche Fläche in sich über, wenn x,—= 0 deren 
Fundamentalgewinde sind. 1027) . 

Die Kollineationsgruppe einer Kummerschen Fläche F besteht 
nur dann aus mehr als 16 Kollineationen, wenn F' sich entweder (auf 
einfache oder mehrfache Art, Anm. 1011) als Tetraedroid auffassen läßt 
oder eine Fläche ist, die zu gewissen singulären Thetafunktionen ge- 
hört.1928), 

Allgemeinere birationale Transformationen der Kummerschen Fläche 
in sich betrachten F. Klein!®), J. Hutchinson), G. Humbert'*), 
V. Snyder'®'), F. R. Sharpe und C. F. Oraig.!®?) 

Die meisten dieser Autoren betrachten auch birationale Abbil- 
dungen derselben auf andere Flächen vierter Ordnung!®®), namentlich 
auf die Weddlesche Fläche, die der Ort der Spitzen der Kegelflächen 
zweiter Ordnung ist, die durch 6 gegebene Punkte gehen.!*) 

f) E. Genty untersucht die quadratischen Komplexe, die einen 
Mittelpunkt haben, mit Hilfe der Vektoranalysis und gibt eine me- 
trische Erzeugungsweise der zugehörigen Kummerschen Flächen mit 
Hilfe zweier konzentrischen Flächen zweiten Grades.!0%) FH. W. Rich- 
mond erhält sie!®®) durch Konstruktionen im R,. 


1027) F. Klein, L.K.; W. Reichardt, Anm. 1003). Hier wird auch die Be- 

deutung der 720 Verwandtschaften 
x, ==f, ,k=1,..., 6) 
(je 360 Kollineationen und Korrelationen) für die Kummersche Fläche untersucht. 

1028) 5. Kantor, Am. J. of math. 19 (1897), p. 86; R. Hudson (Anm. 1003), 
8 118, 120. 

1029) Math. Ann. 27 (1886), p. 106. 

1030) Bull. Am. math. soc. (2) 7 (1901), p. 211. 

1031) Trans. Am. math. soc. 12 (1911), p. 354. 

1032) Trans. Am. math. soc. 15 (1914), p. 236. 

1033) 8. auch L. Remy, Paris C. R. 150 (1910), p. 677. 

1034) Über diese Fläche haben noch geschrieben: T. Weddle, Cambr. and 
Dubl. math. J. 5 (1850), p. 69; A. Cayley, Paris C. R. 52 (1861), p. 1216 = Coll. M. 
P. 5 (1892), p. 4; C. F. Geiser, J. f. Math. 67 (1867), p. 78; C. Hierholzer, Math. 
Ann. 2 (1870), p. 583; 4 (1871), p. 172; E. Laguerre, Bull. soc. math. de Fr. 1 
(1875), p. 71 = Oeuvres 2 (1905), p. 341; E. Hunyady, J. f. Math. 92 (1882), p. 304; 
F. Schottky, J. f. Math. 105 (1889), p. 238; F. Caspary, Paris C. R. 112 (1891), 
p- 1356; Bull. sc. math. (2) 15 (1891), p. 308; J. Hutchinson, Ann. of math. 11 
(1897), p. 158; E. Veneroni, Rend. eire. mat. Palermo 16 (1902), p. 209; 17 (1903), 
p- 1711; E. Clans; ebenda, 16 (1902), p. 327; R. Hudson (Anm, 1003), chap. 15; 
H.F. eher, Proc. London math. soc. (2) 1 (1904), p. 247; H. Bateman, ebenda 
(2) 3 (1905), p. 225; Johns Hopkins Univ. Cire. 1913, p. 42; F. Morley und 
J. R.Conner, Am.J.ofmath. 31 (1909), p.263. S.IIB 7 (Krazer und Wirtinger), Nr.69. 

1035) J. de math. (3) 8 (1882), p. 299. 

1036) Quart. J. of math. 34 (1903), p. 117. 
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g) Die (nicht homogenen) Koordinaten der Punkte einer Kummer- 
schen Fläche lassen sich als vierfach periodische hyperelliptische Funk- 
tionen zweier Veränderlichen darstellen.'®”), 

Ferner bemerkte A. Cayley'!®), daß sich die Quadrate der 16 
Thetafunktionen zweier Veränderlichen den 16 Knotenpunkten einer 
Kummerschen Fläche so zuordnen lassen, daß solchen 6 Thetaquadra- 
ten, von denen je vier in einer linearen Beziehung stehen, Knoten- 
punkte in derselben singulären Ebene entsprechen. Diesen Umstand 
benützte er zur Aufstellung der Gleichung einer Fläche vierter Ord- 
nung mit 16 Knotenpunkten und sprach die Vermutung aus, daß sie 
die allgemeine Kummersche Fläche sei. Dies wurde von ©. W. Bor- 
chardt bestätigt!®°), der gezeigt hat, daß die homogenen Koordinaten 
eines Punktes der Kummerschen Fläche geeigneten Thetafunktionen 
zweier Veränderlichen gleichgesetzt werden können, wobei ein Funda- 
mentaltetraeder (Nr. 22 e) der Darstellung zugrunde liegt. Man kann 
sie aber auch den Quadraten anderer Thetafunktionen gleichsetzen !%P), 
wobei ein Rosenhainsches Tetraeder (Nr. 36 ce) zugrunde liegt. Den 
Zusammenhang dieser verschiedenen Darstellungen der Kummerschen 
Fläche untereinander und mit der Theorie der Transformation der 
Thetafunktionen haben K. Rohn!%") und W. Reichardt‘”) untersucht. 
Dabei entsprechen den Identitäten zwischen den Thetafunktionen die 
Beziehungen zwischen den Elementen Kummerscher Konfigurationen. 
S. auch II BT (Krazer und Wirtinger), Nr. 68. 

Sehon H. Weber hatte bemerkt, daß elliptische Funktionen an 
Stelle der hyperelliptischen und die zugehörigen Thetafunktionen statt 
der Thetafunktionen zweier Veränderlichen in gewissen Sonderfällen 1%?) 
zur Darstellung ausreichen. Zu diesen gehört das Tetraedroid (Nr. 36 a). 
Weitere Untersuchungen hierüber liegen mehrfach vor'®); ferner 
schrieben über den Sonderfall der Fresnelschen Wellenfläche A.Legoux'*), 
A. Weber '%°), E. Lacour '*®). 

1087) F. Klein, Math. Ann. 5 (1872), p. 302; 27 (1886), p. 106; K. Rohm, 
Diss. München 1878. 

1038) J. f. Math. 83 (1877), p. 210 — Coll. M. Pap. 10 (1896), p. 157. 

1039) J. f. Math. 83 (1877), p. 234. 

1040) H. Weber, J. f. Math. 84 (1878), 332. 

1041) Math. Ann. 15 (1879), p. 315. S. auch R. Domsch, Diss. Leipzig 1885. 
— Arch. Math. Phys. (2) 2 (1885), p. 193, 225. 

1042) Z. B. Wenn vier Knotenpunkte in einer Ebene liegen, die nicht sin- 
guläre Berührungsebene ist; J. f. Math. 84 (1878), p. 332. 

1043) @. Humbert, Amer. J. of math. 16 (1894), p. 221; R. Bricard, Nouv. 
Ann. (3) 18 (1899), p. 197; D. N. Lehmer, Am. J. of math. 25 (1903), p. 1. 


1044) Nouv. Ann. (3) 4 (1885), p. 393. 
1045) Vierteljahrsschr. d. naturf. Ges. Zürich 41, TI (1896), p. 82. 
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37. Die Komplexe der Gattung eins. a) Bei den Komplexen der 
Gattung eins sind alle Elementarteiler (Nr. 31 e) voneinander verschie- 
den. Die Gleichung eines solchen Komplexes läßt sich in Kleinschen 
Koordinaten auf die kanonische Form 


6 
(199) Di’ 1,0 — 0 
1 


bringen (Nr. 22 f), wobei die Konstanten k, alle voneinander verschie- 
den sind und um gleich viel geändert werden können; in Plückerschen 
Koordinaten auf die Form 

3 


3 
(200) Da, + FAN + 22, b,P,P, +3 an 0, 
1 


1 

wenn man ein Fundamentaltetraeder (Nr. 22 c) dem Koordinatensystem 
zugrunde legt.!%”) Die Beziehung zwischen beiderlei Koordinaten kann 
dann geschrieben werden '®): 
u =mTt Pu a au = u = PD; + Ps; 
S=im—D) —mM=ÜMm— PD), %= Ps — Do): 

Bezüglich eines Rosenhainschen Tetraeders (Nr. 36 c) lautet die 
Gleichung des Komplexes in Plückerschen Koordinaten: 
(202) L’+ 2ap,p, + 2099, + 28m =); 
wobei L eine lineare Form der Koordinaten ist. 

b) Die singulären Flächen der Komplexe der Gattung eins sind 


Kummersche Flächen.!%%) Die singulären Linien eines solchen Kom- 
plexes erfüllen neben (199) noch die Gleichung: 


6 
(203) Da 0, 
1 


(201) 





1046) Nouv. Ann. (3) 17 (1898), p. 266. Über die Kummersche Fläche 
schrieb noch A. Moretti, La superf. del Kummer, Milano 1901. 

1047) F. Klein, Diss. und L. K., p. 221. Und zwar sind, wenn die a in 
(178) reell sind, von den Fundamentaltetraedern 6, 2, 1, 1 reell, je nachdem von 
den Elementarteilern 0, 2, 4, 6 komplex sind. Für ein reelles Fundamental- 
tetraeder ist in (200) von den drei unbestimmt gelassenen Vorzeichen jedem Paar 
komplexer Elementarteiler entsprechend eines, negativ zu wählen. Je nachdem 
unter den Elementarteilern 0, 2 oder mehr komplexe vorkommen, sind von den 
30 Kanten der Fundamentaltetraeder (Nr. 22 c) 18, 10 oder 6 reell. Zwei Gegen- 
kanten eines solchen Tetraeders sind gegenseitig bezüglich des Komplexes polar 
(Anm. 853), 

1048) W. Reichardt (Anm. 1003), p. 386. 

1049) J. Plücker, N. G., p. 310—316; F. Klein, L. K, p. 214. ©. M. Jessop, 
Quart. J. of math. 32 (1901), p. 313. 
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die singulären Linien höherer (zweiter und dritter) Ordnung (Nr. 32 h) 
überdies die Gleichung 


(204) Dia = 0, 

unter ihnen die singulären Linien dritter Ordnung auch noch die Glei- 
chung '®®);: s 

(205) Dita’ 0. 


Ein singulärer Strahl s berührt die singuläre Fläche © im zuge- 
hörigen singulären Punkte $ und schneidet sie in den Scheiteln A, A’ 
der beiden Büschel, in welche die Komplexkurve der zugeordneten 
singulären Ebene 6 zerfällt, und dual!®'); s repräsentiert zwei von 
den vier Strahlen, die in o liegen'®?), die beiden anderen sind die 
Schnittlinien der Ebenenpaare von A, 4’.'®®) Umgekehrt gehört eine 
zweipunktige Tangente t von © in S als singulärer Strahl zu einem 
von der Schar konsingulärer Komplexe, der unter den vier durch t 
gehenden Komplexen doppelt zählt, und als regulärer Strahl zu zwei 
anderen Komplexen. Diese enthalten den ganzen Tangentenbüschel 
von $ und je eine dreipunktige Tangente desselben als singulären 
Strahl. Also ist ein Komplex durch seine singuläre Fläche und einen 
singulären Strahl eindeutig bestimmt.!%%) 

c) Die Knotenpunkte der singulären Fläche sind zugleich Doppel- 
punkte (Nr. 27 a) des Komplexes, und dual. Die Komplexstrahlen 
einer Doppelebene ö bilden ein Büschel B singulärer Strahlen. Jedem 
dieser Strahlen entspricht 6 als zugeordnete singuläre Ebene; die zu- 
geordneten singulären Punkte erfüllen jedoch den Berührungskegel- 
schnitt X von 6, und dual.!®°) Die Tangente im Scheitel!%%) von B 


1050) Vgl. Nr. 82 h) und F. Klein, L. K., p. 223. Die singulären Linien zweiter 
Ordnung berühren die singuläre Fläche dreipunktig, die 32 singulären Linien 
dritter Ordnung berühren sie vierpunktig und liegen entweder in einer singu- 
lären Berührungsebene der Fläche (Doppelebene des Komplexes) oder gehen 
durch einen Knotenpunkt. 

1051) F. Klein in J. Plückers N. G., p. 315; vgl. auch Nr. 28 d). 

1052) R. Sturm, L. G. 3, p. 18. 

1053) Wenn jedoch der singuläre Strahl von der zweiten (dritten) Ordnung 
ist, rückt einer der Punkte (rücken beide Punkte) A, A’ nach $ hinein (vgl. 
Anm. 1050), und das ganze Büschel ($, 0) gehört dem Komplex an. Die einzigen 
regulären Komplexstrahlen, welche & berühren, gehören solchen Büscheln (8, 6) 
an (mit dreipunktigem s). 

1054) F. Klein, L. K., p. 218; R. Sturm, L. @. 3, p. 49. Hier (p. 50) auch 
die analogen Sätze für die drei- und vierpunktigen Tangenten und für die Dop- 
peltangenten von ©. i 

1055) J. Plücker, N. G., p. 308—316. 

1056) Dieser wandert auf X, wenn man sich in der Schar konsingulärer 
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an K ist singulär dritter Ordnung. Die singulären Strahlen, die zu 
den Punkten eines ebenen Schnittes der singulären Fläche gehören, 
bilden i.a. eine Regelfläche achten Grades. Die Punkte der Komplex- 
punktepaare, deren singuläre Linien eine Gerade treffen, bilden eine 
Kurve der 16. Ordnung.!®”) 

Die singulären Strahlen des Komplexes, die zugleich Haupttan- 
genten!P®) der singulären Fläche sind, bilden eine windschiefe Fläche 
16. Grades; ihre Berührungspunkte mit der singulären Fläche bilden 
eine gewöhnliche Haupttangentenkurve!®®) der singulären Fläche, und 
zwar ist jedem der oo! konfokalen Komplexe eine solche Haupttan- 
gentenkurve zugeordnet. Die gewöhnlichen asymptotischen Linien der 
singulären Fläche © sind von der 16. Ordnung und Klasse und haben 
in den Knotenpunkten von © Spitzen und dual. Sie können mit 
jedem Punkt durch eine Fläche vierter Ordnung verbunden werden, 
d.h. sind Grundkurven von Büscheln von Flächen vierter Ordnung.'°) 
Die Doppeltangenten der singulären Fläche, die nicht in ihren 16 
Doppelebenen liegen, bilden 6 Kongruenzen zweiter Ordnung »und 
Klasse, die je einem der 6 Fundamentalgewinde angehören (Nr. 36 a, b). 
Beide Berührungspunkte der Strahlen je einer dieser Kongruenzen liegen 
auf einer und derselben ausgezeichneten Haupttangentenkurve. Diese 
sind von der 8. Ordnung und Klasse, gehen einfach durch die Doppel- 
punkte der singulären Fläche hindurch und können als vollständige 
Berührungsschnitte zweier Kummerschen Flächen dargestellt wer- 
den !0et), 

d) Die zu (199) gehörige Schar konsingulärer Komplexe (Nr. 33) 
wird durch 


Komplexe bewegt, und rückt in einen Knotenpunkt, sobald in der Schar ein dop- 
peltes Fundamentalgewinde (Nr. 33 b) auftritt. 

1057) R. Sturm, Arch. Math. Phys. 22 (1914), p. 22. Die den singulären 
Linien zugeordneten singulären Punkte bilden eine Kurve achter Ordnung. 

1058) F. Klein, L. K., p. 218. 

1059) $. Lie und F. Klein, Monatsb. Akad. Berlin 1870, p. 891 = Math. 
Ann. 23 (1884), p. 579; S. Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 178; Th. Reye, J. f. Math. 
97 (1884), p. 242 (hierzu eine Bemerkung von C. Segre, J. f. Math. 98 [1885], 
p. 301); J. Hutchinson, Bull. Am. soc. (2) 5 (1899), p. 465. Vom Standpunkt der 
Geometrie des R behandelt die asymptotischen Linien C. Rosati, Rend. eire. 
mat. Palermo 35 (1913), p. 324. 

1060) Th. Reye, Anm. 1059); R. Sturm, L. G. 3, p. 226; H. Mohrmann, 
Diss., p. 42. 

1061) H. Mohrmann, Diss., p. 80; s. auch R. Sturm, L. 6. 3, p. 53 ff., wo 
sich eine große Fülle von Sätzen über die gewöhnlichen und ausgezeichneten Haupt- 
tangentenkurven der Kummerschen Fläche findet. Erstere sind auch Berührungs- 
schnitte mit Regelflächen achter Ordnung; S. Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 178. 
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8 
(206) Dim 
i=1 Y 
dargestellt.’06?) 
Die Polaren einer Geraden g bezüglich der Komplexe der Schar 


bilden!) eine Regelfläche achten Grades, von der g eine vierfache 
Erzeugende ist.!0%), 

Durch einen Strahl s gehen i.a. (Nr. 33 e) vier konsinguläre 
Komplexe!®), deren Parameter A,,...., A, die elliptischen Linien- 
koordinaten (III AB7 (E. Müller), p. 735) von s sind. Ihr Zusammen- 
hang mit den Kleinschen Koordinaten ist, wenn 


(207) Il«- »=r% 


gesetzt wird, gegeben durch 





+ 


(208) I1l%- 


a G=1,..., 6). 


Setzt man zwei Parameter einander gleich, so erhält man!) eine 
Tangente der Kummerschen Fläche. Betrachtet man etwa A,, A, als 
konstant, während A, = A,— 4 alle Werte durchläuft, so erhält man 
einen Tangentenbüschel (in ihm entsprechen die asymptotischen Tan- 
genten den Werten A—= 4,, Ay). Hiernach kann man A,, A, als krumm- 
linige Punktkoordinaten auf der Fläche auffassen.'”) Die asympto- 
tischen Linien sind dabei die Parameterlinien.!#®). 


1062) F. Klein, L. K., p. 224. Daß auch der ursprüngliche Komplex der 
Schar angehört, erkennt man, wenn man (206) in den Formen 


1 1 E} k;+u 2 
u GT 20 
late eg RE ia 


schreibt, dann mit 4 multipliziert und zu 4—= 00 übergeht. Die Fundamental- 
komplexe (doppelt gezählt) entsprechen den Parameterwerten =k,. Über die 
Einordnung dieses Falles in die Theorie der konfokalen quadratischen Hyper- 
flächen des R,„ vgl. F. Klein, Math. Ann. 28 (1887), p. 554. 

1063) R. Sturm, L. G. 3, p. 46. 

1064) Über das System der Komplexkurven einer Schar konsingulärer Kom- 
plexe in einer Ebene und über die Korrespondenzen, die durch die Schar auf 
einer Geraden erzeugt werden, vgl. R. Sturm, L. G. 3, p. 41. 

1065) Sie sind bezüglich s zu je zweien involutorisch (Nr. 24 b); F. Klein, 
Math. Ann. 5 (1872), p. 273; R. Sturm, L. G. 3, p. 36. 

1066) F. Klein, Math. Ann. 5 (1872), p. 278; auch schon Gött. Nachr. 
1871, p. 44. 

1067) Dies war für F. Klein der Ausgangspunkt zur Einführung transzen- 
denter Parameter auf der Kummerschen Fläche durch hyperelliptische Integrale; 
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Nimmt man zu (206) die Gleichung 


d x, x? 

RR) DAT 
hinzu, so erhält man die Singularitätenkongruenz!%®) des Komplexes 
1, somit bei veränderlichem A alle o0® Tangenten der Kummerschen 
Fläche!00), Büschel von Komplexen der Gattung eins hat R. Sturm 
betrachtet 10%), 

Zwei konsinguläre Komplexe lassen sich eindeutig aufeinander 
abbilden; wenn nämlich zwischen den Kleinschen Koordinaten zweier 
Geraden x, y die Gleichungen bestehen 








so folgt, daß x und y beziehungsweise den beiden konsingulären Kom- 
plexen i 

(210) 0, Dt (211) 
angehören !0°?). 

Die Koordinaten der Linien eines Komplexes der Gattung eins 
lassen sich als sechsfach periodische hyperelliptische Funktionen dreier 
Parameter darstellen. !073) 

e) Th. Reye unterscheidet!) zunächst vier Hauptklassen der 
Komplexgewebe (quadratischen Hyperflächen im R,), indem er von 


der Gleichung 
(212) It,Pp2—0 











Anm. 1066) und Math. Ann. 27 (1886), p. 106; s. auch W. Reichardt, Anm. 1003). 
Einen anderen Ausgangspunkt nahm G. Darboux durch Projektion der Kummer- 
schen Fläche aus einem Knotenpunkt; Paris C. R. 92 (1881), p. 1493. 

1068) Wenn alle vier Parameter gleich sind, so erhält man die Tangenten 
der Berührungskegelschnitte der singulären Ebenen (oder dual), und zwar die 
vierpunktig berührenden, wenn der gemeinsame Wert gleich einem %, ist. Die 
vier konsingulären Komplexe schneiden sich in 32 Geraden, deren z, sich nur 
durch ihre Vorzeichen unterscheiden; F. Klein, Math. Ann. 5 (1872), p. 296. 

1069) Diese ist also auch die Grenzlage des Schnittes zweier Nachbarkom- 
plexe der Schar (206). 

1070) F. Klein, L. K., p. 224. 

1071) L. G. 3, p. 257; ihre singulären Linien bilden einen Komplex sechsten 
Grades. 

1072) ©. M. Jessop, Quart. J. of math. 34 (1903), p. 204. Wenn x, X zwei Ge- 
rade von (210) sind und y, Y’die entsprechenden von (211), so ist N’x,Y,— IX, y,, 
wovon mehrere Anwendungen gemacht werden. Auch für andere Gattungen 
wird diese Abbildung durchgeführt. 

1073) F. Klein, Math. Ann. 5 (1872), p. 301. 

1074) J. f. Math. 98 (1885), p. 284. 
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ausgeht, wobei die P, reelle lineare Funktionen der Plückerschen 
Linienkoordinaten und die k, reelle Konstante sind. Er nennt nun!'”°) 
die Hyperfläche (212) hyperbolisch, parabolisch, elliptisch oder imaginär, 
je nachdem bei den Vorzeichen der %k, der Überschuß der einen über 
die andere Art Null, 2, 4 oder 6 beträgt. Dazu kommen als Über- 
gänge die Fälle, wo nicht alle k, von Null verschieden sind. Die 
hyperbolische M,? enthält zwei Systeme von oo? reellen Ebenen; 
die parabolische ‘00° reelle Gerade, aber keine reellen Ebenen; die 
elliptische keine reellen Geraden; die imaginäre überhaupt keine reellen 
Punkte. 

Der Büschel von M,? durch das Bild M,* des quadratischen Kom- 
plexes Q (Nr. 32 a) enthält stets hyperbolische Hyperflächen; Q heißt 
nun «) hyperbolisch oder ß) parabolisch'*) oder y) elliptisch oder 
ö) imaginär, je nachdem unter den Hyperflächen des Büschels «) nur 
hyperbolische, ß) teils hyperbolische, teils parabolische, 7) elliptische, 
aber keine imaginären, ö) auch imaginäre vorkommen. Ein hyper- 
bolischer Komplex hat mit jedem Strahlennetz unendlich viele reelle 
Strahlen gemein; von einem parabolischen sind in jedem linearen 
Komplex, aber nicht in jedem Strahlennetz reelle Strahlen enthalten. 
Ein elliptischer Komplex hat mit unendlich vielen linearen Kom- 
plexen keine reellen Strahlen gemein; ein imaginärer Komplex hat 
überhaupt keine reellen Strahlen. Wenn ein quadratischer Komplex 
reelle Strahlenbündel enthält, ist er hyperbolisch. 

Ferner kann man nach der Realität der Fundamentalgewinde 
und der Anzahl reeller singulärer Elemente der singulären Flächen 
weitere Einteilungen vornehmen, so daß Reye acht beziehungsweise 
elf Hauptarten der quadratischen Komplexe der Gattung eins erhält. 
Diese Untersuchungen wurden von K. Arnoldt fortgesetzt‘) und von 
R. Sturm’®'®) anders bearbeitet und erweitert. 

f) Die erste Abbildung der quadratischen Komplexe auf den 
Punktraum gibt F. Klein'"®), indem er die Gleichung des Komplexes 





1075) Wir ersetzen die Ausdrucksweise Reyes durch die einfachere der Geo- 
metrie des R,. 

1076) Elliptisch-hyperbolisch bei R. Sturm, L. G. 3, p. 289. 

1077) Diss. Straßburg, 1887. Namentlich hinsichtlich der Realität der Kom- 
plexkegel in verschiedenen Raumteilen finden sich hier Ergebnisse. Ferner 
werden Kennzeichen für die Konstanten in Gleichung (200) angegeben, damit 
der Komplex einer bestimmten Art angehöre. 

1078) L. G. 3, p. 282. Dort (p. 320) wird auch untersucht, welche Arten 
in derselben Schar konsingulärer Komplexe auftreten können. 

1079) Mitgeteilt von M. Noether, Nachr. Ges. Göttingen, 1869, p. 298. Hier 
wird auch schon erwähnt, daß als Fundamentalgebilde eine Kurve fünfter Ord- 
nung auftritt. 
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in Plückerschen Koordinaten so schreibt, daß sie in zwei Koordinaten, 
etwa 95, P,, linear ist und dann die übrigen p, den Koordinaten x, des 
Bildpunktes proportional setzt, wodurch auch 2,:p,:P, eindeutig als 
Funktionen der x, bestimmt sind. Diese Abbildung wurde von E. Oa- 
porali genauer untersucht!) Sie wurde!) von E. Bertini ge- 
wonnen, indem er die M,‘, welche die Basis eines Büschels von M,? 
im AR, ist, aus einer Geraden der M,‘ in einen A, projizierte. 

Eine allgemeinere (zwei-eindeutige) Abbildung gab R. Sturm !0%2). 
Mit dieser Frage befaßt sich auch F. Aschieri!%®). 

g) Eine synthetische Konstruktion der quadratischen Komplexe 
(ausgehend von der Doppeltangentenkongruenz einer Kummerschen 
Fläche) hat W. Stahl gegeben !%), 

38. Die harmonischen Komplexe; Battaglini. a) Ein harmoni- 
scher Komplex H ist als Gesamtheit der Geraden erklärt, die zwei 
Flächen zweiten Grades F\ und F, so schneiden, daß die Schnittpunkte 
der einen Fläche von denen der anderen harmonisch getrennt sind !®), 
Je nach Art und Lage von F,, F, erhält man zahlreiche Arten har- 
monischer Komplexe, die sich, soweit sie nicht in lineare Komplexe 
zerfallen, auf 23 Gattungen quadratischer Komplexe verteilen !0%), und 


1080) Mem. Acc. Line. (3) 2 (1878), p. 749 = Mem. di geom., Napoli 1888, 
p. 54. Den Ebenen des Bildraumes entsprechen solche Kongruenzen (2, 2) des 
abgebildeten Komplexes @, die ein bestimmtes Strahlenbüschel gemein haben, 
während den übrigen Kongruenzen (2, 2) von @ Flächen dritter Ordnung ent- 
sprechen, die eine Raumkurve fünfter Ordnung C5 vom Geschlecht zwei gemein 
haben. Die Strahlenbüschel von Q werden durch Sehnen von 05 abgebildet, 
die Hyperboloide von Q durch Linien zweiten Grades K*?, welche die 0° vier- 
mal treffen, ebenso die Komplexkegel und Komplexkurven, nur daß in den letzten 
beiden Fällen die Linien K'? durch je einen festen Punkt von Q gehen. Der 
Singularitätenkongruenz von @ entspricht eine Fläche sechster Ordnung. Auch 
die Übereinanderlagerung des Geradenraumes und des Bildraumes gibt zu ver- 
schiedenen Inzidenzfragen Veranlassung. 

1081) Nach C. Rosati, Ann. di mat. (3) 1 (1898), p. 25. Hier wird jenes 
Verfahren auf den R, ausgedehnt. 

1082) L. G. 3, p. 262. 

1083) Rend. Ist. Lomb. (2) 14 (1881), p. 500. 

1084) J. f. Math. 93 (1882), p. 2156. Über die Erzeugungsweise von F. Schur 
s. Anm. 960). 

1085) Wenn die vier harmonischen Punkte anders entstehn, ist der Kom- 
plex von viertem Grad, J. H. van der Harst, Anm. 1243). Vgl. auch J. Thomae 
[Ber. Leipzig 69 (1917), p. 461; 70 (1918), p. 289; 71 (1919), p. 286], wo die 
analoge Frage der ebenen Gepanahiih behandelt ist. 

1086) C. Segre und @. Loria, Math. Ann. 23 (1884), p. 213. Hier ist auch 
angegeben, wie viele Komplexe H sich in einer Schar konsingulärer Komplexe 
finden, ferner wie zwei Flächen F\, F, angenommen werden müssen, damit ihr 
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zwar lassen sich (s. Tafel I in Nr. 35) alle Komplexe der Gattungen 
6, 9, 13, 19, 23, 27, 28, 33, 45, 47, 49 als Komplexe H auffassen, 
während dies bei den Gattungen 1, 2, 4, 7, 11, 12, 15, 20, 24, 29, 
30, 35 nur in gewissen Sonderfällen zutrifft. 

Wenn 


4 4 
(213) Be aat-0, FB Ida! 0 
1 1 


die Gleichungen von F\, F, sind und a,b, + a,b, = a,, gesetzt wird, 
so ist nach F. Schur'%®) 

(214). Zap 

die Gleichung des zugehörigen Komplexes in Plückerschen Koordi- 
naten. Von einer solchen Gleichung ging @. Battaglini?*) bei seinen 
Untersuchungen über quadratische Komplexe aus. Er bemerkte auch, 
daß die singuläre Fläche des entsprechenden Komplexes ein Tetraedroid 
(Nr. 36 a) ist. Die harmonischen Komplexe der Gattung eins heißen 
deshalb auch Battaglinische Komplexe. Sie sind von 17 Konstanten 
abhängig und lassen sich auch auf eine zweite Art (dual) als Ort der 
Geraden erzeugen, aus denen an zwei Flächen zweiter Klasse vier 
harmonische Berührungsebenen gehen!®”). Bei jeder Erzeugungsart hat 
man oo! Auswahlen des Flächenpaares innerhalb derselben Kette!%%) 
von oo! Flächen, der Grundflächen, so daß einer Fläche F, der Kette 
je eine andere F, für die erste und eine dritte F, für die zweite Er- 
zeugung entspricht. Diese Beziehungen wurden von F. Schur!®), 
C. Segre'”°) und Oh. Ernst!) genauer untersucht. 


iR ee he x 


Komplex H einer bestimmten Gattung angehöre. Die singulären Geraden aller 
dieser Komplexe gehören dem Kollineationskomplex (Nr. 39 i) der Geraden an, 
deren Polaren bezüglich F,,F, sich schneiden. Damit H von anderer als erster 
Gattung sei, ist es nicht nötig, daß die Charakteristik von F\, F, (IC 2 (Staude), 
Nr. 78) von (1111) verschieden sei; vielmehr kann eine Besonderheit auch schon 
eintreten, wenn F,, F, innerhalb des Büschels AF, + uF, eine ausgezeichnete 
Stellung einnehmen, z. B. zu zwei Kegelflächen desselben harmonisch sind (H 
ist dann von der 2. Gattung). 

1087) Beide Erzeugungen fand F. Aschieri, Giorn. di mat. 8 (1870), p. 35, 229. 

1088) Von dieser Kette gehen durch einen Punkt vier Flächen, und dual; 
vier berühren eine Gerade; R. Sturm, L. G. 3, p. 344. Zum Komplex gehört 
auch die Kongruenz (4, 4), die von den Tangenten irgendeiner der beiden Flächen 
F,, F, in den Punkten der Schnittkurve gebildet wird. 

1089) Math. Ann. 21 (1883), p. 515. Sucht man zu F, die für die erste 
Erzeugung entsprechende, F,, dann wieder zu dieser die für die zweite Er- 
zeugung entsprechende, usw., so schließt sich der Ring (als sechsgliedrig) dann, 
wenn die eine (daher auch die andere) Regelschar der einen Fläche F\ ein (daher 
00") Tripel von Strahlen enthält, die bezüglich der andern F, konjugiert sind. 

1090) Giorn. di mat. 21 (1883), p. 355. Er findet die zwei Systeme- von 
Kurven vierter Ordnung auf der singulären Fläche (Anm. 1091) und unterscheidet 
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Zwei Flächen zweiter Klasse, ®,, ®,, die einen Komplex FH nach 
der zweiten Erzeugung definieren, bestimmen auch eine Involution 
der Flächenschar ®,, ®,, deren Doppelelemente sie sind. Die singu- 
läre Fläche von H ist der Ort der Schnittkurven solcher Flächen, 
die sich in der Involution entsprechen, während H selbst der Ort 
ihrer gemeinsamen Tangenten ist !%?). | 

Die harmonischen Komplexe sind die einzigen eigentlichen qua- 
dratischen Komplexe, welche beide Regelscharen von Flächen zweiten 
Grades enthalten !®). Zu einem Tetraedroid gehören zwei Battaglini- 
sche Komplexe, daher auch zwei Ketten von Grundflächen !°}), 

Ein Tetraedroid kann auf sechs Arten durch zwei projektive 
Büschel von Flächen zweiten Grades erzeugt werden, die sich längs 
eines Kegelschnittes berühren!’®). Eine synthetische Behandlung der 
Battaglinischen Komplexe findet man bei F. Hoffmann!’®”) und 
R. Sturm'’®). Einige harmonische Komplexe hat D. Montesano unter- 


Gruppen von je acht symmetrischen Punkten, deren tetraedrische Koordinaten 
sich nur durch ihre Vorzeichen unterscheiden und durch die Transformation 
%; =x;* in einen einzigen Punkt eines zweiten Raumes abgebildet werden. Ent- 
sprechend gibt es Gruppen von 8 Ebenen und 8 Geraden. Die einzigen quadra- 
tischen Komplexe, die bezüglich eines Tetraeders diese Art von Symmetrie auf- 
weisen, sind die Battaglinischen und die tetraedralen (Nr. 39 a). Auch bedient 
er sich einer Abbildung der Geraden auf die Kegelschnitte) welche die vier 
Ebenen des Grundtetraeders berühren, indem er «,,=p}, setzt, wobei die «,, 
‚die Koeffizienten der Gleichung des Kegelschnittes in Ebenenkoordinaten sind. 
Die Singularitätenkongruenz ist in einem tetraedralen Kompiex enthalten. 

1091) Über Komplexe 2. Gr., Preisschr. München 1885. Eine Grundfläche 
F‘, schneidet die singuläre Fläche von H zunächst in einer von singulären Linien 
umhüllten Kurve vierter Ordnung, die sie mit der entsprechenden F, gemein hat, 
und dann noch in einer nicht von singulären Linien umhüllten Kurve vierter 
Ordnung, die sie mit einer anderen, der zugeordneten Grundfläche gemein hat. 
Die Flächen der Kette ordnen sich in Gruppen zu vieren, F,, F,, ®,, ®,, so 
daß F\, F, sich in der ersten, ®,, ®, in der zweiten Erzeugung entsprechen, 
während zugleich F,, ©, und F,, ®, einander zugeordnet sind. Hier werden 
auch die harmonischen Komplexe untersucht, die. den verschiedenen Fällen 
zweier sich berührenden Flächen zweiten Grades entsprechen. 

1092) CO. Segre und @. Loria, Math. Ann. 23 (1884), p. 234; R. Sturm, L. G. 
3, p. 331. 

1093) F. Schur, Math. Ann. 21 (1883), p. 515; W. Düker, Diss. Rostock 
1910; für die tetraedralen harmonischen Komplexe auch bei E. Meyer, Math. 
Ann. 61 (1905), p. 200. ©. Segre erhält harmonische Komplexe, indem er einer 
Geraden die Bedingung auferlegt, zwei Regelscharen in je zwei Punkten so zu 
schneiden, daß ihr Doppelverhältnis gleich dem der vier mitbestimmten Ebenen 
ist; Rend. circ. mat. Palermo 42 (1917), p. 85. 

1094) R. Sturm, L. G. 3, p. 346. 

1095) Arch. Math. Phys. (2) 5 (1887), p. 353. 

1096) L. G. 3, p. 328. 
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sucht!%”), A. Voss!'®) und G. Pick!®) befassen sich überhaupt mit 
kovarianten Komplexen zweier Flächen zweiten Grades. 


b) Man kann bei der zweiten Erzeugung eines harmonischen Kom- 
plexes als die eine Fläche ®, den unendlich fernen Kugelkreis wählen, 
als die andere ®, ein Ellipsoid und erhält so einen Painvinschen Kom- 
plex'!), der aus allen Geraden besteht, aus denen sich an das Ellip- 
soid zwei zueinander senkrechte Berührungsebenen legen lassen. Seine 
singuläre Fläche ist eine Fresnelsche Wellenfläche (V 21 (Wangerin), 
p. 22). Auch seine Singularitätenkongruenz hat L. Painvin ausführ- 
lich untersucht!!®), Die Komplexe, die man erhält, wenn man eine 
beliebige Fläche zweiten Grades an Stelle des Ellipsoides treten läßt, 
haben A. Demoulin!®) und E. Turriere'"®) behandelt. 


39. Die tetraedralen und die anderen Kollineationskomplexe !!%), 


a) Ein tetraedraler Komplex T (Gattung 35 in Tafel I der Nr. 35) 


1097) Nämlich diejenigen der Gattungen 12 und 29 nebst einigen, die sich 
als Sonderfälle dieser auffassen lassen; Rend. acc. Napoli 25 (1886), p. 192. 

1098) Math. Ann. 10 (1876), p. 143. 

1099) Sitzungsb. Ak. Wien 100, IIa (1891), p. 561. Er findet acht Komplexe 
zweiten Grades und ebensoviele dritten Grades, darunter solche, deren Geraden 
drei gewisse Flächen zweiten Grades in den Punktepaaren einer Involution 
schneiden (oder dual). Auf einen Teil dieser Gebilde war auch F. Mertens ge- 
stoßen; ebenda 91, II (1885), p. 519. 

1100) L. Painvin, Bull. des sc. math. 2 (1871), p. 368; Nouv. Ann. (2) 11 
(1872), p. 49, 97, 202, 289, 481, 529. A. Demoulin, Anm. 216); R. Sturm, 2.0 
3, p. 351. e 

1101) J. de math. (2) 19 (1874), p. 57. Z.B. findet sich hier eine explizite 
Darstellung ihrer akzessorischen Fläche (Nr. 24 d), die von der 12. Ordnung 
und Klasse ist. 

1102) Bull. soc. math. Fr. 20 (1892), p. 122. Die Schnittkongruenz zweier 
solchen Komplexe (,, C, liegt auch in allen Komplexen, die auf dieselbe Art 
zu den Flächen der Schar gehören, die durch die Grundflächen von C,, C, defi- 
niert ist. Ein solcher Komplex ist auch der Ort der Geraden, deren Abstände 
d, von n festen Punkten die Beziehung 


N 
Da, d: = konst. 
si 


erfüllen, wobei die a, konstant sind; ferner der Ort der Geraden, bezüglich deren 
das Trägheitsmoment eines starren Körpers konstant ist. 

1103) Nouv. Ann. (4) 10 (1910), p. 24. Ein Sonderfall ist der Komplex der 
Geraden, deren Abstände von zwei festen Punkten ein konstantes Verhältnis 
haben; F. Corin und J. Neuberg, Mathesis (3) 4 (1904), p..177, 241. 

1104) Eine geschichtliche Studie über den tetraedralen Komplex findet sich 
bei S. Lie und @. Scheffers, 6. B., p. 320. Über die Kurven der tetraedralen 
Komplexe s. III D 10, Differentielle Liniengeometrie. 
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kann als Ort der Geraden definiert werden !®), welche die vier Ebenen 
&,:. , &, eines Tetraeders T, des Haupttetraeders, nach einem festen 
Doppelverhältnis ö schneiden. Aus denselben Geraden werden nach 
einem Satz von K. @. Ch. v. Staudt‘') die Ecken A,,..., 4, von T 
durch einen Ebenenwurf des Doppelverhältnisses ö projiziert. Also ent- 
steht 7’ auch, indem man einen seiner Strahlen den 00° Kollineationen 
unterwirft, deren Doppelpunkte in den Ecken des Haupttetraeders 
liegen 19), 

Die A, sind Hauptpunkte (Nr. 4b) von 7’ und dual. Die singu- 
läre Fläche von 7 zerfällt als Punktgebilde in die vier Ebenen «,, als 
Klassenfläche in die vier Ebenenbündel A,. Die Singularitätenkon- 
gruenz zerfällt in die vier Strahlenfelder «, und in die vier Strahlen- 
bündel A,. Für jeden Punkt B von «, zerfällt der Komplexkegel in 
zwei Ebenen, von denen «, selbst die eine ist und die andere ß durch 
A, geht. Diese Verwandtschaft zwischen den Punkten B des Feldes 
«, und den Ebenen ß des Bündels A, ist eine quadratische 18), 

b) Auf den regulären Geraden von 7 sind (durch die Schnitt- 
punkte mit den «,) projektive Punktreihen definiert, und dual. Also 
bestimmen zwei reguläre Strahlen von 7 zwei ganz zu 7 gehörige 
Regelscharen!%), von deren Trägerflächen die eine R, dem T einge- 
schrieben, die andere R, umschrieben ist!!!) Es gibt oo* Regel- 
scharen jeder Art; zu ihnen gehören die ebenen Komplexkurven und 


1105) H. Müller, Math. Ann. 1 (1869), p. 414. Schon J. Steiner hatte die 
Frage nach jenem Ort aufgeworfen, jedoch geglaubt, daß er aus den Tangenten 
einer Fläche bestehe; Syst. Entwicklung d. Abh. geom. Gestalten, Berlin 1832, 
p. 299. In den ges. Werken (I, Berlin 1881, p. 442) ist die Fassung der be- 
treffenden Frage stillschweigend abgeändert und in der entsprechenden An- 
merkung (p. 527) eine unrichtige Antwort gegeben. 

1106) Beitr. z. Geom. d. Lage, 1. Heft, Nürnberg 1856, p. 21. 

1107) S. Lie und @. Scheffers, G. B., p. 317. 

1108) R. Sturm, L. G. 1, p. 338. 

1109) Z. B. R. Sturm, L. G. 1, p. 335. Analog bestimmen drei reguläre 
Strahlen von 7, die nicht auf derselben AR, liegen, eine kubische Raumkurve, 
deren ganze Sehnenkongruenz (1, 3) zu 7 gehört, und dual. Solcher Ordnungs- 
kurven gibt es 00°; Th. Reye, G. L. 3, p. 2. Sie heißen auch Polkurven (H.E. 
Timerding, Anm. 1121). Je zwei von ihnen liegen auf einer R, (und dual) und 
bestimmen schon 7. Weitere Zusammenhänge zwischen tetraedralen Komplexen 
und kubischen Raumkurven bei K. Rohn, Ber. Leipzig 65 (1913), p. 343. Über 
Büschel von Ordnungskurven s. St. Jolles, Math. Ztschr. 2 (1918), p. 318. 

1110) Umgekehrt schneiden die beiden Regelscharen einer Fläche zweiten 
Grades die Ebenen eines beliebigen eingeschriebenen Tetraeders nach je einem 
konstanten Doppelverhältnis; $. Lie u. @. Scheffers, G. B., p. 348; D. Sintzow, 
Zeitschr. Math. Phys. 44 (1899), p. 351; W. Düker, Diss. Rostock 1910. Hier 
noch weitere Literatur. 
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die Komplexkegel. Diejenigen von derselben Art, die durch eine be- 
stimmte Gerade g gehen, bilden ein lineares Netz von 00? Regel- 
scharen, die schon alle Strahlen von 7’ enthalten. Die Charakteristiken 
(im Sinne der abzählenden Geometrie) des Systems der R, oder der 
R, hat R. Sturm‘) bestimmt. 


ce) Dieselben Komplexe 7’ werden aus zwei kollinearen Systemen 
2,2’ erhalten, die nur vier getrennte, selbstentsprechende Punkte 
haben; nämlich als Ort der Geraden (des einen oder des andern 
Systems), die ihre entsprechenden schneiden?"?); oder als Ort der 
Verbindungslinien entsprechender Punkte!!!3); oder dual. Durch die 
letzten Erzeugungen''#) ist von selbst eine Abbildung!!!) von 7 auf 
einen Punktraum oder Ebenenraum gegeben; auch werden so die Fälle 
der Untersuchung leichter zugänglich '!!), wo im Haupttetraeder ima- 
ginäre Ecken und Ebenen vorkommen'!!”), In &, 2’ sind oo* Paare 
projektiver Ebenenbüschel, welche die Flächen R, erzeugen, und dual. 


1111) Math. Ann. 28 (1887), p. 272, oder L. G. 1, p. 347. 

1112) Dies ist die ursprüngliche Erzeugung von Th. Reye, der diese Kom- 
plexe zuerst behandelte (G@. L. 1. Aufl, 2. Abt. 1868, p. 116; J. f. Math. 74 
(1872), p. 1). Sie heißen deshalb manchmal Reyesche Komplexe. Diesen Namen 
auf die Achsenkomplexe (s. unter g)) zu beschränken, ist nicht gerechtfertigt, 
da gerade dieser Sonderfall schon früher bekannt war (Anm. 1155). 8. auch 
R. Sturm, G. V. 3, p. 37. 

1113) Die Verallgemeinerung, die sich ergibt, wenn man an Stelle der 
Kollineationen gewisse allgemeinere birationale Transformationen treten läßt, 
hat M. Panelli (Giorn. di mat. 28 (1890), p. 245) betrachtet: Durch eine solche 
werden zwei assozüierte Komplexe definiert, für die dort mehrere Anzahlen be- 
stimmt werden. 

1114) Über diese s. auch H. Schnell, Diss. Gießen 1891. 

1115) Eine genauere Untersuchung derselben und ihrer singulären Elemente 
(samt Anwendungen auf die Kongruenzen des Komplexes) bei G. Loria, Atti 
acc. Torino 19 (1884), p. 849. S. auch @. Lazzeri, Mem. Linc. (4) 4 (1887), p. 259. 

Von der Zerlegung in Strahlennetze ausgehend, gelangt A. Weiler (Ztschr. 
Math. Phys. 22 (1877), p. 261) zur Abbildung des Komplexes 9,9, + kP,P, = 9: 


PL = % 2, =k— Ya, 
PR = %,%, 2, = — ka, 
P = %,% > Pe = IR: 


1116) J. Cardinaal, J. f. Math. 101 (1887), p. 142; C. Servais, M6m. ac. Belge 
(2) 1 (1905), Nr. 2; St. Jolles, J. f. Math. 149 (1919), p. 19; Math. Ztschr. 9 
(1921), p. 271. P. R. Domsch betrachtet (Anm. 379) tetraedrale Komplexe, die 
aus Drehnetzen zusammengesetzt sind. 

1117) Über das Auftreten des tetraedralen Komplexes bei drei Lagen eines 
räumlichen Systems s. Anm. 1139) und IV 3 (Schoenflies), p. 202; über den Kom- 
plex der Krümmungsachsen ebenda, p. 236. 
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Ein tetraedraler Komplex kann durch oo? Kollineationen erzeugt 
werden !!1#) und gestattet oo° solche!''?). i 

Mit diesen Erzeugungen verwandt ist die folgende: Wenn zwei 
Flächen zweiter Ordnung F\, F, ein eigentliches gemeinsames Polar- 
tetraeder haben, so bilden die Schnittlinien'!?0) der Polarebenen aller 
Punkte P bezüglich der Flächen einen tetraedralen Komplex 7, der 
auch aus den Verbindungslinien der Pole aller Ebenen besteht!!?") 
oder aus den Geraden, deren beide Polaren sich schneiden !!??), 

An Stelle der Polarsysteme kann man allgemeine Korrelationen 
setzen !!23) oder das eine Polarsystem durch ein Nullsystem ersetzen''**). 
Ein tetraedraler Komplex kann immer durch eine halbgescharte Kol- 
lineation (Nr. 6d) erzeugt werden!!?). Mit der Polarentheorie der 
tetraedralen Komplexe befaßt sich W. Stahl!'2°). 


1118) Über die unter ihnen vorkommenden Ausartungen s. R. Sturm, L. 6.1. 
p- 348. 

1119) $. Lie, Nachr. Ges. Göttingen 1870, p. 53. Hier wird auch das Ver- 
halten von 7 bei allgemeineren reziproken Transformationen (d. h. solchen, deren 
Wiederholung die Identität ergibt) betrachtet, namentlich bei den kubischen 
Verwandtschaften x,%, = konst. = c,. 


S. auch F. Aschieri, Giorn. di mat. 13 (1875), p. 328; F. Machovec (Anm. 1152); 
P.H.Schoute, Ass. fr. pour l’av. des sc., Toulouse 1887, II, p. 189. Hier wird auch 
der kubische Komplex untersucht, der aus dieser Verwandtschaft entspringt. 
Besondere Transformationen, die T gestattet (nämlich gescharte Involutionen, 
Nullsysteme, Polarsysteme und Gruppen aus solchen), hat A. Ameseder behandelt; 
Sitzungsber. Ak. Wien 97, IIa (1888), p. 627. 

1120) Eine solche Linie heißt die Polare von P bezüglich des Büschels F', F,. 
Nimmt man statt dessen ein Büschel von Flächen nt“ Grades, so kann die Po- 
lare eines Punktes ebenso definiert werden. Dann bilden die Polaren einen 
Komplex vom Grade 2(n — 1)?; E. Veneroni, Rend. Ist. Lomb. (2) 32 (1899), p. 536. 

1121) F. Aschieri, Anm. 1119); J. Paoli, Revue math. spec. 9 (1899), p. 113; 
H. E. Timerding, Bull. Am. Math. soc. 6 (1900), p. 417. Der Komplex T geht 
durch das Polarsystem jeder Fläche zweiter Ordnung in sich über, für die das 
Haupttetraeder von 7 ein Polartetraeder ist. Für die Polkurven (Anm. 1109) 
lassen sich Koordinaten einführen, die einer Gleichung derselben Form genügen, 
wie sie 7’ selbst zukommt, ebenso für die ebenen Komplexkurven. Hier werden 
auch die Nullsysteme betrachtet, die durch die Polkurven bestimmt sind. 

1122) A. Voss, Math. Ann. 10 (1876), p. 143; Guadet, Revue de math. spec. 
21 (1911), p. 193. 

1123) Th. Reye, G.L.3, p. 24. Hier auch die Beziehungen der tetraedralen 
Komplexe zu den Büscheln und Scharen polarer Räume; C. Baffi, Sui gener. dei 
comp]. tetr., Bologna 1905. 

1124) F. Aschieri, Rend. Ist. Lomb. (2) 12 (1879), p. 426. 

1125) E. Meyer, Math. Ann. 59 (1904), p. 398. 

1126) J. f. Math. 94 (1883), p. 325. S. auch F. Aschieri, Giorn. di mat. 41 
(1903), p. 261. Ein tetraedraler Komplex geht durch jedes Nullsystem in sich 
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d) Andere Erzeugungen von 7 sind: 

«) Durch zwei projektive (nicht perspektive) Strahlbüschel, deren 
Scheitel mit den Doppelpunkten der Projektivität auf der Schnittlinie 
ihrer Ebenen ein eigentliches Tetraeder bestimmen, welches das Haupt- 
tetraeder wird. Dann besteht 7 aus den Geraden, welche entsprechende 
Strahlen der Büschel treffen, und ist durch diese Entstehung zugleich 
in oo! Strahlennetze zerlegt''?"), 

ß) Durch eine Ebene E und einen zu ihr kollinearen Strahlen- 
bündel B, indem man die Geraden auffaßt, die einen Punkt von E 
mit den Punkten der ihm in B entsprechenden Geraden verbin- 
den au 

y) Durch geeignete zwei Paare reziproker Strahlenbündel''”). 

6) Durch die Wechselstrahlen einer Korrelation, das sind die 
Sehnittlinien der beiden Ebenen, die einem Punkt in beiderlei Sinn 
entsprechen !?P). 

&) Durch vier projektive Ebenenbüschel, wenn die vier Quadrupel 
entsprechender Ebenen, die durch je einen und denselben Punkt gehen, 
durch diese vier Punkte ein eigentliches Tetraeder bestimmen '®!), 

&£) Durch die kubischen Raumkurven, welche durch vier Punkte 
gehen und eine Gerade g zweimal treffen; 7’ ist der Ort der Sehnen 
und Tangenten dieser oo? Kurven, so daß jeder Strahl von 7’ Sehne 
für oo! Kurven ist!!??), 

n) Durch gewisse involutorische Raumtransformationen, die sich 
an besondere Büschel von Flächen vierter Ordnung anknüpfen las- 
sen !13?), ; 


selbst über, in dem zwei Gegenkanten des Haupttetraeders T zueinander polar 
sind, ebenso durch das Polarsystem einer Fläche zweiter Ordnung, die ein wind- 
schiefes Vierseit von X enthält. 

1127) T. A. Hirst, Proc. London math. soc. 10 (1879), p. 131; Coll. math. 
in mem. D. Chelini, Mediol., 1881, p. 50; F. Aschieri, Rend. Ist. Lomb. (2) 13 
(1880), p. 182. 

1128) R. Sturm, L. G. 1, p. 339. 

1129) F. Aschieri, Rend. Ist. Lomb. (2) 16 (1883), p. 988. 

1130) R. Sturm, L. G. 1, p. 360. 

1131) R. Sturm, L. G. 1, p. 358. Hier ist auch der Zusammenhang des 
entsprechenden linearen Systems von 00° projektiven Ebenenbüscheln mit den 
Kollineationen untersucht, welche 7 erzeugen. 

1132) H. Müller, Anm. 1105); R. Sturm, L. G. 1, p. 337. Nimmt man statt 
g eine andere Gerade von 7, so ändern sich die Kurven, aber nicht 7. Mit 
dieser Erzeugung befaßt sich auch A. Comessatti, Period. di mat. (3) 4 (1907), 
p..224, mit einer verwandten E. Meyer, Arch. Math. Phys. (3) 11 (1907), p. 79. 

1133) D. Montesano, Rend. acc. Line. (4) 5, I (1889), p. 497; P. Wimmer, 
Ztschr. Math. Phys. 36 (1891), p. 214. 
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%) Durch eine rationale Raumkurve C, vierter Ordnung'!*), wenn 
sie nicht schon einem Gewinde angehört??®). 

ı) Durch die Mittelpunktslinien eines Komplexes projektiver 
Kugelbüschel, der durch vier solche Büschel bestimmt ist!!?5),. 

#) Durch die Normalen gewisser Scharen ebener Kurven?!?®). 

ı) Durch Projektion der Trefflinien dreier Ebenen des R,'?”). 

u) Aus dem System der dreifach schneidenden Ebenen einer Nor- 
malkurve vierter Ordnung des AR,, indem man dieses System mit 
einem R, zum Schnitt bringt'!?®). 

v) Durch die Mittelpunktsachsen aller Punkte bei drei Lagen 


eines starren Systems !!?°) 

&) Durch ein gewisses Bündel von Flächen vierter Ordnung, in- 
dem die Normalen aller durch einen Punkt P gehenden Flächen des 
Bündels den Komplexkegel von P bilden.!!4) 

o) Durch gewisse bilineare Konnexe von Geradenpaaren !?04P), 

x) Ein besonderer tetraedraler Komplex (nämlich mit d—= } bei 
geeigneter Bezeichnung) wird durch die Tangenten der ©? kubischen 
Raumkurven gebildet, die dasselbe Tetraeder in derselben Weise als 
Schmiegungstetraeder haben !!*). 

e) Nimmt man das Haupttetraeder zugleich als Grundtetraeder des 
Koordinatensystems, so lautet die Gleichung des tetraedralen Kom- 


1184) Die Tangenten der C, gehören nämlich einem tetraedralen Komplex 
an, dessen Grundtetraeder aus den Wendeebenen der C, gebildet wird; E. Study, 
Anm. 320); L. Berzolari, Ann. di mat. (2) 20 (1892), p. 102; hier finden sich 
noch andere (lineare und quadratische) Komplexe, die mit der C, verknüpft sind. 

1135) H. E. Timerding, J. f. Math. 121 (1900), p. 188. Die Mittelpunkte 
der vier konzentrischen Kugelbüschel des Komplexes sind die Ecken des Grund- 
tetraeders. 

1136) A. Bemporad, Atti acc. Torino 34 (1899), p. 535. Jene Kurven sind 
die senkrechten Trajektorien der Bahnkurven gewisser kontinuierlicher Trans- 
formationsgruppen. 

1137) IIIC 7 (Segre), Anm. 82). 

1138) O. Carrone, Rend. Acc. Napoli (8) 7 (1901), p. 663. Hier auch An- 
wendungen auf Kongruenzen des tetraedralen Komplexes. 

1139) A. Schoenflies, J. f. Math. 98 (1885), p. 265; G. B., p.129. Drei Lagen 
eines{Punktes bilden nämlich ein Dreieck; die Achse seines Umkreises heißt 
Mitielpunktsachse des Punktes. Nun bilden die Mittelpunktsachsen aller Punkte 
i. a. einen tetraedralen Komplex ohne reelle Hauptpunkte und Hauptebenen. 
Durch Grenzübergang entsteht der gleichgeartete Komplex der Krümmungs- 
achsen. 

1140) Z. P. Bouman, Versl. Ak. Amsterdam 14 (1905), p. 294. 

1141) A. Voss, Math. Ann. 13 (1878), p. 237; R. Sturm, Math. Ann. 28 
1887), p. 272 und L. G. 1, p. 361; E. Heinrichs, Diss. Münster 1887. 
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plexes in Plückerschen Koordinaten !') 


(215) apıPı + dp + Pd, = N. 
Bei geeigneter Bezeichnung ist 
c—a 


Eine Parameterdarstellung ist!!#?): 


(217) n=7 ner. 
w 


u, es 


In Kleinschen Koordinaten kann der Komplex dargestellt werden 

durch: 

(218) at) + Rt) + ea +) — 0. 

Aus den Gleichungen (215) und (218) kann ein Glied weggeschafft 
werden. In der Schar konsingulärer tetraedraler Komplexe kommen 
drei harmonische vor, entsprechend den drei Arten, wie sich die vier 
Ebenen des Haupttetraeders in Paare anordnen lassen. 

K. Rohn betrachtet?!) die fünf tetraedralen Komplexe, die durch 
fünf Ebenen und eine Gerade bestimmt sind, wenn man je eine Ebene 
wegläßt. 

Die rationalen Raumkurven n‘* Ordnung (n>4) mit vier solchen 
Punkten, in denen alle Schnittpunkte der Kurve und ihrer Schmiegungs- 
ebene zusammenfallen, sind in einem tetraedralen Komplex enthalten, 
dessen Grundebenen die vier ausgezeichneten Schmiegungsebenen. 
sind 1149), 

f) Wenn die unendlich ferne Ebene eine Hauptebene des tetrae- 
dralen Komplexes 7 ist, so schneiden alle Strahlen von 7’ auf den drei 
übrigen Hauptebenen, die das Haupttrieder bilden, Strecken konstanten 


1142) Z. B. A. Weiler, Zeitschr. Math. Phys. 28 (1883), p. 188; F. Aschieri, 
Giorn. di mat. 41 (1903), p. 261; die allgemeine Gleichung bei A. Voss, Math. 
Ann. 8 (1875), p. 62. 

1143) O. Staude, Ber. sächs. Ges. 1899, p. 219. Hier für den Achsenkom- 
plex gegeben; die Darstellung gilt auch für einen hierzu kollinearen Komplex, 
weil die Elimination der Parameter immer auf die Gleichung (215) führt. 

1144) Ber. Ges. Wiss. Leipzig 1913, p. 343. 

1145) L. Berzolari, Rend. eirc. mat. Palermo 24 (1907), p. 1. Mit diesen 
Kurven befassen sich auch: @.Marletta, ebenda, p. 32; E. Ciani, ebenda 26 (1908),. 
p. 315. Eine Verallgemeinerung auf den R, bei L. Berzolari, ebenda 22 (1906), 
p. 214. Über einen Sonderfall s. den Schluß der Anm. 320). 
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Verhältnisses ab, weshalb dieser Komplex triedral genannt wurde !!4), 
Er kann durch zwei affine Systeme erzeugt werden '#?). 

g) Ist insbesondere das Haupttrieder rechtwinklig, so ist 7’ der 
Achsenkomplex''‘®) von oo? Mittelpunktsflächen F zweiter Ordnung !'#). 
Wenn das Haupttrieder zugleich Koordinatentrieder ist, so ist (215) 
auch die Gleichung des Achsenkomplexes, und das zugehörige System 
der Flächen F hat (mit den Parametern A und u) nach A. Weiler '“?) 
die Gleichung: 

(219) ur Vi in Du 

PET Oz u NT Da KT en. 
Für jedes konstante u ergibt sich eine Schar konfokaler (III © 2 
(Staude), Nr. 53) Flächen, für jedes konstante A eine Schar ähnlicher 
Flächen. 

Greift man eine bestimmte Fläche F, des Systems heraus und 
fällt von einem Punkte A die Senkrechte » auf die Polarebene « von 
A, so heißt A der Pol der Achse n und ihr Schnitt mit « ihr Fuß- 
punkt'!50). Derselbe Punkt ist Fußpunkt für drei zueinander senk- 


rechte Achsen!!5'). Die Polare »’ von n gehört auch zu einem Pol 
A’, und A, A’ heißen reziproke Pole'"®). Mit Hilfe des Achsenkom- 


1146) L. Burmester, Ztschr. Math. Phys. 23 (1878), p. 124. 

1147) Über das Auftreten solcher Komplexe in der Theorie der Beschleuni- 
gungen verschiedener Ordnung s. IV 3 (Schoenflies), Nr. 19. 

1148) IITC 2 (Staude), Nr. 43. Über die Achsenkomplexe der Paraboloide 
s. unter i). 

1149) Th. Reye, G. L., 1. Aufl., 2. Abt., Vortr. 18—20, 4. Aufl., p. 214, 311; 
Ann. di mat. (2) 2 (1868), p. 1; E. Schilke, Ztschr. Math. Phys. 19 (1874), p. 550. 

1150) Die Fußpunktörter, die zu gewissen Achsenörtern gehören, haben 
Th. Reye (G. L. 1. Aufl., 2, Abt., Vortr. 20), A. Schmitz (Progr. Neuburg a. D. = 
Diss. München 1887), Ch. Bökle (Ztschr. Math. Phys. 39 (1894), p. 51) untersucht. Die 
Bedingung, daß sechs Achsen einem linearen Komplex angehören, ist, daß ihre 
Pole auf einer dem Haupttrieder umschriebenen Fläche zweiten Grades liegen; 
@G. Königs, Nouv. Ann. (3) 2 (1883), p. 267; CO. Servais, Mathesis (3) 3 (1903), p. 185. 

1151) Th. Reye, G. L. 2, p. 217. Über den Ort der Pole aller Achsen durch 
einen Punkt s. IIIC2 (Staude), Nr. 100. 

1152) F. Machovec, Sitzungsber. böhm. Ges. d. Wiss. 1886, p. 501. Dieser 
Begriff wird auch für den allgemeinen tetraedralen Komplex verallgemeinert. 
Die Beziehung zwischen A, A’ ist eine kubische Verwandtschaft. Die Verbin- 
dungslinien A, A’ bilden einen kubischen hexaedralen Komplex mit 12 Haupt- 
punkten und ebensoviel Hauptebenen, die eine Konfiguration 12, ausmachen; 
ebenso die kürzesten Abstände der Paare n, n’. Der letztere Komplex schneidet 
aus 7 die Normalenkongruenz (6, 2) von F‘, heraus. Mit den hexaedralen oder 
desmischen Komplexen befassen sich auch W. Stahl (J. f. Math. 101 [1887], 
p- 97), @. Humbert, J. de math. (4) 3 (1891), p. 353; mit dem Komplex jener 
kürzesten Abstände E. Waelsch, Sitzungsb. Ak. Wien 95, II (1887), p. 549; 97, 
IIa (1889), p. 583. Letzterer betrachtet alle Flächen zweiten Grades, welche die 
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plexes hat F. Machovec die orthozentrischen Poltetraeder (d. h. die- 
jenigen, deren Höhen sich in einem Punkte schneiden) einer Mittel- 
punktsfläche zweiten Grades gefunden?) 7. Schmid hat den 
Achsenkomplex konstruktiv behandelt!!%), für die Krümmungstheorie 
der Flächen zweiten Grades verwertet und seinen Zusammenhang mit 
höheren Nullsystemen (Nr. 54) untersucht. 

Der Achsenkomplex wurde als Komplex der Hauptträgheitsachsen 
eines starren Körpers entdeckt!!5#), Eine zusammenfassende Dar- 
stellung seiner Haupteigenschaften hat E. V. Huntington gegeben 5%). 
Derselbe Komplex kann auch aus zwei kollinearen Systemen erhalten 
werden, nämlich als Ort der Geraden g des einen Systems, zu denen 
es eine Normalebene » derart gibt, daß die entsprechenden Elemente 
g, v’ des andern Systems gleichfalls zueinander senkrecht stehn t!57), 


Ebenen eines Oktaeders (oder einer projektiv gleichwertigen Figur) berühren; 
ihre Erzeugenden bilden einen Komplex dritten Grades. Nimmt man als Oktaeder 
das Fokaloktaeder einer Fläche zweiter Ordnung, dessen Ecken Fokalzentren 
(IlC2 (Staude), Nr. 66; G. Salmon und W. Fiedler, Analyt. Geom. d. Raumes I, 
4. Aufl. [1898], p. 315) sind, so erhält man den kubischen Komplex jener kürze- 
sten Abstände, welcher der Fokalkomplex von F‘, heißt; von seinen Geraden 
lassen sich an die Zentrafläche von F, vier harmonische Berührungsebenen 
legen u. a. m. (S. auch @. Salmon und W. Fiedler, ebenda, p. 395, Bem. 1.) 
Wenn sich zwei Normalen von F, schneiden, gehört die Verbindungslinie ihrer 
Fußpunkte dem Achsenkomplex an. S. auch Nr. 46f) und K. Rohn, Ber. Leipzig 
70 (1918), p. 55. 

1153) Monatsh. Math. Phys. 2 (1891), p. 451. 

1154) Sitzungsber. Ak. Wien 115, IIa (1906), p. 905; Jahresber. Deutsch. 
Math.-Ver. 16 (1907), p. 382. 

1155) Zwar hat J. Binet (J. ec. polyt. tome 9, cah. 16 (1813), p.41 (lu 1811) 
zu jedem Punkt eines starren Körpers die zugehörigen Hauptträgheitsachsen be- 
stimmt (IIIC2 (Staude), Nr. 43), aber ihre Gesamtheit noch nicht als Komplex 
aufgefaßt; dies geschieht erst bei A. M. Ampere [M&m. ac. sc. inst. France 5 
(1826), p. 86], der die Komplexkegel aller Punkte des Raumes (allerdings noch 
nicht die Komplexkurven seiner Ebenen) ausführlich untersucht und für die 
Sonderlagen die Art ihres Zerfallens angibt. S. auch IV 4 (Jung), Nr. 17, 18, 21 
und T'h. Reye, G. L. 2, p. 223. 

1156) Ann. of math. (2) 2 (1900), p. 8. Mit diesem Komplex befassen sich 
außer den schon hier und in IIIC 2 (Staude), Nr. 43 genannten Autoren: @.Darboux, 
Bull. sc. math. 2 (1871), p. 40; E. Genty, Nouv. Ann. (3) 6 (1887), p. 401; P. Aubert, 
Proc. Edinb. math. soc. 12 (1894), p. 55; J. de Vries, Ak. Amsterdam Versl. 13, II 
(1905), p. 600; R. Sturm, G. V.3, p. 152; F. Bouny, Enseign. math. 15 (1913), 
p. 325; V. Obe3lo, Casopis Prag 43 (1914), p. 41; J. Kounovsky, ebenda 44 (1915), 
p. 204. Über das mehrfache Auftreten dieses Komplexes in der Mechanik s. auch 
E. Beltrami, Coll. math. in mem. Chelini, Mediol. 1881, p. 340 = Op. mat. 3 (1911), 
p. 323. S. auch O. Staude, Anal. Geom. d. Punktepaares usw. I, Leipzig 1910, p. 459. 

1157) @. Wenzel, Über d. einfachste allg. Beziehung zw. räuml. Gebilden, 
Breslau 1870. 
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h) Auch andere metrisch ausgezeichnete tetraedrale Komplexe 
wurden schon betrachtet: F. Rulf hat die tetraedralen Komplexe unter- 
sucht, bei denen zwei Hauptpunkte in den unendlich fernen Kugelkreis 
fallen *5®); sie enthalten die Sehnenkongruenzen von 00° kubischen 
Kreisen und können nach d, «) durch zwei kongruente Strahlbüschel 
erzeugt werden, die in parallelen Ebenen liegen. Wenn zu deren 
Stellung die Verbindungslinie der Scheitel A,, A, senkrecht ist, so 
entsteht ein besonderer Komplex, der durch Drehung eines Strahlen- 
netzes erhalten werden kann. Wenn hier schließlich A, ins Unend- 
liche fällt, so liegt ein Komplex vor, der aus den Geraden besteht, 
die von zwei Punkten P, @ gleich weit entfernt sind"9); A, ist 
die Mitte der Strecke PQ, und A, der unendlich ferne Punkt ihres 
Trägers. 

i) Ein Komplex, der aus den Verbindungslinien entsprechender 
Punkte zweier kollinearen Systeme &, &” besteht!!0), heiße ein Kolli- 
neationskomplex.‘'*') Diese Komplexe sind, soweit sie nicht zerfallen !!%2), 
quadratisch, und die selbstentsprechenden Punkte und Ebenen der 
Kollineation sind Hauptelemente des Komplexes. Es gibt 10 Gattungen 
quadratischer Komplexe (Tafel I in Nr. 35), bei denen die singuläre 
Fläche (sowohl als Punktgebilde wie als Ebenengebilde) in lauter 

1158) Monatsh. Math. Phys. 21 (1910), p. 333. Er nennt diese Komplexe 
zyklisch; in anderem Sinn war jedoch diese Bezeichnung von E. Study verwendet 
worden (Jahresber. Deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 317), nämlich für die Kom- 
plexe, die nur Kreise als ebene Komplexkurven und Umdrehungskegel als Kom- 
plexkegel haben. 

1159) Dieser Komplex wurde schon früher von J. B. Eck (Diss. Münster, 
1890, p. 67) und H. Thieme (Ztschr. Math. Phys. 36 (1891), p. 349) behandelt. 
Wenn die Symmetralebene von PQ mit « bezeichnet wird, so enthält der Kom- 
plex alle Normalennetze, deren Träger das Büschel (A, ,, «) bilden. Die Komplex- 
kegel sind orthogonal. Die Geraden, die von drei Punkten gleich weit abstehen, 
bilden eine Kongruenz (4, 3). 

1160) Verallgemeinerungen auf den R} bei @. Giambelli, Mem. Acc. Torino 
(2) 59 (1909), p. 433. 

1161) Wenn also &, &° nur vier getrennte Punkte entsprechend gemein 
haben, ist der Komplex ein tetraedraler. Manche Autoren zählen auch die 
übrigen Fälle als ausgeartete tetraedrale Komplexe diesen zu. Es empfiehlt sich 
jedoch in solchen Fällen eine deutliche Scheidung in der Benennung. Auch ist 
zu bemerken, daß in den Ausartungen die verschiedenen Erzeugungen nicht 
immer übereinstimmen. So kann der Tangentenkomplex eines Kegels zweiter 
Ordnung zwar nach a) als Grenzfall eines tetraedralen Komplexes aufgefaßt 
werden (wenn nämlich die vier Ebenen «, durch einen Punkt gehen), aber 
nicht als eigentlicher Kollineationskomplex. S. auch F. Engel in Jahrb. Fortschr. 
Math. 33 über 1902 (Berlin 1904), p. 687. 

1162) Hierüber siehe R. Sturm, L. G. 1, p. 366. 
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lineare Bestandteile zerfällt; aber nur fünf von diesen können als 
Kollineationskomplexe aufgefaßt werden, wie die folgende Tafel 
lehrt?1®): 

















SCchekleu Bam Gattung 
der Kollineation des zugehörigen Komplexes | des Komplexes 
[1111] [a1) (11) (11)] 35 
[211] [(@2) (11)] 34 
[22] [e11) (11)] 48 
[31] [(83)] 28 
[4] [(821)] 44 








Die Komplexe der Gattung 34 können dadurch als Grenzfall der 
tetraedralen Komplexe erhalten werden, daß man bei der Erzeugung 
unter d, «) die Doppelpunkte der Projektivität zusammenfallen läßt.!!%) 
Zu dieser Gattung gehören die Achsenkomplexe der Paraboloide!!®), 
deren Gleichung in der Form geschrieben werden kann: 


(220) pm, + Kpr =, 


und der Komplex der Bahntangenten bei einer Windung'!), der mit 
dem Komplex der Charakteristiken identisch ist. Dieser Komplex hat 
zwei Hauptpunkte auf dem unendlich fernen Kugelkreis!"®) und hat 
bei ausgezeichneter Lage gegen das Achsenkreuz die Gleichung"): 


21) tn 
wobei % die Steigung (Nr. 7a) der Windung ist. Auf dieselbe Form 


1163) G. Loria, Giorn. di mat. 22 (1884), p.1, 117; damit ein Kollineations- 
komplex nicht zerfalle, ist nötig und hinreichend, daß die Kollineation nur end- 
lich viele Doppelelemente habe. 

1164) R. Sturm, L. G. 1, p. 366. Eine andere Erzeugung bei F. Aschieri 
(Rend. Ist. Lomb. [2] 11 [1878], p. 612), die auf eine projektive Verallgemeinerung 
der folgenden Konstruktion hinauskommt: Man errichte auf jeder Ebene eines 
Nullsystems im Nullpunkt die Senkrechte. 

1165) E. Schilke, Ztschr. Math. Phys. 19 (1874), p. 550; A. Weiler, ebenda 
28 (1883), p. 188. Auch durch Translation eines Strahlennetzes entsteht ein Kom- 
plex der Gattung 34; A. Weiler, Anm. 1192). 

1166) A. Schoenflies, @. B., p. 109; A. Clebsch u. F. Lindemann, V. G., p. 398; 
K. Küpper, Monatsh. Math. Phys. 1 (1890), p. 9. 

1167) Sie entsteht aus einer Parameterdarstellung, in der die Koordinaten 
der Bahntangenten als Funktionen des Ortes erscheinen: 


nu —y pP =, 2, = —kae—yz, 
pP, =% 2, =ky— x, Di mat + y’. 
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kann die Gleichung des Sehnenkomplexes!!#) einer Schraubung ge- 
bracht werden, die keine Umschraubung ist. 


Der Komplex der Bahntangenten ist auch für den Fall untersucht 
worden, daß an Stelle des starren Körpers ein mit sich selbst projektiv 
bleibendes veränderliches System tritt.1!%) 


40. Die übrigen Gattungen quadratischer Komplexe.!!”) a) Ent- 
sprechend den 11 Zerlegungen der Zahl 6 in Summanden (Nr. 31b) 
stellt A. Weiler 11 kanonische Formen (nach einem Verfahren von 
F. Klein) für die Gleichungen F — 0 der zugehörigen Komplexe auf!!1), 
wobei allerdings die Fundamentalform P (Nr. 3) wechselt; jedoch 
ist immer der Übergang zu Plückerschen Koordinaten angegeben. 
Die folgende Tafel gibt eine Übersicht: die römische Zahl gibt die 
Nummer der kanonischen Form in der Reihenfolge Weilers an. In 
der letzten Spalte steht in der ersten Zeile jedes Feldes die Funda- 
mentalform P, in der zweiten Zeile die linke Seite der Komplex- 
gleichung F= 0, wobei die Größen A Wurzeln der Gleichung (181a) 
sind.'!") Die Gleichungen der übrigen Gattungen erhält man, indem 
man solche Wurzeln einander gleichsetzt, welche Exponenten in der- 
selben runden Klammer der Charakteristik entsprechen.!!”?) Auch bei 
H. Tempel?) findet sich eine Diskussion aller Gattungen auf Grund 
jener kanonischen Formen. 


1168) So heißt der Ort der Verbindungslinien entsprechender Punkte bei 
einer Dislokation; E. Study, Math. Ann. 39 (1891), p. 480. 

1169) J. Cardinaal, Versl. Akad. Amsterdam 10 (1902), p. 560, 687; 11 
(1903), p. 466. Auch in diesem Fall wird der Bewegung ein Nullsystem zu- 
geordnet, ferner dessen Schnittkongruenz (2, 2) mit dem Komplex der Bahntan- 
genten untersucht. Die Bewegung solcher veränderlichen Systeme hatte auch 
schon L. Burmester behandelt: Ztschr. Math. Phys. 20 (1875), p. 381. 

1170) Siehe auch Nr. 35. 

1171) Diss. Dabei ist mitunter eine mehrfache Wurzel der Gleichung (181), 
die er jedoch in der Form 
(181a) AP—F=0 


schreibt, als Null angenommen. Die etwas allgemeineren Gleichungen, die sich 
unter Verzicht auf diese Vereinfachung ergeben, findet man bei ©. M. Jessop 
(L. C., chap. 11), ebenso bei H. Tempel (Anm. 1173). 

1172) Beispielsweise erhält man die Gleichung eines Komplexes der Gattung 
31 mit der Charakteristik [(21) (11) 1], indem man in der kanonischen Gleichung 
der Gattung 2 setzt: 4, =, und 4, —4,, indem 4, schon früher bei der Gattung 
2 die Doppelwurzel war und jetzt die dreifache wird. 

1173) Diss. München 1904. Namentlich wird hier die Einführung elliptischer 
Koordinaten (Nr. 37, d) bei den verschiedenen Gattungen geleistet. 
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b) Die Komplexe der Klassen B—G der Tafel I in Nr. 35 hat 
A. Weiler durch Strahlennetze erzeugt.!!*) Die Komplexe der Gattungen 
6, 10, 11 erzeugt er!!”) durch Kongruenzen (1, 2) oder dual; die der 
Gattungen 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9 durch Kongruenzen (2, 2). Wie sich 
die Abbildung von Klein und Caporali (Nr. 37 f) bei den anderen 
Gattungen gestaltet, hat R. Sturm untersucht.!!7‘) 


1174) Siehe Nr. 82 g) und Nr. 35 c). 
1175) J. f. Math. 95 (1883), p. 140; siehe auch R Sturm, L.G. 3, p. 863, 377. 


1176) L.G. 3 p. 380. Bei den Gattungen 


10, 11 zerfällt C°® in eine 
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Die durch zwei projektive Komplexbüschel B, B’ erzeugbaren 
quadratischen Komplexe (Nr. 32 g) sind mit Hilfe folgender Abbil- 
dung studiert worden!!”): B, B’ bestimmen als Verbindungsgebiet 
i. a. ein Komplexgebüsch (Nr. 16 a), dessen Komplexe sich durch 
die Ebenen eines R, abbilden lassen; D, B’ werden also durch zwei 
projektive Ebenenbüschel abgebildet, welche eine Regelschar auf einer 
Fläche zweiten Grades F* erzeugen. Den Geraden dieser Regelschar 
entsprechen Strahlennetze, welche den quadratischen Komplex @ aus- 
machen. Dieser ist auch die Gesamtheit der 00? Regelscharen, die 
den Punkten von F* entsprechen. Die zweite Regelschar auf F? stellt 
die andere Erzeugung von Q durch Strahlennetze dar. Die Brenn- 
linien dieser Netze liegen auf der singulären Fläche von @, so daß 
deren Erzeugende durch jedes der beiden Systeme von Strahlennetzen 
involutorisch gepaart werden.'!’8) 

ec) Wenn A=0, B=0,0=0, D=0 die Gleichungen von 
vier unabhängigen linearen Komplexen sind, so hat der Komplex Q, 
der durch die projektiven Büschel 


(222) A+ıB=0, C+41D=0 
erzeugt wird, die Gleichung'!'®): 

(223) AD—BC=0; 

er entsteht auch aus den Büscheln: 

(224) A+uC=0, B+uD=0. 


Sei ferner (ABC) —= 0 die Gleichung der Fläche zweiter Ordnung, 
auf der die gemeinsamen Strahlen von A, B, C liegen, so erzeugen 


Kurve zweiter und eine dritter Ordnung. Es entspricht in der Klasse A einem 
Doppelstrahl des Komplexes i.a. ein Doppelpunkt der Hauptkurve C® (Anm. 1080), 
in besonderen Fällen ein Rückkehrpunkt oder ein Selbstberührungspunkt. Auch 
bei vielen Gattungen der übrigen Klassen ist das Verhalten der Abbildung dort 
(p. 405f.) untersucht; z. B. zerfällt bei der Gattung 12 die Hauptkurve in eine 
Raumkurve vierter Ordnung und eine Sehne derselben. 

1177) CO. Segre, G. R., Nr. 165, Anm.; D. Montesano, Sui compl. di rette di 
2. gr. gen. da due fasci proj. di compl. lin., Napoli 1886; R. Sturm, L.G.3, p. 389. 

1178) Bei der obigen Abbildung entsprechen den Strahlengebüschen des 
Komplexgebüsches solche Ebenen, die eine zweite Fläche zweiten Grades K? 
umhüllen. Die 00! gemeinsamen Berührungsebenen von F?und K®? bilden die- 
jenigen Strahlengebüsche ab, deren Träger auf der singulären Fläche von Q 
liegen. Die Singularitätenkongruenz von @ zerlegt sich in 00! Regelscharen, 
die durch die Punkte der Berührungskurve zwischen F* und der gemeinsamen 
Einhüllenden von F*? und K* gebildet werden. Die Flächenschar, die durch 
F* und K* bestimmt ist, bildet die zu @ konsingulären Komplexe ab. 

1179) F. Aschieri, Rend. Ist. Lomb. (2) 13 (1880), p. 531. Dort findet sich 
auch eine Abbildung von Q auf den Punktraum. 
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die beiden Büschel 
(225) (ABC) + MABD)=0, (CDA)+X(CDB)= 0 


(und ebenso zwei andere Büschel) die singuläre Fläche von @, deren 
Gleichung also geschrieben werden kann: 


(ABO) (ABD) 
‚(CDA) (CDB 


d) Wenn eine räumliche Korrelation gegeben ist, so bilden die 
Geraden, die ihre entsprechenden treffen, den Kernkomplex der Korre- 
lation. Derselbe ist im allgemeinsten Falle der Korrelation, wenn 
sich nämlich ihre Kernflächen in einem windschiefen Vierseit schneiden, 
ein quadratischer Komplex der Gattung 29, dessen singuläre Fläche 
in die beiden Kernflächen zerfällt.) Auf einen Sonderfall dieser 
Gattung stößt man, wenn man alle Geraden sucht, auf denen zwei 
feste nicht konzentrische Kugeln zwei Sehnen abschneiden, deren 
Quadrate in einem konstanten Verhältnis A} == 1 stehen.!!?!) 

e) Die Komplexe, die durch zwei korrelative ebene Systeme 
2, &’ erzeugt werden können, indem man jeden Punkt des einen 
Systems mit allen Punkten der entsprechenden Geraden des anderen 
verbindet, sind quadratisch und heißen Hirstsche Komplexe. Wenn 
die Schnittlinie s der beiden Ebenen als Gerade von & mit a, als 
solche von 2’ mit b’ bezeichnet wird, so sind die entsprechenden 
Punkte A, B’ Doppelpunkte des zugehörigen Komplexes. Ferner seien 
C,, ©, die auf s liegenden selbstkonjugierten Punkte; sie sind Haupt- 
punkte des Komplexes. Dann ist der Hauptfall der!1#?), daß O,, C,, 


(226) 0. 





1180) D. Montesano, La corrisp. recipr. fra due sist. dello spazio, Napoli 
1885; R.Sturm, Math. Ann. 28 (1887), p. 268; L. G. 3, p. 419; G. V. 3, p. 95, 164. 
Derselbe Komplex kann auch (auf vier Arten) durch zwei projektive Regelscharen 
zweiter Ordnung erzeugt werden, die zwei sich selbst entsprechende Gerade ge- 
mein haben; A. Weiler, Zeitschr. Math. Phys. 27 (1882), p. 263. Auch bei H. E. 
Schröter finden sich schon einige Ergebnisse über den Kernkomplex (J. f. Math. 
77 (1874), p. 105), ebenso über den Komplex der Wechselstrahlen der Korrelation; 
das sind die Strahlen, welche die beiden Punkte verbinden, die derselben Ebene 
in beiderlei Sinn entsprechen (oder dual), oder deren beide Polaren sich schneiden. 
Der Komplex der Wechselstrahlen ist ein Kollineationskomplex, weil das Quadrat 
der Korrelation eine Kollineation ist; R. Sturm, G. V. 3, p. 98. 

1181) R. Sturm, Arch. Math. Phys. (3) 19 (1912), p. 113. Wenn aber =1 
ist, gehört der Komplex zur Gattung 30. 

1182) T. A. Hirst, Proc. London math. Soc. 10 (1879), p. 181; Coll. in mem. 
Chelini, Mediol. 1881, p. 51. Als Sonderfälle untersucht er: 

«) Es können C,,C, zusammenfallen; ß) einer der Punkte A oder B’ (da- 
her auch der andere) fällt in s, wobei A, B’ mit O,, C, identisch werden, aber 
voneinander getrennt bleiben; y) A, B’ fallen zusammen. In diesen Fällen sind 
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4A, B’ ein windschiefes Vierseit bestimmen, dessen Seiten nebst s die 
Doppellinien des Komplexes der Gattung 30 sind. Die Fläche zweiter 
Klasse, die von Z, 2’ erzeugt wird"#®), ist Bestandteil der singulären 
Fläche. Die Singularitätenkongruenz zerfällt in zwei Kongruenzen 
(1, 0), in zwei (0, 1) und eine (2, 2). Die involutorischen Verwandt- 
schaften, welche Hörstsche Komplexe erzeugen, hat M. Pieri aufge- 
sucht.118), 


f) Der Komplex der Achsen, bezüglich deren eine Dyname ein 
konstantes Moment hat (Nr. 11e), ist von der Gattung 24. Die kon- 
singulären Komplexe beziehen sich auf koaxiale Dynamen; für einen 
derselben reduziert sich die Dyname auf eine Einzelkraft.118) Diese 
Komplexe konstanten Momentes sind die allgemeinsten zyklischen Kom- 
plexe.°°) Die übrigen Komplexe der Gattung 24 gehen durch pro- 
jektive Umformung aus ihnen hervor. 


Auch andere metrisch oder sonst ausgezeichnete quadratische Kom- 
plexe sind behandelt worden: besondere Komplexe, deren singuläre 
Fläche in zwei Umdrehungsflächen zweiten Grades zerfällt!!#”). der 
Be der Sehnen einer Fläche zweiten Grades, die von ihrem Mittel- 


die Komplexe der Reihe nach von den Gattungen 25, 32, 27. Wenn schließlich 
alle Punkte von s selbst-konjugiert sind, zerfällt der entsprechende Komplex. 
Er betrachtet auch oo! Korrelationen, die zu einer Schar konsingulärer Komplexe 
führen. Vgl. auch F. Deruyts, Bull. Ac. Belge (3) 24 (1892), p. 571 und den zu- 
gehörigen Bericht von C. Le Paige und J. Neuberg, ebenda, p. 536; R. Sturm, 
L. G. 3, p. 427—434, 479, 480; G. V. 2, p. 204. Über das Auftreten der Bürst- 
schen Komplexe in der Theorie der Antipolaritäten siehe C. Segre, Math. Ann. 
40 (1892), p. 434. 

1183) F. Seydewitz, Arch. Math. Phys. 9 (1847), p. 193. 

1184) Rend. Ist. Lomb. (2) 25 (1892), p. 1037. Hier werden diese Komplexe 
äuch durch Projektion aus dem R, gewonnen. Siehe auch III C 7 (Segre), Anm. 
66). Vom Standpunkt der darstellenden Geometrie behandelt sie @. Z. Giambelli 
Ale. quest. sulle fig. di rette in geom. descr., Torino 1906. 

1185) ©. Segre, Anm. 327). Die singuläre Fläche zerfällt als Punktfläche 
in einen Kreiszylinder, der die Schar der konsingulären Komplexe völlig bestimmt, 
und in die doppelte unendlich ferne Ebene. Der in Tafel I (Nr. 35) erwähnte 
Kegelschnitt ist der unendlich ferne Kugelkreis. Es werden hier auch die Schnitt- 
gebilde mehrerer Komplexe konstanten Momentes betrachtet. 

1186) Im zweiten Sinne von Anm. 1158). E. Study !!°®) hat diese Komplexe 
mit der Zusammensetzung von Bewegungen in Verbindung gebracht und aus den 
Tangenten eines Kreises oder den Erzeugenden eines Umdrehungskegels durch 
gewisse Schraubungen abgeleitet. Vgl. auch E. Turriere, Nouv. Ann. (4) 11 (1911), 
p- 308. 

1187) J. de Vries, Akad. Wetensch. Amsterdam Versl. 15 (1907), p. 211; 
J. Wolff, ebenda 19 (1911), p. 1280. Hier treten auch quadratische Unidsätunge- 
kongruenzen auf. 
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punkte unter einem rechten Winkel gesehen werden), oder einer 
Kugel, die von irgendeinem Punkte ebenso gesehen werden); der 
Komplex der Geraden, die in einer Kollineation auf ihren entspre- 
chenden senkrecht stehen'!?®), oder der Achsen aller Flächen zweiter 
Ordnung, die durch zwei windschiefe Gerade gehen.!!9) 

Metrisch ausgezeichnete Komplexe zahlreicher Gattungen hat 
A. Weiler, durch Bewegung (namentlich Drehung oder Schiebung) von 
Strahlennetzen erhalten.'®) Über die in der Astatik auftretenden 
Komplexe, die fast gleichzeitig von J. Somoff'""®) und @. Darboux !?) 
gefunden wurden”), vgl. IV 2 (Timerding)%), Nr. 40. 


41. Komplexe höheren als zweiten Grades.!!”) a) Ein Kom- 
plex »‘® Grades enthält oo%-” Strahlbüschel"*®), nämlich ein Kom- 
plex dritten Grades oo! Strahlbüschel, deren Scheitel eine Raumkurve 


1188) #. Malo, Nouv. ann. (3) 7 (1888), p.317; E. Marchand, ebenda, p.S; 
(3) 8 (1889), p. 122, 401; R. S., ebenda (3) 14 (1895), p. 433. Den Fall, daß statt 
M ein anderer fester Punkt P gesetzt wird, betrachtet A. Weiler, Zeitschr. Math. 
Phys. 29 (1884), p. 191. Die Komplexe sind i. a. von der Gattung eins; aber 
auch andere Gattungen können bei besonderen Lagen von P oder bei besonderen 
Flächen zweiten Grades auftreten. Fällt P nach M, so ist die singuläre Fläche 
i. a. ein Tetraedroid. 

1189) C. Juwel, Tidskr. for math. (5) 5 (1887), p. 141. Die singuläre Fläche 
zerfällt in ein Umdrehungshyperboloid und eine Kugel. 

1190) L. Seifert, Casopis 42 (1913), p. 170. 

1191) A. Rasche, Diss. Münster 1882. 

1192) Ztschr. Math. Phys. 27 (1882), p. 257; 29 (1884),"p. 187. Er zeigt 
auch (ebenda, p. 191), daß die Komplexe der Gattung 46 durch alle Geraden 
gebildet werden, welche die singuläre Fläche F, und zwei gewisse Ebenen unter 
konstantem Doppelverhältnis schneiden. Ebenso entstehen Komplexe zweiten 
Grades, wenn man zwei Flächen zweiter Ordnung, die sich längs eines Kegel» 
schnittes berühren, unter konstantem Doppelverhältnis schneidet. Siehe auch 
Anm. 1165). 

1193) Mem. ac. sc. Petersb. (7) 22 (1876), Nr. 9. 

1194) Paris C. R. 83 (1876), p. 1284. 

1195) Vgl. übrigens auch F. de Vasconcellos, Ann. sc. ac. polyt. Porto 7 
(1912), p. 5, 65, 129. 

1196) Auch G. K., p. 279. Ferner D. Padeletti, Rend. acc. Napoli 20 (1881), 
p- 248; 22 (1884), p. 29; CO. Segre, Mem. acc. Napoli (3) 6 (1884), Nr. 3; 0. Segre 
und @. Loria, Math. Ann. 23 (1884), p. 219, Anm. Jene Komplexe sind von der 
Gattung 2 und können als Ort der Geraden erhalten werden, durch die an ein 
Hyperboloid zwei zueinander senkrechte Berührungsebenen gehn. Siehe auch 
Anm. 1102), 1103). Auch Kongruenzen (4, 4) treten hier auf. 

1197) Siehe auch Nr. 24, 

1198) H. Schubert, Math. Ann. 12 (1877), p. 202 oder Kalkül der abz. Geom., 
Leipzig 1879, p. 272. j 
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90% Ordnung bilden!!®), ein Komplex vierten Grades 1280 Strahl- 
büschel!!®); diese sind das liniengeometrische Analogon der 27 Ge- 


raden einer Fläche dritter Ordnung. 

Wenn einem kubischen Komplex ein ebenes Strahlbüschel mit 
dem Scheitel A und der Ebene « angehört, so enthält dieses Büschel 
vier singuläre Gerade, nämlich die Schnittlinien des Restkegels von 
A mit « und dual. Ferner ist einem Punkte P von « ein bestimn- 
ter Strahl » durch ihn zugeordnet, nämlich die Schnittlinie seines 
Komplexkegels mit der Berührungsebene längs AP (und dual). Die 
Strahlen » bilden eine Kongruenz neunten Grades.'?®%) M. van Ever- 
dingen hat kubische Umdrehungskomplexe untersucht”), J. Majcen 
die kubischen Komplexe der Geraden, für welche die Zentralpunkte 
der Involutionen, die durch je eine von zwei Flächen zweiten Gra- 
des bestimmt werden, zusammenfallen.'”®) Die Transversalen aller 
Tangentenquadrupel einer kubischen Raumkurve C,, deren Berüh- 
rungspunkte harmonisch liegen, bilden einen Komplex dritten Gra- 
des12®), Indem man einer Geraden die Bedingung auferlegt, daß 
das System ihrer Schnittpunkte mit gegebenen Ebenen eine Eigen- 
schaft hat, die durch das Verschwinden einer Invariante ausge- 
drückt wird, erhält man Komplexe!?%), J. de Vries findet einen 

1199) A. Voss, K. u. K., p. 158. Hier sind auch die Komplexkegel behan- 
delt, die in einen Kegel zweiten Grades und eine ihn berührende Ebene oder in 
drei Ebenen zerfallen. In jene oo! Strahlbüschel zerfällt hier die Kongruenz 
der Undulationskanten (Nr. 25 c). 

1200) E. Veneroni, Rend. Ist. Lomb. (2) 31 (1398), p. 1072. Ein Büschel des 
Komplexes hat mit 31 anderen einen Strahl gemein. Ebenda ((2) 32 (1899), p. 1008, 
1403) und in „Sui sist. di fasci di rette, che cost. compl. cub., Pavia 1912“ un- 
tersucht er die kubischen Komplexe, deren jede Gerade einem oder zwei ebenen 
Büscheln des Komplexes angehört. Im ersten Fall liegen die Mittelpunkte auf 
einer Fläche neunten Grades. Komplexe, bei denen jede Gerade mehr als zwei 
ebenen Büscheln des Komplexes angehört, gibt es nicht. 

1201) Nieuw Arch. voor wisk. (2) 11 (1914), p. 79. Die Gleichung eines 
solchen läßt sich schreiben Ap, + Bp, = 0, wo bei A, B quadratische Formen 
der Linienkoordinaten sind. 

1202) Akad. Agram, Rad 155 (1903), p. 159. 

1203) R. Sturm, J. f. Math. 86 (1879), p. 116; @. Pittarelli, Anm. 303); 
E. D’Ovidio, Anm. 305). Setzt man statt des harmonischen Doppelverhältnisses 
ein anderes, so erhält man i. a. zwei kubische Komplexe. Ebenso bilden nach 
A. Voss, Math. Ann. 13 (1878), p. 232, die Geraden einen kubischen Komplex, 
welche die Tangentenfläche von C, nach einem bestimmten Doppelverhältnis 
schneiden. Vgl. jedoch über den Fall des äquianharmonischen Verhältnisses 
Nr. 11). 

1204) K. Walek, Diss. München 1908. Z. B.: Ist von den 5 Schnittpunkten 
mit einem Fünfflach einer ein Doppelpunkt der Involution, die durch die vier 


anderen bestimmt ist, so erhält man 15 gleichartige kubische Komplexe. 
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kubischen Komplex der Bisekanten gewisser oo! kubischer Raum- 
kurven 120). \ 


b) Die Komplexe, die aus den Trefflinien einer Kurve oder den 
Tangenten einer Fläche bestehen, hat A. Voss!2%) behandelt, der prin- 
zipiell die Aufgabe in Angriff nahm, die gewöhnlichen Dinge der 
algebraischen Raumgeometrie liniengeometrisch zu charakterisieren. 
Während Klein über Cayley hinausgehend”"?) die volle Bedingung dafür 
angegeben hat, daß f—= (0 einen Komplex darstellt, der aus den Tan- 
genten einer Fläche besteht, gibt Voss an, wie man die Haupt- und 
Doppeltangenten der umhüllten Fläche bestimmt, und namentlich, 


welche besondere Bedingung hinzukommen muß, damit die Fläche in 
eine Developpable bzw. Kurve ausartet. 


Die Oremonaschen Verwandtschaften, deren Punktepaare eindeutig 
auf den Sekanten einer kubischen Raumkurve verteilt sind, untersucht 


@. M. Caldarera.'?°‘) 


P. Visalli hat die Komplexe betrachtet, die durch zwei Ebenen 
in birationaler Korrelation definiert werden können'?®), J. de Vries 
solche, welche durch ein Strahlbüschel und die entsprechenden Tan- 
genten einer hierzu projektiven Klassenkurve erzeugt werden können 
oder durch ein Strahlbüschel und ein hiezu projektives Kurven- 
büschel 2%) oder durch Involutionen auf gewissen Regelflächen '0) 
oder durch Involutionen der Tangenten einer Raumkurve.'”') R. de 


1205) Versl. Ak. Amsterdam 24 (1915), p. 1447. Ihre Tangenten bilden eine 
Kongruenz (6, 6). Analog findet er durch Kurven fünfter Ordmung einen Kom- 
plex neunten Grades und eine Kongruenz (18, 14); ebenda, p. 1606. 

1206) Nachr. Göttingen 1875, p. 101; Math. Ann. 13 (1878), p. 232; mit be- 
sonderer Berücksichtigung der Raumkurven dritter Ordnung und ihrer Tangenten- 
flächen. Über die Sekantenkomplexe der Raumkurven dritter und vierter Ord- 
nung siehe auch III C 2 (Staude), Nr. 98, 118; E. D’Ovidio, Anm. 305). 

1207) Rend. eirc. mat. Palermo 18 (1904), p. 205. 

1208) Rend. acc. Line. (5) 4, I (1895), p. 480. Darunter versteht er folgen- 
des: Den Punkten der einen Ebene « sind die Geraden der anderen Ebene ß so 
zugeordnet, daß einer geraden Punktreihe von « die Tangenten einer rationalen 
Kurve nt Klasse in ß entsprechen. Einer Geraden von ß entspricht ein Punkt 
von « und einem Strablbüschel in ß eine rationale Kurve nt" Ordnung in «. Die 
Komplexe, von denen die Hirstschen (Nr. 40 e) Sonderfülle sind, haben die Ord- 
nung n +1. 

1209) Akad. Amsterdam Versl. 13 (1905), p. 605, 703. Besteht im zweiten 
Fall das Kurvenbüschel aus ebenen Kurven n'r Grades, so ist der Komplex vom 
Grade n-+1. Sonderfälle, die auf kubische Komplexe führen, behandelt er in 
Arch. Musee Teyler (2) 9 (1905), p. 553. 

1210) Akad. Amsterdam Versl. 14 (1906), p. 666. 

1211) Akad. Amsterdam Versl. 11 (1903), p. 762. In allen diesen Fällen be- 
steht der Komplex aus den Kongruenzen, die entsprechende Elemente verbinden. 
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Paolis kommt zu Komplexen höheren Grades durch ein-zweideutige 


Verwandtschaften !?"?), C. Steinmete durch mehrdeutige involutorische 
Verwandtschaften.'?'3) 


E. Waelsch untersucht (mit Anwendungen auf die Flächen zwei- 
ten Grades) den Polnormalenkomplex P einer algebraischen Fläche F 
n‘® Ordnung, d. h. den Ort der Senkrechten, die von beliebigen 
Punkten auf die zugehörigen Polarebenen gefällt werden können.'?#) 

G. Humbert beweist!?!?) über eine lineare Schar von Flächen 
n‘* Klasse folgenden Satz: Wenn die zwei Gruppen von je n Be- 
rührungsebenen, die durch eine Gerade g an zwei Flächen der Schar 


Wählt man z. B. eine Sehne einer kubischen Raumkurve CO? als Achse einer 
Ebeneninvolution, so bestimmen die Paare der Involution durch ihre weiteren 
Schnitte mit C? Tangentenpaare, daher auch oo! Strahlennetze, die einen kubi- 
schen Komplex bilden. Dieser Fall wurde schon früher von A. Weiler betrachtet; 
Zeitschr. Math. Phys. 24 (1879), p. 159. 

1212) Mem. acc. Linc. (4) 1 (1885), p. 576. Er verbindet nämlich die beiden 
Punkte des einfachen Raumes, die einem Punkte des doppelten entsprechen. 

1213) Ztschr. Math. Phys. 35 (1890), p. 219, 272, 354. Er nimmt nämlich 
ein lineares vierstufiges System algebraischer Flächen n‘* Ordnung an. Durch 
einen Punkt P ist dann ein Flächennetz mit n® Grundpunkten bestimmt. Die Ver- 
bindungslinien dieser Punkte bilden einen Komplex vom Grade 2(n — 1): (n— 2); 
Jahrb. Fortsch. Math. 22, p. 626. Innerhalb desselben bilden die Geraden, deren 
beide aufihr liegenden Grundpunkte zusammenfallen, eine Kongruenz der Ordnung 
2(n — 1): (2n?— n + 1), der Klasse 6(n — 1)?, des Ranges 4(n — 1): (n+n — 1). 
Es wird auch der Fall fester Grundpunkte und fester Fundamentallinien, die 
allen Flächen des Gebüsches gemeinsam sind, behandelt, wodurch obige Zahlen 
zum Teil erniedrigt werden. Auch finden sich einige Beispiele. 

1214) Diss. Erlangen 1888 — Nova acta Leop. 52 (1888), p. 287; ein Aus- 
zug auch Sitzungsb. Akad. Wien 97, IIa (1888), p. 164. Der Ort der Punkte, 
deren Polnormalen eine Gerade g schneiden, heißt Fußfläche von g. Durch eine 
Bedingung, die man der Fußfläche auferlegt (z. B. daß sie einen Doppelpunkt 
haben soll), wird ein Komplex definiert. Ist = 0 die Gleichung der Fußfläche 
von g, so enthält p die Koordinaten von g linear. Die Bedingung, daß eine 
Fläche des Büschels AF-+ 9 einen Doppelpunkt hat, ist von der Form 


v 
DSARmt—=0; vy=4n— 1%. 
k=0 


Die Diskriminante dieser Gleichung führt zur Liniengleichung der Zentrafläche 
von F'; durch A,= 0 wird ein Komplex X Ordnung definiert. Die Normalen- 
kongruenz von F' gehört dem Schnitt von P mit A,_,=0 an; A,—=0 zerfällt 
in den doppelten P und den Tangentenkomplex seiner singulären Fläche. Für 
n=2 ist A,_, der Fokalkomplex und P der Achsenkomplex (Nr. 39 g); vgl. 
Anm. 1152). 


1215) Nouv. Ann. (3) 12 (1893), p. 123. Die singuläre Fläche des Komplexes 
ist der Ort der Fokalkurven der Flächen der Schar. 
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gehen, gleiche Orientierung") haben, so trifft dies auch für jede 
andere Fläche der Schar zu. Die Geraden mit dieser Eigenschaft 
bilden nun einen Komplex vom Grade 2» — 1. 

ce) Besondere Komplexe höheren Grades sind öfter bei anderen 
Untersuchungen aufgetreten ?!7): Die Erzeugenden der Flächen zwei- 
ten Grades eines Netzes bilden einen kubischen Komplex 1218), der die 
acht Strahlenbündel enthält, deren Mittelpunkte die Grundpunkte des 
Netzes sind. Wenn die Flächen des Netzes ein gemeinsames Polar- 
tetraeder 7 haben, so ist der kubische Komplex das Erzeugnis dreier 
trilinear verwandten Komplexbüschel!*!9), deren Trüger je ein Paar 
gegenüberliegender Kanten von 7 sind. L. Bickart betrachtet den 
Komplex der Polaren einer festen Geraden bezüglich aller Flächen 
zweiten Grades, die zwei windschiefe Gerade enthalten.!2°) Die Flä- 
chen zweiten Grades mit einem gemeinsamen Polartetraeder haben 
00° Hauptachsen, die einen Komplex vierten Grades bilden.!??!) Die 
Geraden eines bewegten starren Systems, die in einem bestimmten 
Zeitpunkt Flächenelemente gleicher Zentralkrümmung beschreiben, 
bilden ebenfalls einen Komplex vierten Grades.1222) 


1216) Das heißt: Die beiden Summen der Winkel, welche die Ebenen der- 
selben Gruppe mit einer festen Ebene des Büschels g bilden, sind gleich oder 
unterscheiden sich nur um Vielfache von x. 

1217) Man vergleiche auch die Anmerkungen 46, 104, 109, 110, 179, 316, 
328, 559, 575, 590, 738, 809, 857, 920, 1085, 1099, 1113, 1119, 1120, 1152, 1497, 
1500 oder den entsprechenden Haupttext. 

1218) R. Sturm, J. f. Math. 70 (1869), p. 212; L. G. 1, P. 9, 68; F. Aschieri, 
Giorn. di mat. 13 (1875), p. 328; TA. Reye, J. f. Math. 82 (1877), p. 54; G.L. 3, 
Vortr. 17; J. ©. Kluyver, Nieuw arch. voor wisk. 19 (1892), p- 1; D. Montesano, 
Su di un compl. di rette di 3. gr., Potenza 1892, und Mem. acc. Bologna (5) 3 
(1893), p. 549. Die Erzeugenden der Kegel des Netzes bilden eine Kongruenz 
(4,12). E. Waelsch betrachtet (Sitzungsb. Akad. Wien 95, II (1887), p. 549) den 
kubischen Komplex der Erzeugenden aller Flächen zweiten Grades, welche die 
acht Ebenen zweier desmischen Tetraeder berühren. 

1219) St.‘Junski, Sitzungsb.' Akad. Wien 122, IIa, 2. Halbb. (1913), p. 1659. 
Die Büschel linearer Komplexe heißen trilinear verwandt, wenn jedem Komplex 
eines Büschels durch eine trilineare Gleichung zwischen den drei Parametern 
eine Projektivität zwischen den beiden anderen Büscheln zugeordnet ist. 

1220) Revue de math. spec. 11 (1901), p. 178. 

1221) K. Meister, Ztschr. Math. Phys. 34 (1889), p. 73. Die Achsen eines 
im System enthaltenen Flächennetzes bilden eine Kongruenz (7, 6), die eines 
dualen Systems eine Kongruenz (7, 4), jedoch die Achsen der Paraboloide eine 
Kongruenz (7, 2). Die Achsen eines beliebigen Büschels von Flächen zweiter 
Ordnung liegen auf einer Regelfläche neunten Grades, die Achsen einer Schar 
auf einer solchen siebenten Grades. 

1222) J. Franke, Sitzungsb. Akad. Wien 84, II (1881), p. 570. Aber die Ge- 
raden, die Torsalerzeugende ihrer Bahnregelflächen durchlaufen, bilden den Kom- 
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Die Hauptachsen aller Umdrehungsflächen zweiten Grades durch 
vier Punkte bilden einen kubischen Komplex !2??), ebenso die Achsen 
der Umdrehungsparaboloide durch drei Punkte. Die Achsen der Um- 
drehungskegel durch drei Punkte bilden einen Komplex sechsten 
Grades!?*), ebenso die Leitlinien der ebenen Schnitte einer Fläche 
zweiten Grades'?®) und die Tangenten der kubischen Raumkurven 
durch fünf gegebene Punkte.'??®) F. Balitrand untersuchte den Kom- 
plex, der von den Sehnen eines dreiachsigen Ellipsoids gebildet wird, 
deren Mitten in einer Hauptebene liegen.'??”) Im Zusammenhang mit 
den 28 Doppeltangenten, die man von einem Punkte an die Zentra- 
fläche einer Fläche zweiter Ordnung ziehen kann, betrachtet @. Hum- 
bert einen kubischen Komplex'??®). 


d) Bezieht man ein ebenes Strahlbüschel und eine Regelschar 
zweiter Ordnung projektiv aufeinander und verbindet entsprechende 
Gerade durch Strahlennetze, so ergibt sich als Ort derselben ein 
kubischer Komplex. Zwei Regelscharen ergeben analog einen Kom- 
plex vierten Grades.'?®) Dieser kann als Sonderfall des folgenden 
betrachtet werden: Zwei projektive quadratische Büschel linearer 
Komplexe'?#°) erzeugen (als Gesamtheit der gemeinsamen Strahlen- 
netze entsprechender Komplexe) einen Komplex vierter Ordnung, des- 


plex der Bahntangenten (Nr. 39i) der Momentanwindung; V. Rouquet, Me&m. ac. 
Toulouse (10) 1 (1901), p. 9. 

1223) E. Laguerre, Nouv. ann. (2) 18 (1879), p. 206; B. Eck, Diss. Mün- 
ster 1890. 

1224) B. Eck, Anm. 1223). Auch die Strahlenkongruenzen (oder Regelflächen 
oder Anzahlen) sind hier untersucht, die sich ergeben, wenn man die Zahl der 
gegebenen Punkte um eins (oder um zwei oder um drei) vermehrt, ferner der 
Ort der Spitzen der Kegel usw. Einen Teil dieser Fragen hatte schon A. Kiefer 
behandelt; Progr. Thurgau 1888. L. Seifert betrachtet den Komplex der Achsen 
der Umdrehungskegel, die drei gegebene Gerade berühren; Rozpravy 18 (1909), 
Nr. 14. 

1225) V. Rouquet, Ann. fac. sc. Toulouse 3 (1889), Abschn. I. Die Klasse 
der Komplexkegel ist 16, die Ordnung der ebenen Komplexkurven 10. 

1226) @. Koenigs, Nouv. ann. (3) 2 (1883), p. 301. 

1227) J. de math. spec. (8) 5 (1891), p. 197. 

1228) Paris C. R. 111 (1890), p. 963. 

1229) F. Aschieri, Rend. Ist. Lomb. (2) 13 (1880), p. 182; F. Kliem, Diss. 
Breslau 1909. Drei projektive Regelscharen erzeugen eine Kongruenz (6, 6), vier 
solche eine Regelfläche der Ordnung 16; J. deVries, Akad. Amsterdam Versl. 21 
(1912), p. 941. 

1230) Schneidet man die berührenden Hyperebenen eines Kegels dritter Art 


(Anm. 942) des R, mit der @,? (Nr. 22 a), so erhält man das Bild eines solchen 
Komplexbüschels. E 
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sen Doppellinien #?!) eine Kongruenz (3, 3) (Nr. 48 a) bilden.'#?) Ein 
Sonderfall dieses Komplexes kann als Ort der oo! Strahlennetze er- 
halten werden, die durch die entsprechenden Geraden von vier pro- 
jektiven Strahlbüscheln bestimmt sind. H. J. van Veen hat die Erzeug- 
nisse zweier Büschel linearer Komplexe behandelt, die in mehrdeu- 
tiger algebraischer Beziehung stehen.'???) 

M. Pieri hat den kubischen Komplex betrachtet '?®*), dessen Bild 
auf der @,? (Nr. 22a) des R, durch eine Hyperfläche dritter Ord- 
nung ausgeschnitten wird, die durch zwei Ebenen von @,? geht. Mit 
(p, 9, r), bezeichnet U. Perazzo das System der %-dimensionalen 
linearen Gebiete, die mit p9 Geraden, qg Ebenen und r Räumen AR, 
des R, inzident sind; er schneidet ein solches System mit @,? und 
macht Anwendungen auf die Liniengeometrie, u. a. auf mehrere ku- 
bische Komplexe.!?3°) 

e) P. H. Schoute hat ausführlich den Komplex vierten Grades 
untersucht '?), der aus den Geraden besteht, deren Abstände von zwei 
festen Geraden ein konstantes Verhältnis haben; J. Neuberg die Kom- 
plexe, bei denen die Abstände der Geraden von zwei festen Punkten 
gewissen einfachen linearen oder quadratischen Gleichungen ge- 
nügen.'?3‘) 

Die Geraden, auf denen durch zwei Tetraeder projektive Würfe 
ausgeschnitten werden, bilden i. a. einen Komplex vierten Grades IN, 


1231) Ein Komplex kann 00° Doppellinien haben; bei einem quadratischen 
Komplex kann dies noch nicht eintreten, außer wenn er zerfällt. 

1232) C. Carrone, Rend. eirc. mat. Palermo 16 (1902), p. 359. Die Brenn- 
linien der oo! Strablennetze bilden eine hyperelliptische Regelfläche achter Ord- 
nung. Aus Sonderfällen des Komplexes erhält er Sonderfälle der Kongruenzen 
(3, 3), über die in Nr. 48 a) berichtet wird. 

1233) Nieuw. Arch. voor wisk. (2) 11 (1915), p. 232. Wenn das eine Bü- 
schel aus quadratischen Komplexen besteht, ergibt sich bei projektiver Beziehung 
ein kubischer Komplex; ebenda (2) 12 (1916), p. 19. Auch drei projektive Netze 
linearer Komplexe erzeugen einen kubischen Komplex, Handel. van het 17. Nederl. 
natuur en geneesk. congr. Leiden 1919, p. 171. 

1234) Atti acc. Gioenia (4) 15 (1902), Nr. 11. 

1235) Mem. acc. Torino (2) 59 (1909), p. 109. Den kubischen Komplex, der 
aus (0, 1,3) entspringt, hatte er schon früher (Atti acc. Torino 36 (1901), p. 891) 
untersucht. 

1236) Ann. &e. polyt. Delft 3 (1887), p. 52. Die Hauptergebnisse bringt er 
auch in: Paris Ö©. R. 104 (1887), p. 1055. 

1237) Annaes ac. polyt. Porto 1 (1906), p. 137. Er untersucht auch den 
Fall, daß die Abstände von drei Punkten einer linearen Beziehung genügen; 
Wisk. opgaven (2) 10 (1908), p. 140, S. auch Anm, 1103). 

1238) R. Sturm, Math. Ann. 6 (1873), p. 515; L. G. 1, p. 68; S. Kantor, 
Denkschr. Akad. Wien 46 (1883), p. 83. Die Geraden, für die das Doppelver- 
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ebenso die Geraden, auf denen durch zwei feste Ebenen eine Strecke 
konstanter Länge bestimmt wird’2®), endlich die Geraden eines Polar- 
raumes, die von ihren Polaren einen gegebenen Abstand haben.!%°) 
J. Neuberg'*“') und M. Stuyvaert'*?) haben den Komplex betrachtet, 
dessen Gerade drei Paare von Ebenen in den Paaren einer Involution 
schneiden; P. Zeemann den Komplex dritten Grades), dessen Ge- 
raden von einer gewissen Fläche vierter Ordnung in harmonischen 
Punkten geschnitten werden. Ferner wurden besondere Komplexe 
dritten Grades von P. H. Schoute'***) und P. Santacroce !*5) untersucht. 
Durch zwei kubische Raumkurven hat J. de Vries einen Komplex 
13. Grades bestimmt.!*#%) Im Zusammenhang mit einer kubischen Raum- 
kurve (, betrachtet A.C. Dixon einen Komplex K, vierten Grades.!*”) 





hältnis der Würfe vorgegeben ist, bilden eine Kongruenz (14, 6). Hier werden 
auch die Liniengebilde untersucht, die von den Doppelgeraden gewisser Systeme 
räumlicher Kollineationen erzeugt werden. Eine Verallgemeinerung jenes Kom- 
plexes bei J. Neuberg, Ann. soc. sc. Bruxelles 32 A (1908), p. 114 — Mathesis (3) 8 
(1908), Suppl. I. Hier wird noch ein anderer Komplex vierten Grades unter- 
sucht, der durch zwei Tetraeder definiert ist. 

1239) H. Menzel, Diss. Münster 1891; R. Sturm, L. G. 2, p. 296; H. Schaum- 
berger, Diss. Gießen 1904. Die ebenen Komplexkurven sind von der sechsten 
Ordnung und rational. Den Fall, daß die Ebenen zueinander rechtwinklig sind, 
behandelt auch E. Turriere, Nouv. ann. (4) 11 (1911), p. 205. 

1240) R. Dittrich, Diss. Breslau 1910. Dieser Komplex enthält 00? ebene 
Strahlbüschel. 

1241) Mathesis (3) 2 (1902), p. 221. Eine Verallgemeinerung auf höhere 
Involutionen bei L. Godeaux, Bull. acc. Belg. 1907, p. 17. Hier sind noch andere 
Komplexe höherer Ordnung behandelt, z. B. der Komplex vierten Grades, der 
entsteht, wenn man jedem Punkt einer Ebene einen Kegelschnitt einer anderen 
entsprechen läßt und entsprechende Elemente verbindet. 

1242) Mem. acc. Torino (2) 63 (1913), p. 1. Er erzeugt ihn durch drei pro- 
Jektive Komplexnetze, untersucht seine Komplexflächen, seine Kongruenzen (3, 3) 
usw., zitiert auch frühere Literatur über ihn (U. Perazzo, Anm. 1235). Die Unter- 
suchung erstreckt sich auch auf den allgemeineren Fall, daß eine Determinante 
dritter Ordnung von neun Elementen A,, die lineare Formen der Linienkoordi- 
naten sind, Null gesetzt wird. Der Sonderfall entspricht der Gleichung 

4A,4A, A, —kAA,A=0, k= konst. 

1243) Wisk. opgaven (2) 10 (1910), p. 461. Ebenda werden (p. 195, 345, 
404) von anderen einige Komplexe betrachtet, die zum Teil mit der Fläche 
xyz = konst. zusammenhängen. $. auch J. H. van der Harst, Diss. Leiden 1915. 

1244) Ass. Frang. pour l’avanc. des sc. nat., Toulouse 1887, p. 189. 

1245) Su di un compl. di rette di 3. gr., Lanciano 1907. 

1246) Versl. Akad. Amsterdam 21 (1912), p. 812. 

1247) Quart. J. of math. 24 (1889), p. 30. Die Pole einer Geraden b be- 
züglich der Schnittdreiecke von C, mit dem Ebenenbüschel b liegen nämlich 
auf einer Geraden, der Punktpolaren von b. Die Punktpolaren der Geraden eines 
Strahlengebüsches bilden den K,. 
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f) H. Mohrmann untersucht die Komplexe, die durch eine alge- 
braische Beziehung zwischen den Graßmannschen Doppelverhältnissen 
(Nr. 2b) von drei festen Geraden qa,, a,, a, und einer beweglichen a, 
definiert werden'!*®). Sie enthalten 0! Strahlennetze, deren Leitge- 
geraden sämtlich der Regelschar (a,a,a,) angehören (in ihr also eine 
gewisse involutorische Korrespondenz hervorrufen). Setzt man (Be- 
zeichnungen von Nr. 2b): 


V=-(41)(23), V-(ANB1ı, W=(43)(12), 


so können sie durch eine homogene Gleichung zwischen U, V, W de- 
finiert werden. 


111. Algebraische Strahlenkongruenzen. 


42. Allgemeine Theorie der algebraischen Strahlenkongru- 
enzen.'*?) a) Punkte, durch welche unendlich viele (eine Kegelfläche 
bildende) Strahlen einer Kongruenz ‘gehen, heißen singuläre Punkte 
der Kongruenz'!?); ihr Kegel heißt der singuläre Kegel des Punktes. 
Überdies können noch isolierte Strahlen der Kongruenz durch einen 
singulären Punkt gehen. Ist der Kegel von der A‘ Ordnung, so heißt 
der singuläre Punkt vom Grade h. Dual gibt es singuläre Ebenen 
vom Grade h mit singulären Kurven von der Klasse h. Zwei singu- 
läre Punkte (Ebenen) heißen verbunden, wenn ihre Verbindungslinie 
(Sehnittlinie) der Kongruenz angehört.'?°!) Die singulären Punkte 
können entweder (was der allgemeinere Fall ist) in endlicher Zahl 
vorbanden sein oder ganze Kurven, die Brennkürven!®®?) (Bremn- 
linien), erfüllen. Danach unterscheidet man Kongruenzen mit Brennkurven 
und solche ohne Brennkurven. 


1248) Math. Ztschr. 2 (1918), p. 27. Zu diesen Komplexen gehören neben 
den linearen diejenigen quadratischen, in deren Charakteristik die Exponenten- 
gruppe (111) vorkommt; ferner die i. a. kubischen Komplexe, für welche die 
Summe der 6 Graßmannschen Doppelverhältnisse konstant ist; endlich die 
Vossischen und die Kluyverschen Komplexe vierten Grades (Anm. 46). Über die 
letzteren s. auch ebenda 5 (1919), p. 268. 

1249) Vgl. auch Nr. 4 e). 

1250) Über die Begriffe und Sätze unter a) vgl. E. Kummer, A.8.; R. Str. 
L. G. 2. 

1251) Hier unterscheidet R. Sturm wieder zwei Fälle (L. G. 2, p. 64): Wenn 
sie der Kongruenz als Doppelstrahl (s. Schluß von a) angehört, heißen die Punkte 
doppelt, andernfalls einfach verbunden. 

1252) Sie werden auch singuläre Linien genannt; aber die Ausdrücke des 
Textes sind vorzuziehen, wegen der Unterscheidung von den oben erwähnten 
singulären Kurven der singulären Ebenen. Auch Leitkurve wurde vorgeschlagen; 
R. Sturm, L. G. 2, p. 26. 
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Es sei eine Kongruenz (m, n, r) gegeben.'*®). Ein Punkt, für 
den nicht mehr alle m durch ihn gehenden Kongruenzstrahlen getrennt 
sind, heißt ein Brennpunkt der Kongruenz (dual: Brennebene). Der 
Ort der Brennpunkte ist i. a. eine Fläche, die Brennfläche. Sie ist, 
wenn keine Brennkurven vorhanden sind, mit dem Umhüllungsgebilde 
der Brennebenen identisch!25*) und wird diesfalls von den Kongruenz- 
strahlen i. a. zweimal berührt, wonach man zwei Schalen (Mäntel) 
der Brennfläche unterscheiden kann, die jedoch Teile desselben alge- 
braischen Gebildes sein können. Umgekehrt kann eine Kongruenz da- 
durch definiert werden, daß man einer Geraden die Bedingung auf- 
erlegt, zwei Flächen je einmal oder eine Fläche zweimal zu berühren, 
wobei jedoch die Kongruenz zerfallen kann. Nun können sich einer 
oder beide Mäntel der gegebenen Fläche auf Kurven reduzieren, welche 
zu Brennkurven werden. Trotzdem ist auch im letzten Fall eine Brenn- 
fläche vorhanden, worauf R. Sturm aufmerksam gemacht hat.'*®) 

Auf einer beliebigen Geraden g ist durch die Kongruenz eine 
Korrespondenz definiert, in der solche Punkte auf g und Ebenen durch 
g einander entsprechen, die mit demselben Kongruenzstrahl inzidieren. 
Wenn bei einer Kongruenz (m,n,r) eine Ebene e sich um eine Ge- 
rade g dreht, so beschreiben die Schnittpunkte S der Kongruenz- 
strahlen von & eine Kurve der Ordnung 4 n(n—1)-+r, welche g in 
r Punkten trifft. Beschreibt jedoch & ein Bündel, so ist der Ort der 
S eine Fläche der Ordnung 4 m(m —1) + r, für die der Scheitel des 
Bündels ein 4 m(m — 1)-facher Punkt (und dual) ist. Die Trefflinien einer 


1253) Über die Bezeichnung s. Anm. 39). 

1254) Sonst muß man eine Punkt-Brennfläche und eine Ebenen-Brennfläche 
unterscheiden; ein Beispiel in der folgenden Anm. S$. übrigens III D 10, Diffe- 
rentielle Liniengeometrie. 

1255) Mitteil. d. Hamburger Math. Ges. 2 (1890), p. 61. Z. B. ist bei der 
Kongruenz der Bisekanten einer Raumkurve höherer als dritter Ordnung die ab- 
wickelbare Fläche, die durch die doppelten Berührungsebenen der Kurve be- 
stimmt ist, die Punktbrennfläche. Dagegen besteht die Ebenenbrennfläche aus 
den Berührungsebenen der Raumkurve und aus den etwaigen Ebenenbüscheln, 
deren Achsen die Kurve mehr als zweimal schneiden. Für die Erzeugenden jener 
abwickelbaren Fläche sind alle Punkte Brennpunkte, während die anderen Kon- 
gruenzstrahlen nur zwei Brennpunkte haben, die auf der Raumkurve liegen, die 
zugleich Brennkurve ist. Vgl. R. Sturm, G. L. 2, p. 12, wo auch die übrigen Fälle 
diskutiert sind. Die Kongruenz der Bisekanten einer Raumkurve dritter Ordnung 
hat nurmehr eine Ebenenbrennfläche; ganz ohne Brennfläche ist nur das Strahlen- 
netz. Hinsichtlich der Brennfläche und ihrer Ausartungen unterscheidet A. Weiler 
elf Möglichkeiten; Ztschr. Math. Phys. 31 (1886), p. 23. S. auch R. Baldus, 
Math. Anır. 71 (1911) p. 275; J. Wolff, Handelingen van het 15. Nederl. Natuur- 
en Geneesk. Congr. (Amsterdam 1915), p. 206. 
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Geraden g bilden eine Regelfläche der Ordnung m + n!?°®), welche g 
als m-fache Gerade hat. 

Wenn ein Strahl d für einen beliebigen seiner Punkte zwei (oder 
mehrere) von den m Strahlen vertritt, die durch diesen Punkt gehen, 
so heißt d ein Doppelstrahl (oder mehrfacher Strahl) der Kongruenz.!#”) 
Ein isolierter singulärer Punkt der Strahlenkongruenz ist zugleich ein 
Knotenpunkt ihrer Brennfläche. Die Strahlen mit zusammenfallenden 
Brennpunkten, welche die Brennfläche vierpunktig berühren, bilden 
eine Regelfläche vom Grade 4 (mn —r) — 2 (m +. n); diese Strahlen 
heißen singulär.'?"°) i 

b) Die Brennfläche einer Kongruenz (m, n,r) hat!?°®) die Ordnung 
u = 2n(m — 1)— 2r und die Klasse v —= 2 m(n — 1) — 2r. Also ist!?°) 
(227) u —v=2(m—n). 

R. Schumacher bezeichnet als Strahlentripel einer Kongruenz ein System 
von drei Kongruenzstrahlen, die demselben ebenen Büschel angehören; 
dessen Ebene heißt Tripelebene, sein Scheitel ein Tröpelpunkt."®) Als 
vierte charakteristische Zahl einer Kongruenz führt er nun (neben 
Ordnung, Klasse und Rang) die Zahl t ein, welche sagt, wieviel 


1256) Vgl. den fünften Schnittsatz in Nr. 4d) und R. Schumacher, Diss. 
München 1885. 

1257) E. Kummer, A. $., p. 46. S. auch Anm. 1260). Der Strahl d vertxitt 
dann auch für jede Ebene durch ihn zwei (oder mehrere) von den n Strahlen, 
die in dieser Ebene liegen. H. @. Zeuthen unterscheidet noch zwei andere Arten 
von Doppelstrahlen, bei denen von den beiden Gleichungen zur Bestimmung der 
Brennpunkte und der Brennebenen bloß die eine identisch erfüllt ist, die andere 
eine Doppelwurzel hat; A. G., p. 70. 

1257a) R. Sturm, L. G. 2, p. 12; siehe jedoch auch R. Baldus, Math. Ann. 
71 (1911), p. 279, Anm. 

1258) F. Klein, nach einer Mitteilung von 5. Lie, Nachr. Göttingen 
1870, p. 66; H.G. Zeuthen, A. G., p. 184. 

1259) R.Schumacher, Math. Ann. 37 (1890), p. 100. Hier wird auch die T'ripel- 
fläche (das ist der Ort der Tripelpunkte) und ihre Singularitäten, ferner ver- 
schiedene Kurven auf der Brennfläche (Rückkehrkurve, Doppelkurve) und ihre 
zugehörigen Regelflächen behandelt. Die Ordnung der Tripelfläche ist (m — 2) 
[r +4:(m —1) (m— 3n)]. Auch folgen Anwendungen auf die Strahlensysteme, 
die durch zwei in Oremonascher Verwandtschaft stehende Ebenen definiert werden 
können; siehe g). Die Methode besteht darin, den Geradenraum auf den vier- 
dimensionalen Punktraum R, auf folgendem Wege abzubilden: Ein Punkt P 
des R, wird mit zwei festen windschiefen Geraden g,, 9, desselben durch Ebenen 
verbunden, und eine Gerade g unseres Raumes mit zwei festen Ebenen E,, E, 
desselben zum Schnitt gebracht. Indem nun das Feld E, und das Ebenenbündel 
g, kollinear bezogen werden, ebenso E, und g,, ist auch zwischen den gund F 
eine Zuordnung hergestellt; ihre Ausnahmselemente werden diskutiert. Einer 
Strahlenkongruenz (m, n) entspricht eine Fläche der Ordnung m+.n, den Strahlen- 
tripeln gewisse dreifache Sekanten der Fläche. 
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Strahlentripel es gibt, deren Tripelpunkt in einer gegebenen Ebene : 
liegt, während die Tripelebene zugleich durch einen bestimmten Punkt 
von & geht. 

Wenn p das Geschlecht der Regelfläche ist, in der die Kongruenz 
(m, n,r) von einem beliebigen linearen Komplex geschnitten wird, so 
gilt'?0), wenn die Kongruenz nicht unendlich viele Doppelstrahlen hat: 


(228) p=(m—N)(n—|1) —r. 


Man nennt p auch das Geschlecht der Kongruenz. Durch Einführung 
von p statt r wird?) 
u—2m+p—1), v=2(n+p-—1). 

e) Wenn eine Kongruenz & als voller Schnitt zweier Komplexe 
K, und K, von den Graden k, und A, gegeben ist, gelangt man auf 
einem zweiten algebraischen Wege'*#?) zur Brennfläche!2#): Auf einem 
Strahl s von 8 sind durch die Hauptkorrelätionen (Nr. 24b) von K, 
und X, zwei projektive Punktreihen definiert, in denen sich nämlich 
solche Punkte entsprechen, die in den beiden Korrelationen derselben 
Ebene zugeordnet sind, und dual. Die Doppelpunkte dieser Reihen 
sind die Brennpunkte. Sie bestimmen mit jedem Paar entsprechender 
Punkte dasselbe Doppelverhältnis d; die Strahlen, bei denen ö einen 
vorgeschriebenen Wert hat, bilden!2#) i. a. eine Regelfliche vom 


1260) @. Fano, Ann. di mat. (2) 21 (1893), p. 141; G. R., p. 119. Er faßt 
hier eine Kongruenz als eine Fläche des R, auf, die ganz in der G@,* (Nr. 22a) 
liegt. Diese Fläche F ist vom Grade m--n; etwaigen Doppelpunkten der- 
selben entsprechen Doppelstrahlen der Kongruenz Die Zahl p ist auch das Ge- 
schlecht der Schnittkurven von F mit einem X,, während der Rang r als Zahl der 
scheinbaren Doppelpunkte von F bezüglich eines allgemeinen Punktes P von 
@,* erscheint, d. h. als Zahl der Sehnen von F, die durch P gehen. Es werden 
besonders die Kongruenzen untersucht, für welche m—+n<8 ist; s. Nr. 48. Eine 
Kongruenz (m, n) vom Geschlecht Null hat eine Brennlinie der Ordnung n und 
besteht aus oo! Strahlenbüscheln, deren Mittelpunkte auf der Brennlinie liegen 
und deren Ebenen eine abwickelbare Fläche der Klasse m berühren. Dieser Satz 
erleidet folgende Ausnahmen: a) Das System der Bisekanten einer kubischen 
Raumkurve (und dual); b) die Kongruenzen (2, 2) mit einem Büschel von Doppel- 
strahlen, die als besondere Schnitte eines Strahlengebüsches mit einem quadra- 
tischen Komplex erhalten werden können. 

1261) @. Bordiga, Rend. acc. Line. (5) 7,1 (1898), p. 28, der einige Ergeb- 
nisse Schumachers auf anderem Wege ableitet. 

1262) Im übrigen s. III D 10, Differentielle Liniengeometrie. 

1263) M. Pasch, H. S.; ihre Gleichung J. f. Math. 86 (1873) p. 156. 

1264) A. Voss, K. u.K., p. 83. Hier finden sich auch noch viele andere Er- 
gebnisse (ein Teil derselben auch schon Nachr. Göttingen 1874, p. 375) hinsicht- 
lich des Ranges der Brennfläche, ihrer Haupttangenten, ihrer Singularitäten und 
gewisser Kurven auf ihr (samt deren Tangentenflächen), mit Anwendungen auf 
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Grade!®?) 4k,k, (k, + kg — 2); vom selben Grad ist der Ort der 
Strahlen mit zusammenfallenden Brennpunkten.'?%) Die Brennfläche 
berührt die singulären Flächen von X, und X, längs je einer Kurve. 
Ordnung und Klasse der Brennfläche!?”) ist 2k,k,(k, + ki, — 2). Ihre 
Gleichung findet sich bei M. Pasch'?%®) und A. Voss'?%). Der Rang!*®) 
der Kongruenz & ist k,k,(k, — 1)(k, — 1). 

d) E. Kummer bestimmt ein Strahlensystem durch zwei Glei- 
chungen zwischen den Koordinaten x, y, z eines Punktes eines System- 
strahles und den Richtungscosinus &, n, & desselben. Damit diese 
Gleichungen nur oo? Geraden darstellen, müssen sie für jeden Wert 
o erfüllt bleiben, wenn man +08, y-+ on, 2-+ 08 statt z,y,z in 
die Gleichungen einsetzt. Dies führt durch Entwicklung nach Potenzen 
von o zu den abgeleiteten Gleichungen. ?’). 

e) M. Stuyvaert stellt gewisse Kongruenzen dar, indem er eine 
Matrix von A Zeilen und A +1 Spalten Null setzt'?"!), deren Ele- 
mente in der i'" Zeile ganze homogene Funktionen der Ordnung m, 
von den Plückerschen Linienkoordinaten sind.?®) Eine solehe Kon- 
gruenz hat die Ordnung und Klasse Im? + Dm;m,. 

f) Wenn durch z—=f(w) eine Abhängigkeit zwischen den kom- 
plexen Veränderlichen w und z gegeben ist, die in zwei parallelen 
Ebenen in der üblichen Weise geometrisch dargestellt werden, wenn 





die singuläre und die akzessorische Fläche eines Komplexes, ferner auf die Kom- 
plexflächen. S. auch H. Schubert, Nachr. Göttingen 1877, p. 401. 

1265) Für den Fallö=— 1 reduziert sich der Grad auf die Hälfte. Vgl. 
über diesen Fall auch Anm. 756) und 757). Y 

1266) F'. Klein, Math. Ann. 5 (1872), p. 290. Sie berühren die Brennfläche 
vierpunktig. 

1267) A. Voss, Nachr. Göttingen 1873, p. 420, 544. 

1268) J. f. Math. 76 (1873), p. 167. 

1269) Nachr. Göttingen 1873, p. 611. Hier auch die Anwendung auf die 
Kongruenzen (4, 4) die als Schnitte zweier quadratischer Komplexe entstehen. 

1270) A. S., p. 5. Von diesen können einige (oder alle) identisch erfüllt 
sein, also fehlen. Inwieweit man aus dieser Darstellung Komplexe finden kann, 
die das Strahlensystem enthalten, untersucht A. Weiler, Vierteljahrsschr. d. Zü- 
richer naturf. Ges. 29 (1884), p. 366. 

1271) Das heißt, alle ihre Determinanten höchster Ordnung sollen ver- 
schwinden. 

1272) Cing etudes de g&om. anal., Gand 1908, p. 123. Sonderabdr. aus M&m. 
soc. sc. Liege (3) 7 (1907). Fügt man der Matrix eine Zeile von Konstanten hinzu, 
so stellt das Verschwinden der entsprechenden Determinante einen Komplex der 
Ordnung D>m; dar, der die Kongruenz enthält. Er betrachtet auch mehrere 
solche Komplexe und die vollen Schnittgebilde derselben. An diese Arbeit schließen 
sich an: L.@odeaux, L’enseign. math. 11 (1909), p. 123; 13 (1911), p. 27; M. Stuy- 
vaert, ebd. 12 (1910), p. 489. 
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man ferner entsprechende Punkte verbindet, so erhält man’eine Strahlen- 
kongruenz. Besondere algebraische Strahlenkongruenzen, die bei dieser 
Abbildung aus einigen einfachen Funktionen entspringen (wobei auch 
noch die Achsensysteme durch senkrechte Projektion auseinander her- 
vorgehen), hat M.J. van Uven untersucht. '?”) 

g) 7. A.Hürst bezeichnet als Cremonasche Kongruenzen diejenigen 
Kongruenzen, die aus zwei in Oremonascher Verwandtschaft (n‘” Gra- 
des) stehenden Ebenen «, 8 durch Verbindung entsprechender Punkte 
erzeugt werden können.'?*) Wenn auf der Schnittlinie («, ß) kein 
selbstentsprechender Punkt vorhanden ist (für jeden solchen würde 
sich ein Strahlenbündel absondern), so ist die Kongruenz von der 
Klasse », von der Ordnung » + 2 und hat («, ß) als n-fache Gerade; 
ihre Brennfläche hat die Ordnung 4» und die Klasse 4(n —1). 
P. Visalli hat die Kongruenzen betrachtet, die analog aus einer Ver- 
wandtschaft (1, v) vom Grade n zweier Ebenen entspringen. '?”°) 
Diese Kongruenzen sind von der Ordnung na + »v-+-1 und von der 
Klasse n. 

1273) Diss. Utrecht 1908 und Verh. Ak. Amsterdam, eerste Sect. 10 (1911), 
Nr. 2, Verschiebt man die Ebenen im Parallelbüschel, so bleibt die Abbildung 
konform, aber es ändert sich die Funktion. Den Grundgedanken hatte schon 
K.Weierstraß erwähnt; s. IIC4 (Berzolari), p. 319, Anm. 6). S. auch $. Lie, Ber. 
Leipzig 49 (1897), p. 687. Eine besondere (2, 2) wird von A. Emch durch eine 
linear gebrochene Beziehung zwischen den komplexen Veränderlichen zweier ge- 
eigneten Ebenen (Kreisverwandtschaft) erzeugt; Ann. of math. (2) 13 (1912), 
p.155. 8. auch F' $. Carey, Quart. J. of math. 44 (1913), p. 297 Eine quadra- 
tische Beziehung zwischen w und z führt auf besondere quadratische Kongru- 
enzen, bei denen Analoga der Sätze von Pascal, Brianchon und Desargues gelten; 
E.Busche, Progr. Nr. 713, 719 der Hansaschule Bergedorf bei Hamburg, 1890, 1891. 
S. auch E. J. Wilezynski, Trans. Am. math. soc. 20 (1919), p. 271. 

1274) Proc. London math. soc. 14 (1883), p. 259. Namentlich wird der Fall 
untersucht, wo die Ordnung oder die Klasse der Kongruenz nicht größer als 
zwei ist; s. Nr. 44e). Den Fall n=2 hat fast gleichzeitig W. Stahl betrachtet; 
s. Nr. 46c). Mit n=3 befaßt sich E..Schöner (Diss. München 1887). Es entsteht 
i. a. eine Kongruenz (5, 3), die in einem tetraedralen und acht kubischen Kom- 
plexen enthalten ist; ihre Brennfläche ist von der 12. Ordnung und 8. Klasse. 
Die Bedingungen, unter denen eine Kongruenz eines linearen Komplexes eine 
Oremonasche ist, untersucht 7. A. Hirst, Proc. London math, soc. 17 (1886), p. 287. 
Über Cremonasche Kongruenzen und eine Verallgemeinerung derselben s. auch 
4A.Del Re, Rend. acc. Linc. (5) 2 (1893), p. 452; über ihre Verwendung zur Er- 
zeugung von Oberflächen s. @. Jung, Rend. acc. Linc. (4) 2 (1886), p. 85. 

1275) Rend. Ist. Lomb. (2) 28 (1895), p. 114. Den Fall »—= 2 hatte schon 
1. Conti behandelt mit Anwendung auf die Kongruenzen (5, 2); Rend. circ. mat, 
Palermo 1 (1887), p. 230; ferner mit Anwendung auf eine (3, 3) und eine (5, 5) 
ebd. 2 (1888), p. 97. 

1276) Rend. acc. Napoli 18 (1879), p. 244. 
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F. Caporali untersucht?) die Kongruenzen, die aus der eindeu- 
tigen Abbildung einer algebraischen Fläche auf eine Ebene hervor- 
gehen; alle Kongruenzen zweiter Klasse ohne Brennkurven gehören 
zu ihnen. A. Voss betrachtet die Pole P, welche die Berührungsebenen 
ß einer algebraischen Fläche f bezüglich einer Fläche zweiter Klasse 
F, haben, und verbindet jeden Punkt P mit dem Berührungspunkt 
von ß. Das System dieser Geraden heißt das System der projektiven 
Normalen von f; die zugehörige Brennfläche heißt projektive Zentra- 
fläche'?"”) von f, und zwar zweiter oder erster Art, je nachdem F‘, 
in eine Kurve zweiter Klasse ausartet oder nicht. Auch die Theorie 
der Strahlenkongruenzen, die durch Verbindung entsprechender Punkte 
zweier aufeinander bezogenen beliebigen algebraischen Flächen F, ® 
von den Ordnungen m, u entstehen, wurde in Angriff genommen.!?"®) 
Einem Punkte von F mögen « Punkte von © entsprechen, einem 
Punkte von ® ebenso «& Punkte von F. Wenn dann & die Ordnung, 
e die Klasse der Kongruenz ist, so besteht i. a. die Beziehung: 
(229) s=ua+ma- e. 

Über solche Kongruenzen hat im Falle der eindeutigen Abbildung 
der Flächen auch M. Panelli viele Anzahlen bestimmt. !?°) 

h) Wenn auf einer Raumkurve eine Involution höheren als 
zweiten Grades gegeben ist, so wird durch die Geraden, die irgend 
drei zusammengehörige Tangenten treffen, nach J. de Vries'*') eine 
Kongruenz definiert. 

Die algebraischen Kongruenzen mit unendlich vielen Regelscharen 
zweiten Grades hat R. Baldus systematisch untersucht'!?®®), ebenso die- 


1277) Abh. bayr. Akad. 16 (1887), p. 243. Besonders werden gewisse Kurven 
auf dieser Fläche untersucht. Er betrachtet hier auch allgemeiner das Strahlen- 
system, das durch Verbindung der Punkte (x,) einer algebraischen Fläche / mit 
den Punkten entsteht, deren homogene Koordinaten proportional ganzen homo- 
genen Funktionen der x, vom Grade s sind. Das System ist von der Ordnung 
n(s?+s-+1) und von der Klasse ns?. 

1278) A. Voss, Math. Ann. 30 (1887), p. 227. Insbesondere wird der Fall 
der eindeutigen Beziehung behandelt und die Brennfläche des Strahlensystems, 
sowie gewisse Kurven auf ihr untersucht. Ferner werden Anwendungen auf den 
Fall gemacht, daß die beiden Flächen die Hessesche und die Steinersche Fläche 
einer algebraischen Fläche der Ordnung n sind. Für n—=3 erhält man eine Kon- 
gruenz (7,3), für die (sowie für ihre Brennfläche) viele Anzahlen bestimmt werden. 
S. auch Anm. 1405). 

1279) Atti acc. Line. (4) 6 (1890) p. 216. Dabei werden über die Verwandt- 
schaft der Flächen dieselben Voraussetzungen gemacht wie bei H.@. Zeuthen, 
Math. Ann. 4 (1871) p. 21. 

1280) Diss. Erlangen 1910. Mehr als oo! Regelscharen zweiten Grades ent- 
hält neben dem Strahlennetz nur die Kongruenz der Bisekanten einer kubischen 
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jenigen mit unendlich vielen ebenen Strahlbüscheln.!?#!) A. del Re be- 
faßt sich mit der Kongruenz, die entsteht, wenn die Strahlen eines 
Bündels an einer algebraischen Fläche reflektiert werden.) R. de 
Paolis beantwortet die Frage, bei welchen involutorischen Verwandt- 
schaften die Verbindungslinien entsprechender Punkte nicht einen Kom- 
plex, sondern nur eine Strahlenkongruenz bilden.!#) P. Visalli be- 
trachtet solche Kongruenzen n‘* Ordnung, die eine singuläre Ebene 
6 haben, deren Kongruenzstrahlen eine Kurve (n — 1)'* Klasse um- 
hüllen.'?®®) @. Halphen befaßt sich mit der Fläche der Scheitel aller 
rechten Winkel, die je einen Schenkel in zwei gegebenen Kongruenzen 
haben. '?#) O0. E. Glenn legt einer Ebene die Bedingung auf, daß die 
in ihr liegenden Geraden einer gegebenen Kongruenz eine projektive 
Eigenschaft haben.'*®) R. D. Beetle betrachtet die Kongruenzen, die 
von den Hauptnormalen und den Binormalen von 00! Kurven gebildet 
werden.!??”) 


i) V. Snyder geht von einem Netz von Flächen zweiter Ord- 
nung aus!?88); 


(230) AH, tAHBtRAH—0, 


Raumkurve und die zu ihr duale. Diejenigen Strahlensysteme ohne Brennkurven, 
die nur 00! Regelscharen zweiten Grades enthalten, nennt er R-Strahlensysteme. 
Jedes solche System kann auf 00° Arten durch eine involutorisch eindeutig auf 
sich bezogene Regelfläche erzeugt werden, entweder als die Gesamtheit der Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte derselben oder dual. Er kommt auf diesen 
Gegenstand in Math. Ann. 75 (1914), p. 290 nochmals zurück; hier sind auch die 
Kongruenzen mit 00! Regelflächen dritten Grades behandelt. 

1281) Math. Ann. 71 (1911), p. 275. 

1282) Rend. circ. mat. Palermo 1 (1887), p. 284. Nimmt man statt des leuch- 
tenden Punktes eine leuchtende algebraische Kurve, so entsteht ein algebraischer 
Komplex. 

1283) Atti acc. Linc. (4) 1 (1885), p. 735, 754. 

1284) Rend. acc. Linc. (5) 4 I (1895), p.33. Er untersucht die Abbildung 
der Kongruenz auf 6 und bestimmt die singulären Punkte sowie mehrere auf 
die Brennfläche bezügliche Anzahlen. Ferner betrachtet er (ebd. p. 58) gewisse 
Kongruenzen, die aus einem Kegel n'" Ordnung und oo! Strahlbüscheln bestehen, 
deren Scheitel eine Kurve auf dem Kegel erfüllen. 

1285) Bull. soc. math. de France 1 (1873) p. 253. Analog wird die Zahl 
der rechtwinkligen Trieder bestimmt, die ihre Kanten in drei gegebenen Kon- 
gruenzen haben. 

1286) Bull. Am. math. soc. (2) 20 (1914), p. 233; (2) 23 (1917), p. 122; mit 
Anwendung eines invarianten-theoretischen Übertragungsprinzips. 

1287) Am. J. of math. 37 (1915), p. 281. 

1288) Transact. Am. math. soc. 11 (1910), p. 371; Am. J. of math. 32 
(1910), p. 177. Die Einhüllende der Flächenreihe ist die Brennfläche der 
Kongruenz. 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 2. it 
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wobei H,= (0) die Gleichungen dreier solcher Flächen sind.'2®) Er 
untersucht Kongruenzen, die im kubischen Komplex der Erzeugenden 
dieser Flächen?!) dadurch bestimmt werden, daß eine Reihe von 
>»! Flächen aus dem Netz herausgehoben wird. Wenn die beiden 
Systeme von Erzeugenden dieser Reihe zwei getrennte Kongruenzen 
(mit derselben Brennfläche) bilden, nennt er diese Kongruenzen kon- 
jugiert. Insbesondere betrachtet er den Fall, daß die Größen A, als 
ganze rationale Funktionen eines Parameters t angenommen werden, 
wodurch (230) die Form 


k 
(231) DimH,—0 
1 


erhält. Die Kongruenz ist dann von der Ordnung 2%, von der Klasse 
6k, ihre Brennfläche von der Ordnung 4(k — 1). Die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, daß sie in zwei konjugierte Kongruenzen 
zerfällt, ist, daß die Diskriminante von (231) ein vollständiges Quadrat 
wird. Er kommt weiterhin auf Kongruenzen (2,6), ferner auf Kongruenzen 
dritter und vierter Ordnung, und betrachtet auch besondere Lagen der 
Grundpunkte des Netzes. Diese Untersuchungen wurden von H. Brewster 
Owens fortgesetzt. !?°0) 

k) E. Study nennt analytische Strahlenkongruenzen diejenigen Kon- 
gruenzen, bei denen die Strahlenkoordinaten zweiter Art (IT AB 7 
(E. Müller), p. 737) als analytische Funktionen zweier wesentlichen Para- 
meter darstellbar sind. Unter ihnen sind die synektischen Kongruenzen 
ausgezeichnet, bei denen die dualen Koordinaten eihes eigentlichen 
Kongruenzstrahles als synektische Funktionen eines dualen Parameters 
darstellbar sind.'?”’) Den Hauptfall im Reellen bilden die Normalen- 
kongruenzen der abwickelbaren Flächen (mit Ausnahme der Ebene), 
deren Strahlen also zu oo! Parallelbüscheln angeordnet werden können. 
Die senkrecht schneidenden Parallelbüschel bilden die reziproke Kon- 


gruenz. 





1289) Auf synthetischem Wege hatte schon früher W. Stahl (J. f. Math. 95 
(1883), p. 297), solche Netze benützt, um die darin enthaltenen Kongruenzen 
zweiter Ordnung durch oo! Regelscharen zu erzeugen; s. Nr. 44 e). 

1290) Am. J. of math, 35 (1913), p. 323. Insbesondere werden hier Kon- 
gruenzen dritter Ordnung betrachtet. 

1291) G. D., p. 305. Damit eine analytische Kongruenz synektisch sei, ist 
notwendig und hinreichend, daß die Nachbarstrahlen eines Kongruenzstrahles. 
allgemeiner Lage dem Normalennetz eines eigentlichen Strahls angehören. Die 
Kongruenzen treten auch schon bei R.de Saussure auf, Am. J. of math. 18 (1896) 
p. 314. Über synektische Kongruenzen in nichteuklidischen Räumen s. E. Study, 
Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 328. 
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Insbesondere wurden Gleichungen der Form 


(119) ot, y, 3) = 


betrachtet, wobei ® eine homogene ganze Funktion n!® Grades der 
dualen Strahlenkoordinaten (III AB 7 (E. Müller), p. 736) ist.122) Jetzt 
sind auch die Gleichungen (120) in Nr. 161) homogen. Die Gleichung 
(119) definiert eine Kongruenz (Nr. 4a), und zwar verteilen sich die 
oo? Dynamen, die ihr genügen, wenn man t,),3% als duale Koordi- 
naten einer Dyname (Nr. 8d) auffaßt, auf oo? Systeme von je oo? 
koaxialen Dynamen. Die Kongruenz ist synektisch, i. a. von der Ordnung 
n? und von der Klasse n. Ihre unendlich ferne Brennlinie ist durch 
die erste Gleichung (120) bestimmt. Ein Kegel, der diese Brennlinie 
zur Leitlinie hat, heißt Röchtkegel der Kongruenz. Ihre Brennfläche 
ist die rektifizierende Fläche der Gratlinien der abwickelbaren Flä- 
chen, als deren Normalensystem sie betrachtet werden kann, und hat 
die Klasse n?. 

Ist insbesondere die Gleichung (119) vom zweiten Grad (über 
den ersten Grad s. Nr. 4a), so hat man die konischen Kongruenzen.'”?) 
Wenn ihre Gleichung reelle (duale) Koeffizienten hat, so kann sie 
durch Änderung des Koordinatensystems auf die Form 


(232) ar + +c?}—0 


gebracht werden12%), wobei auch die Koeffizienten duale Zahlen sind. 
Im Hauptfall ist die Brennfläche vom sechsten Grad, ihre Gratlinie 





1292) J. Wolff, D. V. Hoofst. 4. Umgekehrt ist die Normalenkongruenz 
einer algebraischen abwickelbaren Fläche (allenfalls zusammen mit anderen Kon- 
gruenzen) durch eine Gleichung der Form (119) darstellbar. Die Kongruenz (119) 
hat mit einem Normalennetz i. a. n Strahlen gemein. Hier werden auch Singu- 
laritäten derartiger Kongruenzen untersucht. Sind die Koeffizienten von (119) 
gewöhnliche Zahlen, so hat man die Normalenkongruenz eines Kegels. 

1293) E. Study, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 114; G.D., p. 293. 
Jede konische Kongruenz (mit Ausnahme eines Sonderfalles, der durch das Ver- 
schwinden einer Determinante gekennzeichnet ist) kann auf mehrfach unendliche 
Weise in jede andere durch radiale und auch schon durch duale Kollineationen 
(II AB 4b (Fano), Nr. 17) übergeführt werden. J. Petersen hatte (Anm. 65) die 
konischen Kongruenzen als Ort der Geraden definiert, die mit zwei gegebenen 
Geraden Winkel konstanter Summe oder Differenz einschließen, während ihre 
Abstände von denselben Geraden ebenfalls eine konstante Summe oder Diffe- 
renz haben. 

1294) A. P. Pierce, Diss. Zürich, 1903. Hier findet sich eine vollständige 
Klassifikation der konischen Kongruenzen nebst kanonischen Gleichungen, auch 
duale Parameterdarstellungen u. a. m. Zu den Sonderfällen gehören auch die 
Normalenkongruenzen der Kegel zweiten Grades. 8. auch J. Wolf, D. V., 
Hoofst. 5. 
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ebenfalls. !?°5) Jeder projektiven Eigenschaft eines ebenen Kegelschnities 
entspricht vermöge einer Übertragungsregel ein Satz über konische 
Kongruenzen.'*) So entspringt aus dem Pascalschen Satz: Wenn 
Sy. „8, sechs Strahlen einer konischen Kongruenz sind, und der kür- 
zeste Abstand von s, und s,,, mit k, bezeichnet wird, so gehören 
die kürzesten Abstände der drei Paare k,k,, k,k,, k,k, demselben Nor- 
malennetz an.!?”) 

l) Volumina, die durch Strahlenkongruenzen definiert sind, be- 
trachtet R. A. Roberts.!?°®) 


43. Die Kongruenzen erster Ordnung. a) Die Strahlenkon- 
gruenzen erster Ordnung haben keine Punktbrennflächen, sondern nur 
Brennkurven; und zwar kann eine einzige Brennkurve beide Schalen 
der Brennfläche vertreten und wird alsdann von den Strahlen des 
Systems i. a. zweimal geschnitten, oder es sind zwei getrennte Brenn- 
kurven vorhanden. Die Sehnenkongruenz einer irreduzibeln algebra- 
ischen Raumkurve ist (nach Absonderung der Strahlenbündel der 
etwaigen Doppelpunkte der Kurve) selbst irreduzibel. Bei den Kon- 
gruenzen erster Ordnung ist der einzige hierher gehörige Fall (erste 
Gattung) die Kongruenz (1,3) der Sehnen einer Raumkurve dritter 
Ordnung.'?”) Wenn jedoch die Kongruenz (1,n) zwei Brennkurven 


1295) J. Wolff, D. V., Hoofst. 5. Hier findet sich eine Erzeugung durch die 
kürzesten Abstände entsprechender Strahlen zweier Normalennetze in gegen- 
seitig eindeutiger Verwandtschaft. 

1296) E. Study, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 11 (1902)+ p. 114; J. Wolff, 
DVD. 

1297) J. Petersen, Anm. 65). 

1298) Proc. London math. soc. 19 (1888), p. 207. . 

1299) III C 2 (Staude), Nr. 92. Über eine Korrelation zwischen den Geraden 
und Regelscharen dieser Kongruenz s. St. Jolles, Math. Zeitschr. 5 (1919), p. 169; 
über ihre Regelflächen s. ©. Bioche, Nouv. ann. (3) 16 (1897), p. 168. Die duale 
Kongruenz heißt bei St. Jolles (J. f. Math. 130 [1905], p. 270) und Th. Reye (G. L., 
2, p. 160) die Kongruenz der Biplanaren (sonst gewöhnlich Achsen) einer ku- 
bischen Raumkurve. Sie kann als Ort der Geraden erhalten werden, welche 
fünf Ebenen in projektiven Würfen schneiden (@. Halphen, Bull. soc. math. Fr. 1 
[1875], p. 114; K. Walek, Anm. 1204). Über ihre Erzeugung aus zwei Kegel- 
schnitten mit gemeinsamer Tangente s. A. Emch, Ann. of math. 11 (1897), p. 148. 
Mit Methoden der darstellenden Geometrie wurde sie von @. Z. Giambelli 
(Anm. 1184) behandelt. 

Wenn eine Ebene sich in einem Parallelbüschel bewegt, so beschreibt der 
Schwerpunkt, der Höhenpunkt, der Umkreismittelpunkt des von einer kubischen 
Kurve ausgeschnittenen Dreiecks je eine Gerade s,h,m (H. Krüger, Zitschr. 
Math., Phys. 40 (1895), p. 193, fußend auf Untersuchungen von L. Geisenheimer, 
ebenda 31 (1886), p. 193; s. auch A. CO. Dixon, Quart. J. of math. 24 (1889), 
p. 30). Die Geraden s bilden nun das System der Sehnen einer zweiten kubischen 
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hat (zweite Gattung), muß die eine von ihnen eine Gerade sein, die 
andere eine Kurve »** Ordnung, welche die Gerade in » — 1 Punkten 
schneidet.'?0) Es ist aber noch der Fall möglich (dritte Gattung), daß 
die beiden Brennpunkte auf jeder Geraden der Kongruenz zusammen- 
fallen. Dann hat die Kongruenz eine einzige Brennlinie, die nur eine 
Gerade g sein kann. Ordnet man die Punkte auf g und die Ebenen 
durch g einander so zu, daß jedem Punkte » Ebenen, jeder Ebene & 
aber nur ein Punkt P entspricht, so erhält man?) die Kongruenz 
(1,n) als Gesamtheit der Strahlbüschel (P, &). 

b) Die Kongruenzen erster Ordnung sind vom Rang und Ge- 
schlecht Null. Wenn eine Brennlinie die Ordnung p, hat und deren 
Punkte singulär vom Grade h, sind (Nr. 42a), so gilt’) 


wo die Summe sich auf alle Brennlinien erstreckt. Hieraus folgt: 
(234) D'y,h,= 2n. 


Die Kongruenz (1,3) kann durch zwei kollineare Ebenenbündel 
erzeugt werden'?®), die keine selbstentsprechenden Ebenen haben. 
Wenn jedoch eine solche Ebene vorhanden ist, so entsteht eine Kon- 
gruenz (1,2); sie besteht aus den Geraden, die einen Kegelschnitt und 
eine Unisekante desselben in getrennten Punkten trefien.t?%) Bei zwei 
selbstentsprechenden Ebenen entsteht ein Strahlennetz (Nr. 12 d). 

Eine Kongruenz (1,n) bestimmt in zwei Ebenen i. a. eine Ore- 
monasche Verwandtschaft (n + 1)'® Grades.!?%) 


44. Die Kongruenzen zweiter Ordnung ohne Brennlinien im 
allgemeinen. a) Die Kongruenzen zweiter Ordnung, nt* Klasse können 


Raumkurve, die mit der ersten ähnlich ist und ähnlich liegt. Dagegen sind die k 
identisch mit den Sehnen der ursprünglichen Kurve; die m bilden eine Kon- 
gruenz (10, 21). 

1300) Die bisherigen Sätze (nebst der Übertragung ins duale Gebiet) bei 
E. Kummer, A. 8., p. 8-17. S. auch @. Fouret, Rend. eirc. mat. Palermo 6 
(1892), p. 63; R. Sturm, L. G. 2, p. 23; L. Godeaux, Ens. math. 13 (1911), p. 27. 

1301) R. Sturm, L. G. 2, p. 29. Analog erhält man Kongruenzen (m, n) mit 
vereinigten Brennpunkten auf jedem Strahl. 

1302) R. Sturm, L. 6. 2, p. 24. 

1303) Folgt unmittelbar aus einem Satz von F\. Seydewitz, Arch. Math. 
Phys. 10 (1847), p. 205. Die duale Betrachtung bei 7. A. Hirst, Anm. 1274). 

1304) Z.B. R. Sturm, L. G. 2, p. 36; Th. Reye, G. L. 2, p. 157. Eine (2, 1) 
wird von den Achsen der hyperbolischen Paraboloide gebildet, die durch zwei 
windschiefe Gerade gehen; P. Zeeman, Wisk. Opgaven (2) 10 (1908), p. 129. 

1305) T. A. Hirst, Anm. 1274); R. Sturm, L. G. 2, p. 32. Hier wird auch 
der Fall untersucht, daß die Ebenen sich in einem Kongruenzstrahl schneiden. 
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nach der Methode von Nr. 42 d) durch zwei Gleichungen der Form 
(235) Pr eQn + RD, 

(236) A&®+ Ba? + 084 2Dyg+ 2ELE + 2 PEn 0 


dargestellt werden, wobei P, @, R ganze rationale Funktionen (n I 
Grades von x, y, 2 sind.'?®%) Die zweite dieser Gleichungen ist in hohem 
Grade unbestimmt und kann insbesondere durch die abgeleitete der 
ersten ersetzt werden, wenn eine solche vorhanden ist (die Indizes be- 
deuten partielle Ableitungen): 


(237) P.®+ Q,n?+ R&+(Q+ R)ne+ (R.+ P)& 


Wenn jedoch die Koeffizienten in (237) identisch verschwinden !?0°), 
muß man eine von (235) unabhängige Gleichung der Form (236) hin- 
zunehmen.!3) 

Die Gleichung der Brennfläche ist (wobei fremde Faktoren auf- 
treten können): 


Ar i'E'Pp| 
(238) en 

EDER 

PQORO| 


b) In einer Kongruenz (2,%) ohne Brennlinien können keine sin- 
gulären Ebenen höheren als ersten Grades (Nr. 42 a) und keine sin- 
gulären Punkte höheren als (n — 1)t"" Grades vorkommen. Die Klasse n 
kann 7 nicht übersteigen'?®), der Rang ist n — 2, das Geschlecht 
nach Gleichung (228) eins. Die Brennfläche ist vierter Ordnung, Inte 
Klasse und zwölften Ranges. 

Wenn die drei Flächen P=0, Q=0, R=0 gemeinsame Ge- 
raden enthalten, so sind dieselben Doppelstrahlen der Kongruenz und 
umgekehrt. Jeder gemeinsame Punkt der drei Flächen, der in keinem 
Doppelstrahl liegt, ist singulär. 


Eine allgemeine Kongruenz (2, n) ohne Brennlinien hat (n — 2), 


1306) Siehe auch A. Voss, Math. Ann. 23 (1884), p. 361. 

1307) Dies entspricht dem Fall, daß die Kongruenz in einem linearen Kom- 
plex enthalten ist. 

1308) E. Kummer, A. S., p. 19. 

1309) E. Kummer, A. S., p. 61; @. Fano, Anm. 1260), p. 147. 
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notwendige'?'%) Doppelstrahlen. Durch jeden singulären Punkt S, vom 
Grade h gehen, wenn h > 2 ist, (k — 1), von ihnen (durch die S, und S, 
keine), welche Doppelerzeugende des singulären Kegels von $, sind; 
dieser hat also das Geschlecht Null. Umgekehrt liegen auf einem 
Doppelstrahl zwei singuläre Punkte mit Kegeln mindestens dritten 
Grades; die Summe ihrer Gradzahlen ist »-+ 2; außerhalb dieser 
Kegel wird d von keinem anderen Kongruenzstrahl geschnitten. Wenn 
«, die Zahl der Punkte S, bezeichnet, so gelten die folgenden Glei- 
chungen "?1); 


(239) Da,=18—n, 

(240) Dhe,—=4(n + 2), 

(241) Do, — ?n(n + 2), 
(242) Drau, (n +2)? (mn — 1): 


Die Kongruenzen (2,%) werden in den R, durch rationale Flächen der 
Ordnung » + 2 abgebildet!?°); sie sind deshalb auch auf die Ebene 
eindeutig abbildbar. 

Eine singuläre Ebene enthält neben einem Büschel von Kon- 
gruenzstrahlen noch n — 2 solche außerhalb des Büschels, die Trans- 
versalen‘?'?) der singulären Ebene heißen und stets zwei singuläre 
Punkte verbinden. 


e) Für die Ebenen eines Bündels bilden'?) die Schnitte der 
Kongruenzstrahlen in ihnen eine Fläche (Nr. 42 a) von der Ordnung 


1310) D. h. solche, die stets vorhanden sind. Daneben können in be- 
sonderen Fällen noch mögliche Doppelstrahlen auftreten; R. Sturm, Nachr. Göt- 
tingen 1888, p. 468; L. G. 2, p. 149, 194, 305. Vgl. auch @. Fano, Mem. ace. 
Torino (2) 50 (1901), p. 14. Die möglichen Doppelstrahlen sind Doppelgerade 
der Brennfläche, während die notwendigen nicht auf ihr liegen, mit einer Aus- 
nahme, auf die @. Fano (ebenda, p. 15) aufmerksam machte. 

1311) Die bisherigen Sätze unter b) finden sich meist schon bei E. Kummer 
(A. S., p. 40—61), ebenso die Gleichung (242), ferner eine andere Beziehung, aus 
der sich mit Hilfe von (242) die Gleichung (241) ableiten läßt. Beide Gleichungen 
hat U. Masoni (Rend. acc. Napoli 22 (1883), p. 145) aus der Theorie der Kegel- 
konnexe (Nr. 53) nochmals abgeleitet und (240) hinzugefügt. Endlich findet sich 
(239) bei R. Sturm (Nachr. Göttingen 1888, p. 468) mit einer Umformung des 
Systems in ein äquivalentes. 

1312) R. Sturm, L. G. 2, p. 61. Dagegen geht durch einen singulären Punkt 
außerhalb seines Kegels kein Kongruenzstrahl; ebenda, p. 41. 

1313) Für die Sätze unter c) siehe R. Sturm, L. G. 2, p. 39—62; ein Teil 
der Ergebnisse schon bei EZ. Kummer (A. S.). 
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n — 1. Auf dieser ist ein Punkt $, (h>1) vielfach vom Grade 
h— 1. Die Strahlen, welche ihren einen Brennpunkt auf einer ge- 
gebenen Ebene haben (oder dual), erzeugen eine Regelfläche vom 
Grade 2 (n-+ 2). 

Auf jeder Geraden eines singulären Kegels K eines $, ist die 
Spitze der eine Brennpunkt. Die anderen Brennpunkte bilden eine 
Kurve der Ordnung 2h, längs deren sich X und die Brennfläche be- 
rühren, die sonst keine Punkte gemein haben. Der $, ist (Nr. 42 a) 
Knotenpunkt der Brennfläche, die in ihm einen Tangentialkegel X, 
hat; sonst hat die Brennfläche keine Knotenpunkte. Die Kegel K 
und X, berühren sich längs der h Strahlen durch $,, welche ver- 
einigte Brennpunkte und Brennebenen haben. 

Jede singuläre Ebene enthält außer dem Scheitel $ ihres Büschels 
noch fünf andere singuläre Punkte, die mit S auf einem Kegelschnitt 
liegen. Jeder singuläre Kegel eines $, enthält außer seinem Scheitel 
noch acht weitere singuläre Punkte, die auf einer Raumkurve vierter 
Ordnung erster Art liegen, welche in 5, einen Doppelpunkt hat.'?"#) 
In der Ebene eines $, liegt kein Doppelstrahl; ihr Schnittpunkt mit 
einem solchen ist singulär. 

Hinsichtlich der singulären Punkte $,, für die A>2 ist (und 
die stets verbunden sind), gibt es zwei Möglichkeiten: 

I. Es gibt zweierlei solche Punkte, und zwar einen S,_, und 
(n — 2), Punkte $,; die Doppelstrahlen verbinden dann diese mit 
jenem (Kongruenzen (2,n) ohne Brennlinien erster Art). 

I. Es gibt nur einerlei solche Punkte, und zwar vom Grade 
4» +1; ihre Verbindungslinien sind Doppelstrahlen (Kongruenzen 
zweiter Art).??) 

In der folgenden Tafel bedeutet d die Zahl der notwendigen 
Doppelstrahlen und r die Zahl der tetraedralen Komplexe, in denen 
die betreffenden Kongruenzen enthalten sind.'”%) Die Zahl der sin- 
gulären Ebenen ist stets gleich «, und die Zahl der Doppelpunkte 
der Brennfläche gleich der Summe aller «,. 


1314) Weitere Ergebnisse über die Verteilung der singulären Punkte auf 
den zugehörigen Kegeln bei R. Sturm, L. G. 2; vergleiche namentlich die Tafel 
auf p. 59. 

1315) Die Autoren vor R. Sturm (L. G. 2) haben die Bezeichnungen „erster“ 
und „zweiter“ Art auf die beiden (2, 6) umgekehrt verteilt. Die (2,4) kann man 
zu beiden Arten rechnen. 

1316) Über ihre Auffindung s. Nr. 45, 46. Im übrigen findet sich der In- 
halt der Tafel schon bei E. Kummer (A. S.). 
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d) Die vollständige Kongruenz der Doppeltangenten der Brenn- 
fläche einer (2,n) ist!#!) von der zwölften Ordnung und von der 
Klasse 28 — «,. Nach Abzug der (2, ) selbst bleibt eine Kongruenz, 
die meist wieder zerfällt. Einige Bestandteile derselben erhält man 
so: Jedes System von Regelscharen, die in einer (2,») enthalten sind, 
führt durch das System der zugehörigen Leitscharen zu einer zweiten 
Kongruenz (2, n), die mit der gegebenen die Brennfläche gemein hat!?’*) 
und daher zu ihr konfokal heißt. Sie hat die singulären Punkte (aber 
nicht immer die zugehörigen Kegel) mit der ursprünglichen gemein. 
Die übrigen Bestandteile (die Restkongruenz), kann man, soweit solche 
vorhanden sind, als Kongruenzen der Leitgeraden der zweifach unend- 
lichen Systeme kubischer Regelflächen erhalten, die in den betreffenden 
Kongruenzen (2, n) liegen. 

Die Regelfläche der Kongruenzstrahlen, welche die Verbindungs- 
linie zweier nicht verbundenen singulären Punkte schneiden, zerfällt 
(nach Absonderung der beiden singulären Kegel) noch weiter in zwei 
Bestandteile. 

e) Die Kongruenzen (2, 7) enthalten keine Regelscharen; alle 
übrigen (2,n) enthalten ein oder mehrere Regelscharen-Systeme.'318) 
Die Kongruenzen (2,n) können für n—=4,3,2 durch die Schnitt- 
linien entsprechender Ebenen zweier Ebenenbündel in quadratischer 


1317) Für d) vgl. R. Sturm, L. G. 2, p. 62—98. 

1318) Dies war für W. Stahl (Anm. 1289) der Ausgangspunkt zur Unter- 
suchung der Kongruenzen (2,n) für n<“T7; siehe femer R. Sturm, L. G. 2, 
p. 100. Hier werden auch die in den Kongruenzen (2, n) enthaltenen Regelflächen 
höheren Grades ermittelt und ihr Zusammenhang mit gewissen Abbildungen der 
Kongruenzen; siehe auch V. Snyder, Anm. 1288). 
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Verwandtschaft erzeugt werden.'”!”) Wenn man zwei singuläre Ebenen, 
die zu verbundenen Punkten gehören, durch die Kongruenz schneidet, 
so erhält man eine ÜOremonasche Verwandtschaft (n + 1)" Grades. 
Wenn jedoch die Punkte nicht verbunden sind, erhält man ebenso 
eine (besondere) Verwandtschaft »'" Grades.'??) Schneidet man die 
Kongruenz durch eine singuläre und eine reguläre Ebene, so entsteht 
eine ein-zweideutige Verwandtschaft.!??') 

f) Th. Reye erzeugt die zu den Kongruenzen erster Art dualen 
(m, 2), indem er ein lineares oo®-System von Flächen zweiter Ordnung 
auf die Ebenen des Raums projektiv bezieht.'??”) Dann umhüllen näm- 
lich die Ebenen, die den Kegeln des Systems entsprechen, eine Fläche 
vierter Klasse, deren Doppeltangenten i. a. eine Kongruenz (28, 12) 
bilden. Wenn jedoch alle Flächen des Systems durch k Punkte gehen, 
von denen keine vier in einer Ebene liegen, so sondern sich von jener 
Kongruenz ebenso viele Strahlensysteme der Ordnung 8 — %k und der 
Klasse zwei ab, wobei % die Werte 1 bis 6 annehmen kann.'”??) 

g) Für n = 2, 3, 4, 5 werden die Kongruenzen (2,n) nebst der 
(2, 6)r von C. Segre"?”) und @. Castelnuovo“®) durch Projektion aus 
dem R, gewonnen. 


45. Die quadratischen Kongruenzen. a) Die Kongruenzen zweiter 
Ordnung und zweiter Klasse heißen auch kürzer zweiten Grades’) 
oder quadratisch“®) und sind von 18 Konstanten abhängig. Aus- 
gehend von einer „Mongeschen Gleichung“ (speziell einer Pfaffschen 
Gleichung, d. h. einem Vossschen Punkt-Ebenensystem), die er so ein- 
zurichten sucht, daß unter den Integralkurven gerade" Linien sind, be- 
nutzt E. Kummer") bei der Definition der quadratischen Kongruenz 


1319) R. Sturm, L. G. 2, p. 104. Im zweiten Falle muß eine, im dritten 
müssen zwei sich selbst entsprechende Ebenen vorhanden sein. 

1320) T. A. Hirst, Anm. 1274); R. Sturm, L. G. 2, p. 1056. Man kann nur 
die Kongruenzen bis einschließlich zur fünften Klasse so erzeugen, 

1321) R. Sturm, L. G. 2, p. 110. Es werden ihre Hauptpunkte usw. unter- 
sucht. Auch der Fall, daß beide Ebenen regulär sind, wird p. 116 berührt. 

1322) J. f. Math. 86 (1879), p. 84; G. L. 3, Vortr. 20, 21. 

1323) Mit dem Gegenstand dieser Nummer befaßt sich noch C. Carrone, 
Le congr. del 2. ord. senza lin. sing. e le loro superf. foc. stud. med. una trasf. 
doppia, Catania 1900. 

1324) F. Schur, Diss. Berlin 1879, p. 3; .R. Sturm (L. G. 2, p. 117) beschränkt 
diese Bezeichnung auf Kongruenzen ohne Brennlinien. 

1325) C. Segre, G. R. Nr. 122. 

1326) A. S., p. 64. An diese Darstellung schließt sich die schon Nr. 36 c) 
erwähnte Gleichungsform (196) der Kummerschen Flächen an, die er als Brenn- 
flächen dieser Kongruenzen entdeckt hatte. Auch eine explizite Darstellung der 
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geradezu einen linearen und einen quadratischen Komplex, welch letz- 
teren er sogleich durch einen tetraedralen ersetzt (Nr. 44 a): 

(243) Ktrnntng=t, 

(244) dans + dyds + dein, 

wobei d+d,+9—=0 ist und (243) keine abgeleitete Gleichung 
haben darf, d.h.r,r,,r;s von der Form (197) sind. Man kann dem- 
nach sagen, daß Kummer zur Koordinatenbestimmung gerade eines 
der 40 Caporalischen Tetraeder (Nr. 45. d) benutzt'??”), 

b) Eine quadratische Kongruenz kann immer als Schnitt eines 
linearen Komplexes Z und eines geeigneten quadratischen Komplexes'?28) 
erhalten werden; je nachdem L ein Gewinde oder ein Strahlengebüsch 
ist, sei die Kongruenz zur ersten oder zweiten Hauptklasse quadratischer 
Kongruenzen gezähli.'??3) 

Schneidet man nun das Büschel (180) in Nr. 31 durch eine Hyper- 
ebene des h,, so erhält man ein Büschel von Gebilden zweiten Grades 
in einem R,; der Träger des Büschels ist das Bild der quadratischen 
Kongruenz. Der Schnitt von & ist der lineare Komplex L, der als 
eine G3 im AR, aufgefaßt werden kann, so daß die quadratische Kon- 
gruenz in eine auf @3 gelegene Fläche vierten Grades abgebildet wird, 
und es kann die Theorie der Elementarteiler, die für die Büschel von 
Gebilden zweiter Ordnung in einem Raum beliebiger Dimension gilt, 
auch für diesen Fall ausgenützt werden. 

Diese Auffassung wurde von CO. Segre‘?*) durchgeführt und ist 
namentlich für die Einteilung der quadratischen Kongruenzen in Gat- 
tungen unentbehrlich. Diese Gattungen können durch Charakteristiken 
definiert werden, die für die erste Hauptklasse den Charakteristiken 
der quadratischen Komplexe (Nr. 31) ganz analog sind, da ja auch 
die Bilder dieser Komplexe auf einer quadratischen Hyperfläche Ei 


fünf konfokalen Kongruenzen (Nr. 36a) und 44d) findet sich hier (p. 67) und 
eine Ableitung derselben aus der ursprünglichen durch Kollineationen (p. 68); 
p. 102 hebt Kummer hervor, daß auch bei den bis dahin folgenden Arten von 
Strahlensystemen immer wieder die Gleichung (244) auftritt. 

1327) S. auch F. Klein, L. K., p. 216. Eine analytische Behandlung dieser 
Kongruenzen auch bei R. Hudson (Anm, 1003), $ 39. 

1328) Er ist nach E. Caporali (Anm. 1080) unter 00° Komplexen wählbar. 

13284) Die Kongruenzen der zweiten Hauptklasse haben eine Brennlinie 
(vgl. Nr. 47), nämlich die Achse von L. 

1329) G. R.; vgl. besonders die Nummern 124, 127, 147—155 (Polareigen- 
schaften und Fokalgebilde), 160, 164, 171. Endlich wird hier auch die analoge 
Auffassung für die biquadratischen Regelflächen eines Strahlennetzes entwickelt 
(Nr. 121, 125, 128, 156—158, 165), die den Kurven vierter Ordnung auf einer 
Fläche zweiten Grades des R, analog sind. 
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ohne singulären Punkt liegen. Man wird also alle Charakteristiken 
dieser Hauptklasse erhalten, wenn man die Zahl fünf auf alle mög- 
lichen Arten in Benin zerlegt und dann noch die Fälle hinzu- 
fügt, wo Gruppen von zwei Summanden (die in Klammern gesetzt 
werden) zur selben Wurzel der charakteristischen Gleichung gehören. 
Der Fall dreigliedriger Exponentengruppen führt hier nämlich schon 
auf zerfallende Kongruenzen. Dies gibt 18 Gattungen der ersten Haupt- 
klasse. Namentlich mögen die Kongruenzen mit der Charakteristik 
[11111] von der ersten Gattung heißen. 

Bei den Kongruenzen der zweiten Hauptklasse gibt es jedoch im 
Büschel ein ausgezeichnetes singuläres Gebilde, nämlich die @%, die 
jetzt das Bild eines Strahlengebüsches ist und einem vereinzelten Ex- 
ponenten entspricht. Dieser muß in der Charakteristik hervorgehoben 
werden (z. B. durch fetten Druck), so daß aus derselben Zerlegung der 
Zahl fünf in Summanden auch bei derselben Klammernverteilung mit- 
unter zwei Charakteristiken der zweiten Hauptklasse entspringen können, 
z. B. [(L1)21] und [(11)21]. So kommt man auf 21 Gattungen 
der zweiten Hauptklasse, im ganzen also auf 39 Gattungen quadrati- 
scher Kongruenzen.'??®) 

Alle diese Gattungen erhält C. Segre'”?') als Fokalkongruenzen 
(Nr. 33 b) von Scharen konsingulärer quadratischer Komplexe. 

c) Den Fundamentalkomplexen (Nr. 32 c) sind hier gewisse Strahlen- 
netze, die Fundamentalnetze analog; und zwar entspricht einem ver- 
einzelten Exponenten ein einziges Fundamentalnetz, einer zweigliedrigen 
Exponentengruppe aber ein Büschel von Fundamentalnetzen.'?#?) Ihre 
geometrische Bedeutung ist die folgende: Wenn sie hyperbolisch oder 
elliptisch sind, führt die zugehörige gescharte Involution die quadra- 
tische Kongruenz Q in sich selbst über; wenn sie aber parabolisch 
sind, so ist ihr Träger eine Doppellinie von ®. Für vereinzelte Expo- 
nenten eins tritt stets der erste Fall ein; also haben die Kongruenzen 
der = Helkung eins fünf RR ERE nämlich die Schnitte von Z 


1330) Manche Autoren setzen bei Untersuchungen über quadratische Kon- 
gruenzen stillschweigend voraus, es handle sich um Kongruenzen der Gattung 
eins. Die meisten übrigen Gattungen sind noch wenig untersucht; siehe unter g). 

1331) G. R. Nr. 164, 171. Dabei wird vermöge eines allgemeinen Satzes 
über die Fokalgebilde homofokaler Gebilde vierten Grades (Nr. 160) die Charak- 
teristik der Kongruenzen aus derjenigen der Schar konsingulärer Komplexe da- 
durch abgeleitet, daß entweder ein vereinzelter Exponent eins weggelassen wird, 
(wodurch Charakteristiken von Kongruenzen der ersten Hauptklasse entstehen) 
oder ein vereinzelter höherer Exponent um eins vermindert wird (zweite Haupt- 
klasse); dieser Exponent entspricht dem singulären Gebilde @% des Büschels. 

1332) ©. Segre, G. R., Nr. 124. 
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mit den übrigen Fundamentalgewinden, die zur Brennfläche von © ge- 
hören (Nr. 36 b). 

Wenn eine quadratische Hyperfläche des R, einen singulären Punkt 
hat, so enthält sie zwei Systeme von Ebenen und kann durch zwei 
projektive R,-Büschel erzeugt werden.'”?”) Wenn sie aber keinen sin- 
gulären Punkt hat, kann sie nur durch reziproke Bündel erzeugt wer- 
den. Durch Schnitt mit G,? und Übertragung in die Liniengeometrie 
erhält man: Jedem vereinzelten Exponenten eins entsprechen in der 
quadratischen Kongruenz Q zwei verknüpfte Systeme von Regelscharen, 
so daß zwei Regelscharen keine oder zwei Erzeugende gemein haben, 
je nachdem sie demselben oder verschiedenen Systemen angehören. Ins- 
besondere haben also die Kongruenzen der Gattung eins fünf Paare 
solcher Systeme, wobei Regelscharen aus Systemen verschiedener Paare 
eine Erzeugende gemein haben. Jedem Systempaar entsprechen oo? 
Erzeugungen von Q@ durch je zwei -in Z liegende projektive Büschel 
von Strahlennetzen (Nr. 14a). Überdies kann jede quadratische Kon- 
grenz in mannigfacher Art durch zwei reziproke Bündel von Strahlen- 
netzen erzeugt werden.'?®*) 

Die singulären Strahlen (Nr. 42a) bilden bei einer quadratischen 
Kongruenz i. a. eine Regelfläche achten Grades, auf der die Berührungs- 
punkte mit der Brennfläche eine Kurve achter Ordnung und Klasse 
vom Range 24, die singuläre Kurve, bilden. Ihre Tangenten sind 
asymptotische Tangenten der Brennfläche und gehören zu L. Sie geht 
durch die Knotenpunkte der Brennfläche, und die in ihnen berühren- 
den singulären Strahlen heißen singulär von der zweiten Ordnung.'?”) 

Analog zu den Scharen konsingulärer Komplexe gibt es zu einer 
quadratischen Kongruenz in L eine Schar von konsingulären oder 
homofokalen“”°°) quadratischen Kongruenzen mit derselben Charakte- 
ristik und denselben Fundamentalnetzen. Alle Kongruenzen der Schar 
haben die singuläre Kurve gemein, längs der sich die zugehörigen 


1333) Man projiziere das Erzeugnis zweier projektiven Ebenenbüschel des 
R, aus einem Punkte außerhalb desselben. 

1334) C. Segre, G. R., Nr. 127. Nämlich einem Strahlennetz N des einen 
Bündels entspricht ein Büschel von Netzen, daher die Träger-Regelschar R im 
anderen Bündel; N und R haben ein Strahlenpaar gemein, und diese Paare er- 
füllen ©. Beide Erzeugungen fand F. Schur (Diss. Berlin, 1879, p. 17, 24), nach- 
dem schon $. Lie (Math. Ann. 5 (1872), p. 247, Anm.) die Systeme von Regel- 
scharen erwähnt hatte. 

1335) ©. Segre, G.R, Nr. 149—151. 

1336) CO. Segre, G. R., Nr. 150. ‘Aber der erstere Ausdruck wird vorzuziehen 
sein wegen der deutlichen Unterscheidung von den konfokalen Kongruenzen im 
Sinne von Nr. 44 d). 
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Brennflächen berühren. Die Tangentenbüschel in den Berührungs- 
punkten sind durch die Zugehörigkeit ihrer Geraden zu den verschie- 
denen Kongruenzen der Schar projektiv aufeinander bezogen.3?”) Eine 
Schar konsingulärer quadratischer Komplexe wird von einem Funda- 
mentalgewinde nach einer Schar konsingulärer quadratischer Kon- 
gruenzen geschnitten, der auch die Fokalkongruenz (Nr. 33 b) des be- 
treffenden Gewindes angehört. 

Eine quadratische Kongruenz Q enthält o0* Regelflächen vierter 
Ordnung, nämlich ihre Schnitte mit den in L enthaltenen Strahlen- 
netzen. Eine solche Regelfläche ist durch vier nicht hyperbolische Ge- 
rade von @ bestimmt. Zwei biquadratische Regelflächen von @ schnei- 
den sich (außer in einer Kurve zwölfter Ordnung) in vier hyperbolischen 
Geraden.!?38) 

d) Die singulären Punkte und Ebenen einer quadratischen Kon- 
gruenz Q der Gattung eins sind zugleich die singulären Punkte und 
Ebenen ihrer Brennfläche, die eine Kummersche Fläche ist (Nr. 36). 
Dadurch wird die Theorie der Kummerschen Konfiguration”) auch 
für die quadratischen Kongruenzen von Bedeutung. Jede Verbindungs- 
linie zweier singulären Punkte ist zugleich Schnittlinie zweier singu- 
lären Ebenen, und umgekehrt. Es gibt 40 Paare verbundener Punkte 
und 80 Paare nicht verbundener, welche 40 Paare von Polaren des 
linearen Komplexes bilden, der © enthält.!%) Es gibt 40 Tetraeder, 
deren Ecken gegenseitig nicht verbundene singuläre Punkte sind. Jedes 
derselben ist Grundtetraeder eines tetraedralen Komplexes, der durch 
Q geht?*'), und heißt nach R. Sturm?) Komplextetraeder von Q. Diese 
40 Tetraeder bilden 20 Möbiussche Paare (Nr. 5, b). 





1337) C. Segre, G. R., Nr. 150—152. Durch eine Gerade von L gehen i. a. 
(u. a. bei der Gattung eins) drei von den konsingulären Kongruenzen der Schar. 

1338) E. Caporali (Anm. 1080); C. Segre, G. R., Nr. 155. Von diesen Regel- 
flächen spalten sich o? in eine Regelfläche dritter Ordnung (deren einfache Leit- 
linie in einer singulären Ebene liegt) und ein Strahlbüschel. Auf eine singu- 
läre Ebene ist die Kongruenz durch die Schnitte ihrer Geraden eindeutig ab- 
gebildet. 

1339) IT AB5a (Steinitz), Nr. 11. Die Beziehung dieser Konfiguration zu 
den fünf konfokalen Kongruenzen hat R. Sturm (L. G. 2, p. 159) untersucht. 

1340) R. Sturm, L. G. 2, p. 118. 

1341) Da @ hiernach als Schnitt des linearen Komplexes L mit einem 
tetraedralen erscheint, kann Q durch eine geeignete kollineare Abbildung von 
L erzeugt werden, nämlich als Gesamtheit der Geraden von L, die ihre ent- 
sprechenden schneiden. W. Frahm in A. Olebsch und F. Lindemann, V. 6G., 
p- 392. . 
1342) L. G. 2, p. 125. Die 40 tetraedralen Komplexe wurden von E. Capo- 
rali (Anm. 1080) gefunden. S. auch W. Stahl, J. f. Math. 92 (1882), p. 172. 
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Jedes von zwei verknüpften Regelscharsystemen enthält vier in 
Strahlenbüschelpaare zerfallende Regelscharen. Dadurch werden die sin- 
gulären Punkte in zwei Gruppen zu je acht geteilt, was auf fünf gleich- 
berechtigte Arten geschehen kann.!?) 


e) Eine quadratische Kongruenz @ entsteht auch als Gesamtheit 
der Trefflinien entsprechender Strahlen dreier projektiver Büschel, wenn 
entweder zwei von diesen einen Strahl entsprechend gemein haben 
oder die drei Büschel so liegen, daß der Schnittpunkt ihrer Ebenen 
in die Verbindungsebene ihrer Scheitel fällt und überdies die drei 
Strahlen durch den letzteren einander entsprechen.!’*) 

Die Korrespondenzen, die auf einer Geraden g durch eine qua- 
dratische Kongruenz definiert sind, führten R. Sturm zu mehreren 
Sätzen, z. B.: Wenn von irgendeinem Punkt P von g ein aus Kongruenz- 
strahlen gebildetes windschiefes Vierseit ausgeht, so daß die dem Punkt 
P gegenüberliegende Ecke desselben auch auf g liegt, so geht von 
jedem Punkt von g ein solches Vierseit aus. Solcher Geraden gibt es 
0°, die einen Komplex sechsten Grades bilden.!’#) 


f) Die Realitätsverhältnisse der quadratischen Kongruenzen der 
Gattung eins haben K. Rohn!*®) und R. Sturm'*") untersucht: Hin- 
sichtlich der 16 Strahlbüschel sind die in der Tafel I ersichtlichen 
sechs Fälle möglich, wobei r die Zahl der reellen, / die Zahl der 


1343) E. Caporali, Anm. 1080); CO. Segre, G.R., Nr. 155. Über die Bezie- 
hung dieser Oktupel zu den Komplextetraedern s. R. Sturm, L. G. 2, p. 130—138. 
Hier (p. 142) wird die Kummersche Konfiguration auch als Konfiguration zwischen 
den 16 singulären Strahlbüscheln aufgefaßt: Verbundene Punkte sind Scheitel 
schneidender, nicht verbundene Punkte Scheitel windschiefer Strahlbüschel. Es 
werden nun ausgezeichnete Tripel und Quadrupel windschiefer Büschel auf mehr- 
fache Art definiert usw. Auch wird (p. 145) auf die Analogie mit den 16 Ge- 
raden einer Fläche vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt (ebenso mit den 16 
Geraden einer Fläche dritter Ordnung, die eine bestimmte Gerade derselben nicht 
schneiden) aufmerksam gemacht. Hiermit hängen Abbildungen der Kongruenz 
auf diese Flächen zusammen. 

1344) R. Sturm, L. G. 2, p. 119; auch J. f. Math. 101 (1887), p. 162. Über 
die Erzeugung der quadratischen Kongruenzen durch zwei Ebenenbündel in 
quadratischer Verwandtschaft s. Nr. 46 c), Anm. 1363). 

1345) L. G. 2, p. 149—159. Es werden auch noch allgemeinere aus Kon- 
gruenzstrahlen bestehende Linienzüge betrachtet. 

1346) Math. Ann. 18 (1881), p. 99. 

1347) L. G. 2, p. 180. Hier werden alle sechs Fälle aus der Erzeugung 
mittels eines tetraedralen Komplexes (durch Schnitt mit einem Gewinde) abge- 
leitet, indem über die Realitätsverhältnisse des Grundtetraeders alle möglichen 
Annahmen gemacht werden. Auch werden (p. 188) die möglichen Verteilungen 
der Fälle auf sechs konfokale Kongruenzen untersucht. 
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liniierten (d.h. einen reellen Strahl enthaltenden) und i die Zahl der 
imaginären Strahlbüschel bedeutet. 
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Im letzten Fall kann die Kongruenz reelle Strahlen haben oder nicht. 

g) Auf Kongruenzen anderer als erster Gattung stieß man ge- 
legentlich der Untersuchung von Kongruenzen (2, 2), welche Doppel- 
strahlen haben.!®) Man gelangt zu solchen, indem man einen tetra- 
edralen Komplex mit einem linearen Komplex schneidet, der eine Kante 
des Grundtetreaders enthält.!#) Dabei heißen Strahlenbüschel, die 
durch das Zusammenrücken zweier entstehen, binär; analog ist die 
Bezeichnung qguaternär. Man kann so fünf Fälle erhalten, wie die 
folgende Tafel lehrt, in der d die Zahl der Doppelstrahlen, e die Zahl 
der einfachen, b die Zahl der binären, q der quaternären Büschel be- 
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Im Falle 8) sind die Doppelgeraden inzident, im Falle y) windschief; 
im Falle ö) schneidet eine die beiden anderen zueinander windschiefen. 

Im Falle &) bilden die Doppellinien ein windschiefes Vierseit. Die 
Brennfläche zerfällt hier in zwei Flächen zweiten Grades (die sich in 





1348) Schon E. Kummer hatte diese Möglichkeit bemerkt (A. S., p. 70). 

1349) R. Sturm, L. G. 2, p. 196. Mit Benützung einer Mitteilung von W. 
Stahl. Hier sind auch die Brennlinien der betreffenden Kongruenzen und die 
Zahl der konfokalen Kongruenzen angegeben. Die Kongruenzen des Falles y) 
können durch Regelscharen erzeugt ‘werden, die zwei feste Gerade mit einer ver- 
änderlichen Geraden einer gegebenen Regelschar verbinden. 
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den Doppellinien schneiden), deren gemeinsame Tangenten zwei Kon- 
gruenzen dieser Art bilden. Diese heißen auch Hirstsche Kongruenzen '?°°) 
und können als Schnitt des Tangentenkomplexes einer Fläche zweiter 
Ordnung mit einem Gewinde erhalten werden, aber auch durch eine 
zu sich selbst in erster Art!?°!) kollineare Fläche zweiter Ordnung, in- 
dem man entsprechende Punkte verbindet, oder dual.!®2) Eine (2, 2), 
deren Brennfläche in vier Ebenen zerfällt, wird bei einer räumlichen 
Kollineation von den Trägern der geraden Punktreihen gebildet, die 
ihren entsprechenden gleich sind.'?°?) 


46. Die Kongruenzen zweiter Ordnung und höherer Klasse 
ohne Brennlinien und die dualen.'?*) a) Die Zahl und Art der sin- 
gulären Punkte dieser Kongruenzen (die Zahl der Knotenpunkte ihrer 
Brennflächen) ist aus der Tafel in Nr. 44c) ersichtlich, ebenso die 
Zahl der Doppelstrahlen.!?°°) E. Kummer hat die Form der Funktionen 
P, @, R, die zur Darstellung der Kongruenzen nach Nr. 44a) führen, 
explizite angegeben, ebenso die Gleichungen der Brennflächen und 
ihrer singulären Berührungsebenen, ferner die Inzidenzbeziehungen 
zwischen den singulären Punkten und ihren singulären Kegeln, endlich 
die Zahl der konfokalen Kongruenzen.!”®) Die Flächen vierter Ord- 
nung mit Knotenpunkten, die hier als Brennflächen auftreten, sind 
auch von K. Rohn untersucht worden.'#”) 


1350) Mit ihnen befassen sich: F. Schur, Zeitschr. Math. Phys. 25 (1880), 
p- 414 (Zerlegung der Kongruenz in ©? windschiefe Vierseite); 7. A. Hirst, Col- 
lect. math. in mem. Chelini, Mediol. 1881, p. 51; H. @. Zeuthen, Math. Ann. 26 
(1886), p. 247; A,G., p. 268 (Schließungssatz); 7’'h. Reye, Weber-Festschr. Leipzig, 
1912, p. 283; R. A L. 6. 2, p. 208, 

1351) d. h.: Jede Schar von Geraden soll in sich selbet übergehen. Andern- 
falls heißt die Kollineation zweiter Art. 

1352) H. @. Zeuthen, Math. Ann. 26 (1886), p. 258. Ist aber die Fläche in 
zweiter Art kollinear, so entsteht eine Kongruenz (4, 2), deren Brennfläche in 
zwei Kegelflächen zerfällt, die der gegebenen Fläche umschrieben sind. Eine 
allgemeinere Betrachtung ging voraus: Math. Ann. 18 (1881), p. 38. Mit Verall- 
gemeinerungen auf den R, befaßt sich R. Garnier, Bull. sc. math. (2) 37 (1913), p. 84. 

1353) R. Sturm, G. V. 3, p. 191. S. auch Anm. 1385). Ferner behandelt be- 
sondere quadratische Kongruenzen V. Simandl, Öasopis 48 (1919), p. 16, 189. 

1354) S. auch Nr. 44. 

1355) Zunächst wird vorausgesetzt, daß außer den notwendigen Doppel- 
strahlen (Anm. 1310) keine anderen vorhanden sind. Über die Kongruenzen (2, n) 
mit möglichen Doppelstrahlen s. unter 2). 

1356) A. S., p. 71—120. Auch einige Sonderfälle werden behandelt, z. BD. 
bei (2, 3) der Fall, daß drei gewöhnliche Knotenpunkte der Brennfläche in einen 
uniplanaren zusammenrücken, wobei einer der singulären Kegel in zwei Strahl- 
büschel zerfällt. 

1357) Die Flächen 4. Ordn. hinsichtlich ihrer Knotenpunkte und ihrer Ge- 
staltung, Preisschr. Leipzig 1886, im Auszug Math. Ann. 29 (1887), p. 31. 
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b) Bei den Kongruenzen (2, 3) ist jeder von den fünf S, mit 
allen übrigen S, und mit vier von den zehn $, verbunden, jeder S, 
mit drei $, und mit zwei 8,. Die Hauptpunkte eines zugehörigen 
tetraedralen Komplexes fallen in drei S, und in denjenigen S,, der 
mit keinem dieser drei verbunden ist. Es sind noch fünf andere kon- 
fokale Kongruenzen vorhanden, welche dieselben singulären Punkte (aber 
zum Teil mit Änderung ihres Grades) haben. 1858) Eine @& 3) enthält 
00° Regelflächen vierten Grades. Drei von den Ebenen eines Komplex- 
tetraeders (Nr. 45d) sind singulär. 

Die dualen Kongruenzen (3, 2) haben W. Stahl?) und R. Schu- 
macher'?°®) behandelt. A. Voss hat die Kongruenz (2, 3) vom Stand- 
punkt der Differentialgeometrie der Punkt-Ebenensysteme untersucht.!3#) 
Eine metrisch ausgezeichnete (3, 2) tritt als Achsenkongruenz von 
Komplexnetzen auf (Nr. 17 b). 

c) Bei (2, 4) verbindet der notwendige Doppelstrahl die beiden 
S,. In jeder singulären Ebene (S,) liegen ein S,, zwei von den sechs $, 
und zwei von den andern 8,. Jeder S, ist nur mit einem der übrigen 
S, nicht verbunden. Ein 5, und ein S, sind immer verbunden. Jeder 
S, ist mit zwei anderen S, und einem S, verbunden. Die Hauptpunkte 
der zugehörigen tetraedralen Komplexe sind die beiden S, und zwei 
nicht miteinander verbundene $,. Die Kongruenz ist (samt zwei Strahlen- 
bündeln) der Schnitt zweier solchen Komplexe. Jede Fläche vierter 
Ordnung mit 14 Knotenpunkten und 6 singulären Berührungsebenen 
(achter Klasse) ist Brennfläche von vier Systemen (2, 4) und einer 
Kongruenz (4, 6).13°?) Zwei Ebenenbündel in quadratischer Verwandt- 

1358) R. Sturm, L. G. 2, p. 233. Umgekehrt ist jede Fläche vierter Ord- 
nung mit 15 Knotenpunkten (sechster Klasse) gemeinsame Brennfläche von sechs 
konfokalen Kongruenzen (2, 3), E. Kummer, A. S., p. 78. 

1359) J.£.M. 91 (1881), p.1. Hier wird folgende Konstruktion dieses Systems 
der Untersuchung zugrundegelegt: Es sind zwei Strahlbüschel mit gemeinsamem 
Strahl und in einer Ebene eine Korrelation gegeben, in der einer Geraden « ein 
Punkt A entspricht. Durch A wird der Strahl gelegt, der dieselben beiden Strahlen 
der Büschel schneidet wie «. 

1360) Diss. München, 1885. Er unterscheidet nach den Regelflächen fünfter 
Ordnung R, die von den Trefflinien einer Geraden g gebildet werden, drei Fälle: 
R hat entweder «) eine gerade Doppellinie oder ß) eine Doppellinie zweiten 
Grades, die g schneidet, oder y) eine kubische Doppellinie mit g als Bisekante. 
Der Rang ist in diesen Fällen der Reihe nach Null, eins, zwei. Es finden sich 
Erzeugungen durch drei projektive Büschel von linearen Komplexen in besonderer 
Lage und durch besondere projektive Strahlennetz-Bündel. 

1361) Math. Ann. 23 (1884), p. 382. 

1362) E. Kummer, A.S., p. 81—87; W. Stahl, J. f. M. 97 (1884), p. 146, wo 
der duale Fall behandelt wird, ebenso bei 7. 4. Hürst, (Anm. 1274); R. Sturm, 
G. L. 2, p. 246— 260. 
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schaft erzeugen eine (2, 4), wenn sie keine Ebene entsprechend ge- 
mein haben.!?%3) 

d) Bei (2, 5) verbinden die drei notwendigen Doppelstrahlen den 
S, mit je einem $,. Der singuläre Kegel des $, enthält auch alle 
sechs $, und zwei S,; die Ebene des dritten 5, geht durch die beiden 
anderen S,, deren Ebenen auch je drei S, enthalten. Jede singuläre 
Ebene hat drei Transversalen. Die Hauptpunkte des zugehörigen te- 
traedralen Komplexes sind die 8, und der $,. Die Doppeltangenten 
der Brennfläche (zehnter Klasse) bilden noch zwei andere gleichartige 
Kongruenzen und eine (6, 10).1?%) Eine (2, 5) erhält A. del Re!®) 
als Erzeugnis eines Ebenenbündels B: und zweier ebenen Systeme, die 
zueinander reziprok und zu B projektiv sind. 

e) Bei (2,6): liegen alle Punkte 8, und der $, in der singulären 
Ebene; die Verbindungslinien des 8, mit den S, sind die sechs not- 
wendigen Doppelstrahlen. Es gibt hier noch eine Restkongruenz (8, 15) 
nebst einer gleichartigen konfokalen Kongruenz.!?%) 

f) Bei (2, 6) verbinden die sechs notwendigen Doppelstrahlen 
die Punkte $,, die zugleich die Hauptpunkte des zugehörigen tetra- 
edralen Komplexes sind. Neben zwei konfokalen gleichartigen Kon- 
gruenzen ist eine Restkongruenz (6, 10) vorhanden.'’”) Die sechs 
Kongruenzstrahlen in einer Ebene berühren denselben Kegelschnitt. 
Eine Kongruenz (2, 6)ır kann auf 00° Arten durch die Schnittlinien 


1363) W.Stahl, Anm. 1362); R.Sturm, L. G.2, p.104, 253. Haben die Bündel 
ein oder zwei Ebenen entsprechend gemein, so entsteht eine (2, 3), bzw. eine (2, 2); 
s. auch Anm. 1274). 

1364) E. Kummer, A. S., p. 88—94; R. Sturm, L. G. 2, p. 260—267. Nicht 
jede Fläche vierter Ordnung mit 13 Knotenpunkten ist Brennfläche solcher Kon- 
gruenzen. Über die Erzeugung derselben durch besondere Oremonasche Verwandt- 
schaften s. Anm. 1274) und R. Sturm, L. G. 2, p. 266. 

1365) Rend. circ. mat. Palermo 1 (1886), p. 272. Einer Ebene E von B ent: 
spricht nämlich im einen ebenen System ein Punkt, im andern eine Gerade, da- 
her die Verbindungsebene E’. Der Ort der Schnitte (E, E’) ist die (2, 5), deren 
Klasse in Sonderfällen auch niedriger sein kann. 

1366) E. Kummer, A.S8., p. 102—107; R. Sturm, L. G. 2, p. 267—271; 0. 
Segre, Mem. acc. Torino (2) 39 (1888), p. 3, Art. 14. 

1367) E. Kummer, A.S., p. 94—102; R. Sturm, L.G. 2, p. 285—295. W. 
Stahl behandelt (J. f. Math. 101 (1887), p. 73) die dualen (6, 2) als Doppeltangenten- 
kongruenzen einer Fläche 12. Ordnung und 4. Klasse und findet, daß sie in einem 
kubischen Komplex liegen, den er desmisch nennt. Zu diesen (6, 2) gehört als 
Sonderfall das Normalensystem einer Mittelpunktsfläche zweiten Grades, III C2 
(Staude), Nr. 44; der dort angegebenen Literatur sei hinzugefügt: J. Gysel (Progr. 
Schaffhausen 1877, 1885) und die in Anm. 1152) erwähnte Literatur. Der des- 
mische Komplex wird jetzt zum Fokalkomplex (Anm. 1152). Die Normalen eines 
Paraboloides bilden eine (5,2); Th. Reye, G.L. 3, p. 65. 
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entsprechender Berührungsebenen zweier kollinearen Flächen zweiten 
Grades erzeugt werden.) Die duale, Kongruenz (6, 2)ır erzeugt P. 
Visalli?®) durch eine ein-dreideutige quadratische Verwandtschaft. 
Wenn eine Gerade mit dreien ihrer Punkte auf drei Ebenen gleitet, 
die einen endlichen Schnittpunkt haben, so ist ihr Ort eine Kongruenz 
(6, 2)ı, deren tetraedraler Komplex jene drei Ebenen und die unend- 
lich ferne Ebene zu Hauptebenen hat.!?’%) Der Ort für jeden weitern 
Punkt der Geraden ist ein Ellipsoid.'?") 

Die Brennflächen der beiden Arten von Kongruenzen (2, 6) ge- 
hören zwei verschiedenen der vier Arten von Flächen vierter Ordnung 
mit 12 Knotenpunkten an, die K. Rohn?”) gefunden hat. 

g) Bei (2, 7) verbinden die 10 notwendigen Doppelstrahlen den 
S, mit je einem S,. Der Kegel jedes singulären Punktes geht auch 
durch alle übrigen singulären Punkte. Die Restkongruenz ist eine 
(10, 21); es gibt keine gleichartige konfokale Kongruenz.'?"?) 

Die Kongruenz (7, 2) erzeugt P. Visalli"?'®) durch eine ein-vier- 
deutige quadratische Verwandtschaft. Zu einer solchen Kongruenz führt 
auch das Bündel kubischer Raumkurven, die durch fünf Punkte gehn. 
Die Tangenten dieser Kurven in den Punkten, in denen sie eine feste 
Ebene schneiden, (also insbesondere ihre Asymptoten) bilden, wenn die 
Ebene keinen der fünf Punkte enthält, eine besondere (7, 2), deren 


1368) T’h. Reye, J. f. Math. 93 (1882), p.81, wo der duale Fall behandelt wird; 
F. Schur, J. f. Math. 95 (1883), p. 207, wo die Bedingung angegeben wird, daß 
die Brennfläche eine desmische Fläche vierter Ordnung wird, d. h. dual zu 
einer Zentrafläche einer Fläche zweiter Ordnung; A. del Re, Rend. circ. mat. 
Palermo 1 (1887), p. 290; R. Sturm, G. V.3, p. 65. Umgekehrt können zwei 
solche Flächen in besonderen Lagen auch Kongruenzen (2, 5), (2, 4), (2,3), (2, 2) 
erzeugen, so daß diese als Sonderfälle von (2, 6)ıı aufgefaßt werden können, was 
auf anderem Wege schon E. Kummer (A. S., p. 102) erkannte. L. ©. Kiefer (Diss. 
Straßburg 1905) erzeugt jene vier Sonderfälle durch eine Regelfläche zweiter Ord- 
nung und eine zu ihr projektive Ebene. Die Verwandtschaft wird dadurch her- 
gestellt, daß ein Bündel, dessen Scheitel auf der Fläche liegt, projektiv auf die 
Ebene bezogen wird. 

1369) Rend. Ist. Lomb. (2) 28 (1895), p. 319. S. auch Nr. 42 g). 

1370) H. Menzel, Diss. Münster 1891; R. Sturm, L. G. 2, p. 300, wo auch 
frühere Literatur über diese Bewegung angegeben ist (p. 295). 

1371) Bei R. Sturm, L. G. 2, p. 303, ist auch der Fall behandelt, daß der 
Schnitt der drei Ebenen uneigentlich ist. 

1372) E. Kummer, A.S., p. 107—115. Anschließend werden alle übrigen 
(2, n) ohne Brennlinien mit Ausnahme der (2, 6)ıı als Sonderfälle von (2, 7) ab- 
geleitet. ER. Sturm, L. G. 2, p. 271. 

1373) Rend. Ist. Lomb. (2) 28 (1895), p. 264. S. auch Nr. 429). @. Fano 
erhält die (2, 7) aus einer Involution auf einer Fläche vierter Ordnung; Rend. 
Ist. Lomb. (2) 39 (1906), p. 1071. 
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10 singuläre Ebenen dritten Grades die Ebenen eines vollständigen 
Fünfecks sind.!?) Die Achsen der Umdrehungsflächen zweiten Gra- 
des, die durch fünf Punkte gehn, bilden?) ebenfalls eine Kon- 
gruenz (7, 2). 

h) Für die Kongruenzen (7, 2), (6, 2)ı und (5,2) hat E. Caporali 
eine gemeinsame Erzeugungsart angegeben: Er bildet ein lineares 
vierstufiges System ebener algebraischer Kurven (in der Ebene E) 
kollinear auf den Ebenenraum ab. Dann bestimmt ein Punkt P 
von E ein Kurvennetz, dem in der Abbildung ein Ebenenbündel 
‚ mit dem Scheitel 5 entspricht. Die Strahlen PS bilden eine Kon- 
gruenz. !?”5) 

Durch die Abbildung eines tetraedralen Komplexes 7 auf den 
Punktraum !!5) sind auch die in ihm enthaltenen Kongruenzen auf 
Flächen abgebildet, und zwar entsprechen den 00”+? Kongruenzen 
(m, 2) Flächen zweiten Grades, die durch 6 — m Hauptpunkte von 7 
gehn. Dies hat @. Loria zum Studium dieser Kongruenzen ausge- 
nützt.1?76) 

ij) Zur Kongruenz (2, 6);r mit einem möglichen Doppelstrahl ge- 
langt R. Sturm, indem er bei ihrer Erzeugung durch zwei kollineare 
Flächen diese in zwei Kegelschnitte ausarten läßt. Die Schnittlinie 
ihrer Ebene ist der mögliche Doppelstrahl, auf dem sich die 8 Punkte 
S, paarweise vereinigen.!?”) 


47. Strahlenkongruenzen zweiter Ordnung mit Brennlinien. 
Diese ee wurden größtenteils von E. Kummer'?"®) gefunden. 


1374) R. Sturm, J. f. Math. 79 (1875), p. 99; L. G. 2, p. 281. Alle Tangenten 
der Kurven bilden einen Komplex sechsten Grades. 

1375) Rend. acc. Napoli 18 (1879), p. 244— Mem. di geom., Napoli 1888, 
p. 126. .R. Sturm hat (L. G. 2, p. 272) die Betrachtung vereinfacht, indem er sich 
auf Kegelschnitte beschränkt. Je nachdem alle Kegelschnitte des Systems durch 
0, 1, 2 gemeinsame Punkte gehn, erhält man eine Kongruenz (7, 2) oder eine 
(6, 2)ı oder eine (5, 2). 

1376) Atti acc. Torino 19 (1884), p. 849. Die Kongruenzen (2, 6)ı und 
(2, 7), durch die kein tetraedraler Komplex geht, bildet,er auf anderem Wege, 
nämlich durch Zentralprojektion aus dem höchsten Pre Punkt auf eine 
Ebene ab; ebenda 21 (1886), p. 621. 

1377) L. @. 2, p. 305. Zu Kongruenzen niedrigerer Flasien gelangt er, in- 
dem er die Kegelschnitte eine oder mehrere Hauptebenen der Kollineation be- 
rühren läßt. Die Zahl der gleichartigen konfokalen Kongruenzen vermindert sich. 
Bei (2, 3) und (2, 4) können auch zwei mögliche Doppelstrahlen auftreten. Über 
die (2, 2) mit Doppelstrahlen s. Nr. 45 g). 

1378) A. S., p. 21—39. Einige Kongruenzen sind nach seiner Methode 
(Nr. 42 d) analytisch dargestellt. Das in Nr. 44a) Gesagte gilt auch hier. S. 
auch Anm. 1328a). 
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Einige Fälle wurden von R. Sturm'®®®) und R. Schumacher'®). hinzu- 
gefügt. Man teilt sie in drei Hauptgattungen ein: 

I. Die Kongruenz ist der Inbegriff der Doppelsekanten einer 
Raumkurve. 

Der einzige Fall ist hier die Kongruenz (2, 6, 2), die von den 
Doppelsekanten einer Raumkurve (, vierter Ordnung erster Art ge- 
bildet wird. Die Punktbrennfläche'?%) zerfällt in die vier Kegel 
zweiten Grades, die durch C, gehen, die Ebenenbrennfläche besteht 
aus den Berührungsebenen der C,. Die Spitzen jener Kegel sind iso- 
lierte S,. Die Kongruenz kann als teilweiser Schnitt zweier kubischen 
Komplexe aufgefaßt werden.##!) Sonderfälle treten ein, wenn die (, 
einen Doppelpunkt oder eine Spitze hat.!?®?) 

II. Die Kongruenz ist der Inbegriff der Geraden, die zwei ver- 
schiedene Brennlinien C, ©’ je einmal treffen. 

A. Entweder sind ©, ©’ eigentliche ebene Kegelschnitte mit zwei 
gemeinsamen Punkten. Diese sind S,; jedoch zerfällt der singuläre 
Kegel in drei Strahlbüschel. Die Berührungsebenen an C und CO’ in 
ihren Schnittpunkten sind singulär ersten Grades. Die Punktbrenn- 
fläche zerfällt in die beiden Kegel zweiten Grades, die durch C, 0’ 
gehen. Die Spitzen dieser Kegel sind isolierte $,. Die Ebenenbrenn- 
fläche besteht aus den Berührungsebenen von C, 0’. Die Kongruenz 
ist eine (2, 4, 2). Ein Beispiel ist der Ort der Schnittlinien entspre- 
chender Berührungsebenen einer Fläche zweiten Grades, die auf die 
zweite Art!®°M) zu sich selbst kollinear ist; die duale a be- 
trachtete H. G. Zeuthen.'???) B 

B. Oder es ist (’ eine Gerade g und (Ü eine sie n — 2mal tref- 
fende Kurve n!* Ordnung??®?) vom Range 0. Diese Kongruenz ist 
eine (2,n, 0). Die Ebenen durch g sind singulär zweiten Grades. 
Die Punktbrennfläche zerfällt in die E—2(n —2) Berührungsebenen 
von g an ©. Die Ebenenbrennfläche besteht aus den Berührungsebenen 
von ©. Die Kongruenz hat als Doppelstrahlen die Bisekanten von (, 





1379) Math. Ann. 36 (1890), p. 467; L. G@. 2, p. 317—365. Hier ist eine 
vollständige Übersicht über alle Arten, der wir uns anschließen. 

1380) Math. Ann. 38 (1891), p. 298. 

1381) Diese Kongruenz erscheint bei St. Junski (Anm. 1219) als Erzeugnis 
einer quadratischen Tripelreihe linearer Komplexe, d. h. der Gesamtheit der 
Tripel, die zwei trilinearen Verwandtschaften zwischen denselben Büscheln 
linearer Komplexe gemein sind. 

1382) Die Geraden des einen von zwei kollinearen Räumen, deren Ebenen- 
büschel den entsprechenden des anderen kongruent sind, bilden einen Sonderfall 
der dualen Kongruenz (6, 2); R. Sturm, Math. Ann. 28 (1887), p. 261. 

1383) n>2; für n=3 kann ( eben oder uneben sein. 
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welche auch g treffen. Sie bilden eine Regelfläche der Ordnung 
2(n — 1)— 30. 

II. Es ist bloß eine Brennlinie vorhanden, und sie wird von den 
Geraden der Kongruenz nur je einmal getroffen. 

Diese Kongruenzen scheiden sich in drei Untergattungen A, B, C: 

A. die Brennlinie ist eine Gerade. Die Kongruenz hat den Rang 
Null und kann sein: 

«) Die (2,2) aller Geraden, die eine Fläche F, zweiter Ordnung 
ohne singulären Punkt berühren und eine nicht auf ihr liegende Ge- 
rade g schneiden. Die Punktbrennfläche besteht aus F, und den bei- 
den Berührungsebenen durch g an F, und dual. 

ß) Eine Kongruenz von Geraden, die von einer (u — 2)fachen Ge- 
raden g einer Fläche u‘ Ordnung F' ausgehen (u>2) und F in 
einem Punkte berühren, der i. a. nicht auf g liegt. Wenn F sonst 
keine vielfachen Punkte und Kurven hat!?%), ist die Klasse der Kon- 
gruenz 2u — 2. 

y) Gewisse Kongruenzen (2, n), die aus oo!-Strahlbüscheln be- 
stehen, deren Punkte und Ebenen mit derselben Geraden g inzident 
sind.!?°0) Ein Beispiel ist die Kongruenz (2, 2) derjenigen Geraden 
des einen von zwei kollinearen Räumen, deren Punktreihen mit den 
entsprechenden des anderen Raumes kongruent sind.'#°). Hieher ge- 
hören auch die Kongruenzen (2, u — 2) der Geraden, welche eine 
Fläche #‘* Ordnung mit der (u — 2)-fachen Geraden g in einem Punkte 
von 9 berühren.!?#®) | 

B. Die Brennlinie ist von der Ordnung » > 1 und rational. Die 
Kongruenz (2, n, n— 1) besteht aus oo!-Strahlbüscheln, deren Schei- 
tel auf der Brennlinie liegen und deren Ebenen einen Kegel zweiten 
Grades berühren, wodurch dieser auf die Kurve perspektiv bezogen 


1384) R. Sturm untersucht auch die Fälle, daß F bei u=4 Knotenpunkte 
außerhalb der Doppelgeraden hat (L. G. 2, p. 330). Hieher gehören die Kon- 
gruenzen derjenigen Geraden eines quadratischen Komplexes, die eine gegebene 
Gerade schneiden. 

1385) R. Sturm, Math. Ann. 28 (1887), p. 261. Die Gerade g ist die un- 
endlich ferne Gerade der Fluchtebene des ersten Raumes. Sind die Räume je- 
doch affın, so bilden jene Geraden einen Komplex, der aus den Trefflinien eines 
unendlich fernen Kegelschnittes besteht. S. auch Anm. 1353). 

1386) R. Sturm, L. G. 2, p. 334, z. B. führt eine Fläche vierter Ordnung 
mit einer Doppelgeraden, wenn sie außerhalb derselben noch acht Knotenpunkte 
hat, zu drei Arten von Kongruenzen (2, 2): 1. Die Kongruenz der Tangenten, 
die auf der Doppelgeraden berühren; 2. die Kongruenz der Geraden, welche die 
Doppelgerade treffen und die Fläche außerhalb derselben berühren; 3 vier Kon- 
gruenzen von Doppeltangenten. 
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ist. Die Spitze des Kegels ist ein singulärer Punkt der Kongruenz. 
Es sind zwei Fälle möglich: 

&) Die Brennlinie liegt auf dem Kegel selbst und geht n — 2 mal 
durch seine Spitze. 

ß) Die Brennlinie liegt nicht auf dem Kegel und kann auch 
eben sein.'?#”) 

C. Die Brennlinie ist von der Ordnung u > 1; von jedem ihrer 
Punkte geht ein Kegel zweiten Grades von Geraden der Kongruenz 
aus, die den Rang »n — 2 hat. Es sind folgende Fälle möglich: 

«) Der Kegel zerfällt stets in zwei Ebenen. Die Kongruenz hat 
die Klasse n = 2u und besteht aus den Geraden, die einen Kegel 
zweiten Grades berühren und eine ebene Kurve u” Ordnung schnei- 
den, die u — lmal durch die Spitze des Kegels geht, ohne daß ihre 
Ebene den Kegel berührt. 

ß) Es sei eine Fläche F, vierter Ordnung mit einem Doppel- 
kegelschnitt X und vier konischen Punkten gegeben. Die Geraden, 
die K schneiden und F, (i. a. außerhalb X) berühren, gehören einer 
Kongruenz (4, 8) an, die jedoch in zwei gleichartige (2, 4) zerfällt. 

y) Man schneide ein Tetraeder durch eine Ebene, die durch 
keinen Ecekpunkt geht, lege durch die sechs Schnittpunkte mit den 
Kanten eine ebene Kurve CO, dritter Ordnung mit einem Doppel- 
punkt D. Die Kegel zweiten Grades, deren Spitzen auf CO, liegen, 
und die durch D und die vier Ecken des Tetraeders gehen, erzeugen 
eine Kongruenz (2, 6). Die zweiten Brennpunkte ihrer Geraden er- 
füllen eine kubische Fläche F mit vier Knotenpunkten; auf welcher (, 
durch eine Berührungsebene herausgeschnitten wird. Die Kongruenz 
aller Geraden, die (, treffen und die F, (i. a. außerhalb O,) be- 
rühren, zerfällt in jene (2, 6) und eine (4, 6). 

ö) Auf einer Raumkurve dritter Ordnung nimmt man vier Punkte 
P,,..-, P, an und zieht durch einen von ihnen P, eine Sehne nach 
einem fünften Punkte Q. Die Kegel zweiten Grades, deren Spitzen 
auf der Kurve liegen, die ferner durch P,,..., P, gehen und in P, 
die Sehne PQ berühren, bilden eine Kongruenz (2, 6). Die sechs 


1387) Über die zahlreichen Fülle, die hier möglich sind, vgl. R. Schumacher, 
(Anm. 1380) und R. Sturm, L. G. 2, p.335—349. Die Fälle III A, y) und III B, «) 
sind die einzigen, in denen alle Strahlen einer Kongruenz zweiter Ordnung ver- 
einigte Brennpunkte und Brennebenen haben. Durch einen Punkt P der Brenn- 
linie geht neben dem Strahlbüschel i. a. auch ein isolierter Strahl der Kon- 
gruenz. Von den beiden Berührungsebenen durch P an den Kegel ist näm- 
jich die eine dem Punkte P zugeordnet; der anderen ist einer ihrer weiteren 
Schnitte $ mit der Brennlinie zugeordnet; PS ist der isolierte Strahl durch P. 
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Verbindungsgeraden von P,,..., P, sind Doppelgerade der Kon- 
gruenz; P,,..., P, sind singulär vom vierten Grad, jedoch so, daß 
die singulären Kegel in zwei quadratische zerfallen. Die Kongruenz 
kann auch definiert werden durch diejenigen Tangenten einer Regel- 
fläche R, vierter Ordnung mit kubischer Doppelkurve (Nr. 51), die 
von den Punkten der Doppelkurve ausgehen und R, außerhalb der- 
selben berühren. 


Die von R. Sturm'?"?) gefundenen Kongruenzen ß), 7), 6) der 
Untergattung II, C hat D. Montesano auf die Ebene abgebildet und 
für zwei derselben gezeigt, daß sie in tetraedralen Komplexen ent- 
halten sind.'?®) Auch mehrere andere Kongruenzen dieser Nummer 
hat er auf die Ebene abgebildet.!?®) Von den Kongruenzen zweiter 
Ordnung sind diejenigen sechster Klasse die reichhaltigsten.!?®®) 


48. Die Kongruenzen höherer als zweiter Ordnung und 
Klasse.'”!) a) Die Untersuchung der Kongruenzen dritter Ordnung 
mit Brennlinien begann B. Irmer.'?®?) E. Kummer bemerkte'’”?), daß 
es zweierlei Arten von Kongruenzen (3, 3) ohne Brennlinien gibt, 
nämlich solche, bei denen für jeden Punkt die drei Strahlen, die 
durch ihn gehen, auch in einer Ebene liegen, und solche, bei denen 
dies nicht der Fall ist. Die Kongruenzen der ersten Art sind Schnitte 


1388) Atti Acc. Torino 27 (1892), p. 1053; Rend. acc. Line. (5) 1 (1892), p. 77. 

1389) La rappr. su di un piano delle congr. di rette, Potenza 1892 — Rend. 
eirc. mat. Palermo 7 (1893), p. 159. 

1390) R. Sturm bat (L. G. 2, p. 364) elf Arten (einschließlich der ohne 
Brennlinien) zusammengestellt. 

1391) Siehe auch Nr. 42 und die Anmerkungen 104, 109, 110, 316, 559, 
575, 1200, 1205, 1213, 1218, 1221, 1224, 1229, 1232, 1238, 1242, 1299 oder den 
entsprechenden Haupttext. 

1392) Diss. Halle 1870. Die Bisekanten einer Raumkurve vierter Ordnung 
zweiter Art bilden eine (3, 6), welche die Trisekanten der Kurve als dreifache 
Geraden hat. Wenn zwei verschiedene irreduzible Brennlinien vorhanden sind, 
so können es sein: «) Eine kubische Raumkurve und ein durch drei Punkte der- 
selben gehender ebener Kegelschnitt; ß) zwei Kegelschnitte mit einem gemein- 
samen Punkt; y) eine Raumkurve n** Ordnung und eine Gerade, die mit jener 
n— 3 Punkte gemein hat. Die Klassen sind in diesen drei Fällen 6, 4, n. Auch 
von den Kongruenzen, die neben einer Brennkurve eine Brennfläche haben, 
werden einige Fälle behandelt. Die (3, 3), die aus den Schmiegungsstrahlen 
einer kubischen Raumkurve besteht, wurde von St. Jolles untersucht; J. f. Math. 
130 (1905), p. 270. 

1393) Monatsber. Akad. Berlin 1878, p. 25. Im zweiten Fall ist die Brenn- 
fläche von der achten Ordnung und Klasse und hat zwölf konische Knotenpunkte 
und dual. Die reziproke Fläche ist von gleicher Art. Siehe auch A. Cayley, 
ebenda, p. 309 = Coll. P. 10 (1896), p. 252. 
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von kubischen mit linearen Komplexen!?%); die der zweiten Art, die 
auch windschief genannt werden, können als Ort der Regelscharen 
erhalten werden, die durch drei entsprechende Komplexe der drei 
projektiven Büschel 


es) "KAM DEZ LOK ir eo 


bestimmt werden, wobei X, K',..., M’ die linearen Formen von 
sechs linearen Komplexen bedeuten.!’®) Die Leitscharen obiger Regel- 
scharen bilden eine andere (3, 3) mit derselben Brennfläche. Je zwei 
der drei quadratischen Komplexe (Nr. 40 e) 


26) KU’—-KL-=0, LM —-LM=0, MK—-MK-—0 


haben neben der (3,3) noch ein Strahlennetz gemein. 

G. Fano fand!?), daß diese Kongruenzen i. a. vom Geschlechte 
zwei sind (in Sonderfällen vom Geschlecht eins). Sie haben i. a. 
zwölf singuläre Punkte und Ebenen, dieselben, die für die Brenn- 
fläche singulär sind.!#®®) Durch jeden jener singulären Punkte geht 
ein Ebenenbüschel von Kongruenzstrahlen und noch ein isolierter 
Strahl, und dual.'?®) Es können jedoch noch weitere (höchstens drei) 
singuläre Punkte hinzutreten, die alsdann singulär vom Grade zwei 
(Nr. 42a) sind, und dual.'#”) Dies geschieht insbesondere, wenn 
man die Komplexe der Büschel (245) alle singulär nimmt, d.h. das 
Erzeugnis dreier projektiven Strahlenbüschel betrachtet!3%); die 
Scheitel der Büschel sind singulär vom zweiten Grad. 





1394) Z.B. @. Fano, Anm. 1260), p. 149. Diese Kongruenzen sind i. a. vom 
Geschlecht vier (mit einer Brennfläche zwölfter Ordnung und Klasse), in Sonder- 
fällen vom Geschlecht drei und haben alsdann ein Büschel von Doppelstrahlen. 
Einen Sonderfall behandelt auch I. Conti, Anm. 1275). T. A. Hirst hatte sie als 
Cremonasche Kongruenzen betrachtet, Proc. London math. soc. 17 (1886), p. 287. 

1395) E. Kummer, Anm. 1393). Andere Erzeugungen bei R. Sturm, J. f. 
Math. 101 (1887), p. 188. Die Konstantenzahl ist 24, während die andere Art 
(3, 3) von 34 Konstanten abhängt. 

1396) M. Stuyvaert, Rend. circ. mat. Palermo 30 (1910), p. 239. Hier noch 
weitere Eigenschaften, z. B.: Eine solche Kongruenz kann auch als Ort der Ge- 
radenpaare erhalten werden, die durch die entsprechenden Strahlennetze zweier 
projektiven Netze von linearen Komplexen bestimmt werden; in solchen Netzen 
entsprechen sich nämlich die Komplexbüschel, also auch deren Träger. Jedes 
jener Geradenpaare bildet die Doppellinien eines der 00* quadratischen Komplexe, 
in denen die (3, 3) enthalten ist. 

1397) @. Fano, Anm. 1260), p. 154. 

:1398) Dieser Fall wurde zuerst von D. Roccella (Anm. 959) behandelt, der 
auch die allgemeinen windschiefen Kongruenzen (3, 3) untersucht und ihre sin- 
gulären Punkte findet; siehe auch R. Sturm, J. f. Math. 101 (1887), p. 162; J.de 
Fries, Nieuw. arch. voor wisk. (2) 3 (1897), p. 222; F. Romeo, Della congr. gen. 
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b) Die Kongruenzen (3,%) vom Geschlechte eins fanden O. Segre'3°?) 
und @. Castelnuovo'*) durch Projektion aus dem R,: Bezieht man 
nämlich im R, drei Bündel von Hyperebenen R, (mit geradlinigen 
Trägern) projektiv aufeinander, so bilden die o0?-Schnittgeraden je 
dreier entsprechenden R, eine kubische Hyperfläche A? (I C7T, 
Segre, p. 949), die i. a. sechs Doppelpunkte hat und sich noch auf 
zwei andere Arten als System von 00° Geraden auffassen läßt. Pro- 
jiziertt man nun F,? aus einem nicht auf ihr liegenden Punkte in 
einen A,, so erhält man neben einer (12,15) zwei (3,6). Den Dop- 
pelpunkten entsprechen singuläre Punkte der Kongruenz mit kubi- 
schen Kegeln. Man kann aber durch besondere Annahmen über die 
projektiven Bündel erreichen, daß F,’ um A Doppelpunkte mehr hat 
(h=1,2,3 oder 4), und erhält dann ebenso h +2 Kongruenzen 
(3, 6— h) und eine weitere.1%') 

A. Del Re betrachtet eine Kongruenz (3, 4), die durch zwei Bün- 
del S,, S, definiert ist, die zu einem dritten $, reziprok sind, wo- 
durch sie untereinander kollinear bezogen sind.) 


c) Systematisch wurde die Theorie der Kongruenzen dritter Ord- 
nung ohne Brennlinien von @G. Fano bearbeitet‘), zunächst der- 
jenigen, deren Strahlen die Brennfläche i. a. in zwei getrennten Punk- 
ten berühren. Einige Ergebnisse sind: 

Die singulären Ebenen dieser Kongruenzen können nur ersten 
oder zweiten Grades sein und sind, außer bei der (3,1), ebenfalls in 


dalle rette ..., Cosenza 1901; V. Snyder, Am. J. of math. 32 (1910), p. 177; 
M. Stuyvaert (Anm. 1396). T. A. Hirst erkennt (Rend. eirc. mat. Palermo 1 [1886], 
p- 64) diese Kongruenz als einen Sonderfall der von ihm (Proc. London math. 
soc. 16 [1885], p. 232) behandelten Cremonaschen Kongruenzen (3, 3). Diese sind 
wieder ein Sonderfall der allgemeinen windschiefen Kongruenzen (3, 3). Andere 
Sonderfälle betrachtet A. del Re, Mem. acc. Modena (3) 1 (1898), p. 95. 

1399) Mem. acc. Torino (2) 39 (1888), p. 3; siehe auch @. Bordiga, Rend. 
acc. Line. (4) 6, I (1890), p. 8. 

1400) Atti Ist. Ven. (6) 5 (1888), p. 1249; (6) 6 (1888), p. 525. 

1401) Liegt aber das Zentrum der Projektion auf F',° selbst, so erhält man 
statt der (3, n) Kongruenzen (2, n), und zwar i. a. eine (2, 6)]; in den zuletzt 
erwähnten Sonderfällen ist n < 6. 

1402) Rend. circ. mat. Palermo 1 (1887), p. 281; Rend. acc. Linc. (5) 2 
(1893), p. 245. Sind nämlich a, und a, entsprechende Gerade von S, und $,, 
und «, die entsprechende Ebene von S,, so bilden die Verbindunglinien der 
Punkte a,«,, a,«, die Kongruenz; sie enthält neun Strahlbüschel, zwei Kegel 
zweiten Grades und einen kubischen Kegel. 

1403) Die Hauptabhandlung ist Mem. acc. Torino (2) 51 (1901), p. 1, 
wodurch zugleich Atti acc. Torino 31 (1896), p. 708 berichtigt wird; ein Teil der 
Ergebnisse schon ebenda 29 (1894), p. 474. Siehe auch Anm. 1406) und 1407). 
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endlicher Anzahl vorhanden. Nach Nr. 42 b) ist 

(247) p+r=2(n—]), v=4n— 2r—=2p-+4A. 

Ein singulärer Punkt $ der Kongruenz ist zugleich vielfacher Punkt 
gerader Ordnung der Brennfläche, und zwar sind der singuläre Kegel 
von S, der stets vom Geschlecht Null oder eins ist, und der Berüh- 
rungskegel der Brennfläche in $, wenn sie irreduzibel sind, vom 
gleichen Geschlecht, indem sie eindeutig aufeinander bezogen sind. 
Jener Berührungskegel ist von der zweiten oder dritten Klasse, je 
nachdem von S ein isolierter Strahl ausgeht oder nicht; mehr als ein 
isolierter Strahl kann nicht von $ ausgehen. Es können Doppel- 
strahlen und dreifache Strahlen vorkommen (aber nicht noch höhere 
mehrfache Strahlen), und man kann von ihnen, analog wie bei den 
Kongruenzen zweiter Ordnung'?!), zweierlei Arten unterscheiden. Außer 
den unter a) besprochenen Gewindekongruenzen (3,3) gibt es keine 
anderen (3,n), bei denen die drei Geraden durch einen Punkt stets 
in einer Ebene liegen. Für die übrigen (3,n), deren Tripelfläche '%9) 
von der Ordnung r— rn tl=n—p — 1 ist, gilt 

(248) psn—1l, also r>n—1. 


Sie lassen sich mit Ausnahme einer bald zu erwähnenden (3, 7) auf 
eine Ebene oder eine Regelfläche vom Geschlecht eins birational ab- 
bilden. Im letzteren Fall ist p — 4, und den Erzeugenden der Regel- 
fläche entsprechen in der Kongruenz Regelscharen zweiter Ordnung. 

Vom Geschlecht Null ist nur die (3,1). Fürp=1,2, 3, 4 sind 
die oberen Grenzen der Klasse der Reihe nach: 6, 9, 13,9. Die Kon- 
gruenzen mit »= 2 enthalten oo! Regelscharen zweiter Ordnung !1%), 
diejenigen mit 9—=3 haben einen elliptischen Kegel der Ordnung 
n — 1. Die Kongruenzen mit p —= 4 sind [außer der Gewindekongruenz 
(3,3) und einer (3, 9)] in Kollineationskomplexen enthalten. Es gibt 
eine (3, 6) vom Geschlecht 5; sie hat zehn singuläre Punkte dritten 
Grades (und i. a. keine weiteren singulären Punkte oder Ebenen). 
Ferner gibt es eine (3,7) vom Geschlecht 6; sie ist zur Gesamtheit 
der Hauptstrahlen!‘®) eines allgemeinen 4%) Jinearen Systems von o° 
Flächen zweiter Ordnung dual und hat 20 kubische elliptische Kegel. 


1404) Sie wurden auch (samt Sonderfällen) von H. Brewster Owens im An- 
schluß an V. Snyder (Nr. 42 i) ausführlicher untersucht; Anm. 1290). 

1405) So heißen nach T’h. Reye (G. L. 3, p. 147) die Geraden, durch welche 
oo! Flächen des Systems gehen. Diese (7,3) wurden schon von @. Darboux be- 
trachtet; Bull. sc. math. I (1870), p. 438. Sie treten auch in der Theorie der 
kubischen Fläche auf. Verbindet man nämlich je zwei konjugierte Punkte ihrer 
Hesseschen Fläche (von denen jeder der Scheitel eines Kegels ist, der die qua- 
dratische Polarfläche des andern bildet), so entsteht eine (7, 3), die nach R. M. 
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Es gibt jedoch auch Kongruenzen dritter Ordnung, bei denen auf 
allen ihren Geraden die Brennpunkte zusammenfallen.!) Diese Kon- 
gruenzen sind von der dritten Klasse, auf die Ebene abbildbar und in 
tetraedralen Komplexen enthalten. Sie bestehen aus dem einen System 
der Haupttangenten einer gewissen Fläche; diese Fläche kann nur 
entweder eine Regelfläche dritter Ordnung (mit getrennten oder zu- 
sammenfallenden Leitlinien) sein oder diejenige Fläche dritter Ord- 
nung, die drei biplanare Knotenpunkte hat und auch dritter Klasse 
ist (Familie 21 Schläfls; siehe III C10 (W. Fr. Meyer)). 

d) Die Kongruenz (4, 4) der gemeinsamen Tangenten zweier kon- 
fokalen Flächen zweiten Grades haben F. Rudio!®), O. Staude'*”) und 
R.Domsch'*!°) betrachtet. Mehrere Kongruenzen (4, 4) findet @. Fano !?°°). 

E. Kummer betrachtet die Flächen vierter Ordnung, deren Glei- 


ehung sich in der Form p’—= yy 


schreiben läßt, wobei ,%,y Funktionen zweiten Grades der Koordi- 
naten sind. Die Kongruenz (12, 28), die von den Doppeltangenten 
einer Fläche vierter Ordnung i. a. gebildet wird, zerfällt hier'*!) in 
eine (4,12) und eine (8, 16). Auch andere Autoren sind gelegentlich 
auf Kongruenzen höherer als zweiter Ordnung und Klasse gestoßen.1*!?) 


Ssolowjev die Hessesche Kongruenz der kubischen Fläche heißt; Math. Sammlung 
der math. Ges. Moskau 25 (1905), p. 386. Siehe auch L. Cremona, J. f. Math. 68 
(1868), p. 1. 

1406) D. h. das System soll keine Basispunkte haben. Die besonderen Kon- 
gruenzen, die sich andernfalls ergeben, hat G@. Fano ebenfalls untersucht, Atti 
acc. Torino 36 (1901), p. 366. Und zwar ergeben sich bei k Basispunkten Kon- 
gruenzen (”—%, 3). Hier werden noch andere besondere Kongruenzen dritter 
Ordnung untersucht, die in tetraedralen Komplexen enthalten sind. 

1407) @. Fano, Atti acc. Torino 37 (1902), p. 501. 

1408) Diss. Berlin 1880; J. f. Math. 95 (1883), p. 240; 104 (1889), p. 85. 
8. auch H. Opitz, Progr. 103 des Königst. Realgymn. Berlin 1901. 

1409) Math. Ann. 22 (1883), p. 1, 145. Hier finden sich Schließungssätze (im 
Zusammenhang mit der Theorie der hyperelliptischen Integrale und Funktionen), 
die schon von @. Darboux aufgestellt waren, Bull. soc. philomath. 7 (1870), 
p- 92 oder Legons sur la theorie des surf., II (1889), p. 308. Die Kongruenz 
der Trefflinien zweier zueinander fokalen Kegelschnitte tritt schon bei F. Minding 
im Zusammenhang mit statischen Untersuchungen auf; J. f. Math. 15 (1836), 
p: 37. S. auch R. Bricard, Nouy. ann. (4) 8 (1908), p. 317. 

1410) Arch. Math. Phys. (2) 2, (1885), p. 193. 

1411) Monatsber. Ak. Berlin 1872, p. 474. Die beiden Kongruenzen können 
in besonderen Fällen weiter zerfallen, wodurch man alle (2, n) ohne Brennlinien 
mit Ausnahme der (2, 7) erhalten kann. 

1412) L. Godeaux, Nieuw arch. voor wisk. (2) 9 (1910), p. 126; V. Jaroli- 
mek, Casopis 40 (1911), p. 152; H. de Vries, Versl. Ak. Amsterdam 21 (1912), 
p. 599; J. Welsch, Anm. 1522). 8. auch Wisk. opg. (2) 10 (1910), p. 129, 181, 226. 
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IV. Algebraische Regelflächen. 


49. Allgemeine Theorie der algebraischen Regelflächen. a) Die 
Geraden einer Regelfläche (III D 5 (Lilienthal), Nr. 1) heißen auch die 
Erzeugenden derselben. Kurven, die von allen Erzeugenden geschnitten 
werden, heißen Leitlinien der Fläche, insbesondere dann, wenn sie in 
hinreichender Anzahl als gegeben und die Fläche definierend betrachtet 
werden. In eine Ebene abwickelbar sind, wie in der Differentialgeo- 
metrie gezeigt wird (III D 6a (Voss), Nr. 21), die Zylinderflächen, die 
Kegelflächen und die Tangentenflächen der Raumkurven. Diese drei Gat- 
tungen heißen gewöhnlich schlechthin abwickelbar; die übrigen Regelflä- 
chen heißen wöndschief.!*"?) Die Klasse einer windschiefen algebraischen 
Regelfläche A von der n® Ordnung ist ebenfalls »; diese Zahl heißt 
auch der Grad der Regelfläche. Legt man durch eine Gerade g von R 
eine Ebene E, so ist der Restschnitt eine Kurve n — 1'* Ordnung; 
von deren Schnitten mit g ist, wenn g eine windschiefe Erzeugende 
ist, nur einer der Berührungspunkt von E mit WR und zugleich die 
Grenzlage des Schnittes von E mit den Nachbarerzeugenden von 9. 
Die übrigen » — 2 Schnittpunkte gehören der Doppelkurve von Rt an.'*!#) 

Eine Regelfläche kann durch Leitlinien definiert sein, und zwar: 
«) durch drei algebraische Leitlinien der Ordnungen m,n,p; ß) durch 
eine Leitlinie der Ordnung m, die zweimal von der Erzeugenden ge- 
troffen wird, und eine andere der Ordnung n, die einmal getroffen 


sallinie (= Torsalerzeugende — Kuspidallinie) siehe teils IILD 5 (Lilienthal), Nr. 2, 
teils III D 10, Differentielle Liniengeometrie. Es sei nur bemerkt, daß die Regel- 
fläche in allen Punkten einer Torsallinie eine gemeinsame Berührungsebene hat, 
welche die Fläche „längs‘‘ dieser Erzeugenden berührt, während bei einer an- 
deren „windschiefen“ Erzeugenden g die Punktreihe auf ihr und die zugehörigen 
Berührungsebenen eine Korrelation um g (Nr. 6b) bilden, d. h. zueinander pro- 
jektiv sind (UIID 5 (Lilienthal), Nr. 2). Alle Erzeugenden einer abwickelbaren 
Fläche sind Torsallinien. Die Schmiegungsebene eines Kurvenpunktes P be- 
rührt die Tangentenflüche längs der ganzen Tangente von P. Für eine wind- 
schiefe Erzeugende ist der Verteilungsparameter von Null und Unendlich ver- 
schieden; diese beiden Werte kommen den Torsallinien zu. Die algebraischen 
Tangentenflächen werden in III C 9 (Rohn) behandelt und, soweit sie von Raum- 
kurven dritter oder vierter Ordnung abhängen oder zu deren Tangentenflächen 
dual sind, auch in III C 2 (Staude), Abschn. X und XI. Wir haben daher nur 
über die windschiefen algebraischen Regelflächen zu berichten. S. auch Nr. 22 g). 

1414) A. Cayley, Cambr. and Dublin math. J. 7 (1852), p. 171 = Coll. M. 
P. 2 (1889), p. 33. Die Ebenen, die zwei Erzeugende von R enthalten, umhüllen 
eine Fläche, deren Klasse gleich der Ordnung der Doppelkurve von # ist; L. Cre- 
mona— M. Curtze, Grundzüge einer allg. Theorie d. Oberfl., Berlin 1870, p. 54. 


49. Allgemeine Theorie der algebraischen Regelflächen. 1211 


getroffen werden soll. Die Untersuchung des Falles «) begann @. Sal- 
mon“); alle drei Fälle behandelt A. Cayley‘"°) namentlich hinsicht- 
lich der Doppelkurve, welche in die mehrfach zu zählenden Leitkurven, 
in eine Anzahl von Doppelerzeugenden und eine Restkmotenlinie zer- 
fallen kann. O. Rupp zieht auch stationäre Punkte der Leitlinien in Be- 
tracht.!#17) Auch in den größeren Werken über darstellende Geometrie 
pflegt diese Erzeugungsweise erörtert zu werden.!#8) 

Zwei Kurven der Ordnungen m, m’, die in einer («, «‘)-Korrespon- 
denz stehen, erzeugen durch Verbindung entsprechender Punkte eine 
Regelfläche der Ordnung m«’ — m’ «'*!?), insbesondere also zwei wind- 
schiefe gerade Punktreihen, die in (n, k)-deutiger Beziehung stehen, 
eine (besondere) Regelfläche vom Grade n + k.1420) A. Plamitzer er- 


1415) Cambr. and Dublin math. J. 8 (1858), p. 45; Trans. Ir. Ac. 23 (1855), 
p. 461, Treatise on the anal. geom. of 3 dim., Dublin 1862, p. 345. Der Grad 
der Regelfläche ist i. a. 2mnp, wenn die Leitkurven sich nirgends schneiden; 
siehe auch Nr. 4, d). Auch einen Sonderfall von ß) hat er schon behandelt: n — 1. 

1416) Phil. Trans. 153 (1863), p. 453=Coll. M. P.5 (1892), p. 168. Der 
Grad der Regelfläche ist in den Fällen £) und y) der Reihe nach 

4n [m(m —1)+2%h] und 4(m — 2) [6h— m (m — 1)], 
wobei h die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte der Leitkurve ist. Diese Zahlen er- 
geben sich aus den Symbolen G (m, n, p) und G (m®, n) für p oder n=1. Die Mög- 
lichkeiten des Zerfallens der Regelfläche betrachtet er in Phil. Trans. 154 (1864), 
p. 559 = Coll. M_ P.5 (1892), p. 201; hier wird auch das Zusammenrücken zweier 
geraden Leitlinien erörtert, wodurch nach jetziger Ausdrucksweise eine Regelfläche 
entsteht, die in einem parabolischen Strahlennetz enthalten ist. Das Studium dieses 
Gegenstandes wurde von L.Oremona fortgesetzt: Rend. Ist. Lomb. (2) 1 (1868), p. 109. 

1417) Math. Ann. 18 (1881), p. 366. 

1418) 2. B. K. Rohn und E. Papperitz, Darst. de 2 (1896), p. 255; 
3. Aufl. Leipzig 1906, p. 216. An Stelle von Leitlinien können Leitflächen ta 
die von den Erzeugenden berührt werden sollen; z. B. E. Müller, Darst. Geom. 1, 
Leipzig 1908, p. 343. P. Schönemann versucht windschiefe Flächen mit zwei ge- 
raden Leitlinien durch Papierfaltung darzustellen, indem er die windschiefen 
Vierecke, die durch zwei benachbarte Erzeugende bestimmt sind, durch eine 
Diagonale in zwei Dreiecke zerlegt und die Kette aneinanderhängender Dreiecke 
in eine Ebene ausbreitet; Zeitschr. Math. Phys. 28 (1883), p. 243. 

1419) A. Cayley, Trans. Cambr. Phil. soc. 11, II (1869), p. 277 = Coll. M. 
P. 7 (1894), p. 54. Anschließend daran betrachtet A. Sucharda den Fall, daß 
zwei ebene rationale Kurven ohne Spitzen durch zwei projektive Strahlbüschel 
aufeinander bezogen werden; Sitzungsb. Ak. Wien 99, IIa (1890), p. 549. 

1420) Em. Weyr, Abh. böhm. Ges. Wiss. (6) 5 (1871). Umgekehrt ist jede 
Fläche n 4 kter Ordnung mit einer n-fachen und einer %k-fachen Geraden eine 
Regelfläche und läßt sich so erzeugen. Es folgen zahlreiche Sätze über die Be- 
stimmung solcher Regelflächen durch eine hinreichende Zahl von Erzeugenden, 
Punkten und Berührungsebenen, über Kurven auf ihnen, über umschriebene Kegel, 
über Kuspidallinien u. a..m. Die duale Erzeugung bei L. Orelier, L’enseign. 
math. 9 (1907), p. 107. 
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zeugt so Regelflächen''), indem er auf zwei rationalen (ebenen oder 


räumlichen) Kurven projektive Involutionen höheren Grades annimmt 
(oder dual). 


b) Die ebenen Schnitte einer Regelfläche haben alle dasselbe 
Geschlecht P; diese Zahl heißt auch das Geschlecht der Regeltläche.142?) 
Wenn P= 0 ist, heißt die Regelfläche rational; die Koordinaten ihrer 
Punkte können dann als rationale Funktionen zweier Parameter aus- 
gedrückt werden. Die Abbildungen der rationalen Regelflächen auf 
die Ebene untersuchen L. Oremona!+?), A. Armenante“4%), A. Olebsch ee): 
ihre Doppelkurven betrachtet Ch. H. Sisam'42). Mit den Doppelkurven 
beliebiger Regelflächen nt" Grades befaßt sich A. Wiman“"), mit 
Kurven auf ihnen E. Story“), mit ihren Striktionslinien A. Migotti u) 
und J. Majcen‘“*®), mit ihren linearen Kurvensystemen A. Maroni '*?°). 
Regelflächen mit rationaler Doppelkurve konstruiert Em. Weyr.>W) 


1421) Sitzungsb. Ak. Wien 125, IIa (1916), p. 1343; 126, IIa (1917), p. 203; 
ein Sonderfall bei X. Bartel, Paris C. R. 158 (1914), p. 1875. S. auch B. Kalicun, 
Sammelschr. math. naturw. ärztl. Sekt. Sevienko-Ges. 17 (Lemberg 1916). 

1422) H. Schwarz, J. f. Math. 64 (1865), p. 1 oder 67 (1867), p. 23. Hier 
ist auch angegeben, wie die Koordinaten eines Punktes der Regelfläche je nach 
dem Geschlechte derselben durch zwei Parameter ausgedrückt werden können. 

1423) Ann. di mat. (2) 1 (1868), p. 248. Namentlich werden Regelflächen 
mit zwei geraden Leitlinien der Vielfachheit m und n untersucht. Sie haben 
(m —1)(n— 1) Doppelerzeugende. Ihre asymptotischen Linien sind algebraisch 
von der Ordnung 2(m+n—1). Wenn die Leitlinien zusammenrücken, treten 
Modifikationen ein, die insbesondere von H. Mohrmann, Math. Ann. 73, p. 590. 
studiert worden sind. Mit diesem Gegenstand befassen sich auch E. Picard 
(Anm. 319); @. Halphen, Bull. soc. math. Fr. 5 (1877), p. 184; Ch. Bioche, ebenda 
19 (1891), p. 39; @. Pittarelli, Rend. acc. Line. (4) 7, I (1891), p. 391, 452; (5) 3 
(1894), p. 111, 148, 229; V. Snyder, Bull. Am. math. soc. (2) 5 (1899), p. 343. 
Siehe auch c), namentlich Anm. 1437). 

1424) Ann. di mat. (2) 4 (1870), p. 50. 

1425) Math. Ann. 5 (1872), p. 1. 

1426) Am. J. of math. 28 (1906), p. 43. 

1427) Acta math. 19 (1895), p. 63. Wenn nur eine endliche Zahl mindestens 
dreifacher Punkte vorhanden ist, so ist diese Zahl i. a. gleich 

(n — 2), — P(n — 4). 

1428) Johns Hopkins Univ. eirc. 2 (1883), p. 143, 

1429) Sitzungsb. Ak. Wien 80, II (1879), p. 1023. Die Striktionslinie einer 
rationalen Regelfläche n'* Ordnung hat die Ordnung 4(n —1). Über die Strik- 
tionslinien der Flächen zweiter Ordnung s. IIIC 2 (Staude), p. 198. 

14293) Ak. Agram 190 (1912), p. 44. 

1430) Rend. Ist. Lomb. (2) 36 (1903), p. 586. 

1431) Sitzungsb. Ak. Wien 84, II (1881), p. 691. Er geht dabei von ge- 
wissen Punktsystemen auf der gegebenen Doppelkurve aus, 
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Über einseitige Regelflächen schrieb N. Delaunay.“?) Wenn eine al- 
gebraische Raumkurve der Ordnung » und der Klasse m den Rang r 
hat, so ist!#?) die Ordnung ihrer Binormalenfläiche n + m, ihrer 
Hauptnormalenfläcke n + m + r. 

A. Brill erzeugt*”*) rationale Regelflächen, indem er zwei ratio- 
nale Raumkurven eindeutig aufeinander bezieht und entsprechende 
Schmiegungsebenen zum Schnitt bringt. A. Voss definiert Regel- 
flächen n“" Grades, indem er die Kleinschen Koordinaten einer Ge- 
raden als ganze Funktionen n'”" Grades eines Parameters annimmt'!*?). 
Die Koeffizienten gleich hoher Potenzen desselben kann man als Koeffi- 
zienten der Gleichungen von linearen Komplexen, den Fundamental- 
komplexen der Regelfläche, auffassen. E.J. Wilezynski definiert eine 
Regelfläche durch zwei simultane gewöhnliche lineare homogene Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung mit den abhängigen Veränder- 
lichen y und z und deutet ein System von vier unabhängigen Lö- 
sungspaaren y,,2, v=1,.. 4) als homogene Koordinaten eines 
Punktepaares, durch dessen Verbindungslinie eine Regelfläche be- 
stimmt ist.14?®) 

c) Die algebraischen Regelflächen wurden als Schnitte dreier 
algebraischen Komplexe von J. Lüroth“?”), J. Plücker‘®), G. Batta- 


1432) Bull. soc. math. Fr. 26 (1898), p. 43. 

1433) 0. F.E. Björling, Bihang till Vetensk. Ak. Handl. 15, I (1890), Nr. 8. 
S. auch A. Bäcklund, Afh. Ak. Lund 1871, p. 30; R. Sturm, G. V.2, p. 125; 
J. De Vries, Nieuw arch. voor wisk. (2) 10 (1912), p. 1. 

1434) Math. Ann. 36 (1890), p. 230. Eine allgemeine rationale windschiefe 
Fläche n'“® Grades hängt von 4n + 1 Konstanten ab. 

1435) Math. Ann. 8 (1875), p. 54. Der Rang der Fläche ist 2(n —1), die 
Zahl der Erzeugenden, die von der Doppelkurve berührt werden, ist 2(n — 2) 
(n — 3), der Grad der letzteren (n— 1),, die Zahl der dreifachen Punkte (n — 2),, 
der singulären Erzeugenden 2(n — 2). Jedoch ändern sich einige dieser Zahlen, 
wenn die Regelfläche Doppelerzeugende oder Rückkehrerzeugende hat. Für ku- 
bische Regelflächen s. auch J. De Vries, 13 Nederl. Nat. en Geneesk. Congr. 1911, 
p. 145. E. Genty benützt analog Plückersche Koordinaten, Bull. soc. math. Fr. 19 
(1891), p. 70. 

1436) Projective diff. geometry of curves and ruled surf., Leipzig 1906, 
p-. 126. Die weiteren Anwendungen gehören in die Differentialgeometrie und 
beziehen sich auf Eigenschaften, die bei Kollineationen erhalten bleiben. 

1437) J. f. Math. 67 (1867), p. 130. Bestimmung des Ranges, Geschlechtes, 
der Kuspidalerzeugenden. Die Bedingung für die letzteren findet sich auch bei 
F. Klein (Math. Ann. 5 [1872], p. 292); ihre Zahl ist 4p(s— 3), wenn keine 
Doppelerzeugenden vorhanden sind, allgemeiner 2n—2)-+4P. Vgl. auch 
A. Voss, Gött. Nachr. 1873, p. 420; ©. F. E. Björling, Öfversigt Vetensk. Ak. 
Förh. 1888, p. 587; H. @. Zeuthen, A. G., p. 220. 

1438) Ann. di mat. (2) 1 (1867), p. 160. 
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glini“®), hauptsächlich aber von A. Voss!40) behandelt. Einige seiner 
Ergebnisse sind: Bezeichnet man den Grad der Komplexe mit n,,n,, n, 
und setzt, +%, +, =, nn,n, =p, so sind der Rang R (Grad 
der Gleichung der Fläche in Linienkoordinaten) und das Geschlecht 
P (Geschlecht der ebenen Schnitte), falls die Fläche irreduzibel ist 
und d Doppelerzeugende hat, gegeben durch: 
R=2p(s— 2) —2d, P=p(s—4)+1-—d. 

Die dreipunktig berührenden Tangenten bilden ein Strahlensystem der 
Ordnung und Klasse 6p(s — 2); die Kurve der Berührungspunkte der 
vierpunktigen Tangenten hat den Grad 2p(6s — 19); diese selbst 
bilden eine Regelfläche doppelten Grades. Im Fall einer der drei 
Komplexe linear ist, bilden die asymptotischen Tangenten der Schnitt- 
regelfläche R, die dem linearen Komplex angehören, eine abwickel- 
bare Fläche, deren Gratlinie eine asymptotische Linie von R ist, und 
R hat nach dem Satz von Lie (Nr. 11b) (mindestens) eine algebraische 
asymptotische Linie; diese ist i. a. hyperelliptisch, wenn R rational 
ist. Sind zwei der erzeugenden Komplexe linear, so bestimmen sie 
ein Büschel, und R hat in jedem Komplex desselben eine (algebra- 
ische) asymptotische Linie; sie ist von der Ordnung und Klasse 2m}, 
wenn m die Ordnung des dritten Komplexes ist. Diese Regelflächen 
sind in einem Strahlennetz enthalten und heißen deshalb nach H. Mohr- 
mann“) Netzflächen, der ihre Untersuchung von einem anderen Stand- 
punkt‘®) wieder aufgenommen und unvollständige Schnitte in den 
Bereich der Betrachtung einbezogen hat. 

Über die Regelflächen eines Gewindes s. auch -Nr. 11 b). Über 
die Theorie der Regelfläichen im R, und ihre Anwendung auf die 
Regelflächen des R, s. III C 7 (Segre), Nr. 30, 31. 


50. Die windschiefen Regelflächen dritten Grades. Den all- 
gemeinen windschiefen Regelflächen dritten Grades (über Flächen drit 
ter Ordnung überhaupt s. III C 10 (W. Fr. Meyer)) scheint zuerst L. Ore- 


1439) Atti acc. Napoli 4 (1869), Nr. 7 = Giorn. di mat. 10 (1872), p. 58. 
Gleichung der Regelfläche in symbolischer Form. 

1440) Math. Ann. 8 (1875), p. 54; 12 (1877), p. 485. Über die methodi- 
sche Stellung der ersten Arbeit s. Anm. 673). In der zweiten Arbeit werden die 
Bedingungen angegeben, unter denen die asymptotischen Linien einer rationalen 
Regelfläche eines linearen Komplexes algebraisch sind. 

1441) Math. Ann. 73 (1913), p. 571. Namentlich werden die asymptotischen 
Linien der allgemeinen und parabolischen (d. h. in einem parabolischen Netz 
enthaltenen) Netzflächen untersucht. Die ersteren können zerfallen, auch wenn 
die Netzfläche irreduzibel ist. H. Mohrmann gibt Bedingungen dafür an, die 
für rationale Flächen notwendig und hinreichend, für Flächen vom Geschlecht 
p>1 jedoch nur notwendig sind. 
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mona eine besondere Betrachtung gewidmet zu haben!“?). Sie haben 
eine einfache und eine doppelte gerade Leitlinie, die i. a. getrennt 
sind. Daß sie aber auch zusammenfallen können, haben fast gleich- 
zeitig A. Cayley'“?) und M. Chasles'*?) bemerkt. 

In diesem Falle heißt die Regelfläche eine Cayleysche Regel- 
fläche“); bei einer solchen ist die Leitlinie zugleich Erzeugende. 
Trennt man noch die Fälle, wo die beiden Kuspidallinien reell oder 
imaginär sind, so bekommt man (außer den Kegelflächen) drei Arten 
von Regelflächen dritter Ordnung"). Diese sind rational und von 


1442) Atti Ist. Lomb. 2 (1861), p. 291. Er erhält sie durch eine involu- 
torische und eine einfache Punktreihe (auf zwei windschiefen Geraden), die zu- 
einander projektiv sind (der Träger der einfachen Punktreihe wird die Doppel- 
linie) oder durch drei Leitlinien, von denen zwei Gerade sind, die dritte ein 
Kegelschnitt, der eine der beiden Geraden schneidet, oder durch eine Gerade 
und einen Kegelschnitt, die keinen Punkt gemein haben, und aufeinander pro- 
jektiv bezogen sind (J. f. Math. 58 [1861], p. 138). Durch die Doppelpunkte 
der Involution gehen die beiden Kuspidallinien der Fläche, die durch die zwei 
Leitlinien und fünf Erzeugende oder durch die Doppellinie und neun Punkte be- 
stimmt ist (oder dual). In J. f. Math. 60 (1862), p. 313 gibt er Nachträge über 
den Sonderfall, auf den er im Jahre 1861 von A. Cayley aufmerksam gemacht 
worden war, ferner auch über den allgemeinen Fall, z. B. über das Vorkommen 
von Kreisen, Parabeln, gleichseitigen Hyperbeln auf den Regelflächen dritter 
Ordnung. Anschließend an die genannten Erzeugungsweisen hat @. Pittarelli 
die Regelflächen dritter Ordnung mit Hilfsmitteln der Invariantentheorie unter- 
- sucht; Giorn. di mat. 32 (1894), p. 141. 

1443) Paris 0. R. 53 (1861), p. 888, Anm. 

1444) S. auch A. Cayley, Phil. Trans. 154 (1864), p. 559 = Coll. M. P, 
(1892), p. 201. Auch schon früher hatte er sich mit Regelflächen dritter Ord- 
nung befaßt; Phil. Mag. 24 (1862), p. 514 = Coll. M. P. 5 (1892), p. 90; Phil. 
Mag. 25 (1863), p. 528 = Coll. M. P. 5 (1892), p. 110. 

1445) Normalformen ihrer Gleichungen stammen von L. Cremona (Anm 
1442), A. Cayley (Anm. 1444). Durch eine reelle Kollineation kann man eine 
der Formen 


«) (© + y’)z=xy (Zylindroid), 
P) @— y)zr—ay, 
n y-a:— 


erreichen, von denen die letzte eine Cayleysche Fläche mit unendlich ferner Leitlinie 
ist. DieForm ß) entsteht durch geeignete Bewegung eines rechten \WVinkels. Vgl. etwa 
K. Zindler, L. G.2,p. 64. Man erhält eine Cayleysche Fläche auch, wenn man in der 
Erzeugung, die in Anm. 1442) an dritter Stelle genannt ist, die Gerade und den 
Kegelschnitt sich schneiden läßt, aber so, daß der Schnittpunkt nicht entsprechend 
gemein ist. Der Fall zweier reellen Kuspidallinien spaltet sich wieder in zwei, 
wenn die Doppellinie im Endlichen Jiegt: deren Schnittpunkte mit den Kuspidal- 
linien begrenzen eine Strecke, von der entweder das Innere die eigentliche 
Doppellinie, das Äußere eine isolierte Linie ist, oder umgekehrt. Man hatte 
also Anlaß, vier Fälle durch Modelle darzustellen; vgl. M. Schilling, Katalog 
79* 
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13 Konstanten abhängig’). Eine besonders ausführliche Monographie 
über sie hat Em. Weyr geschrieben”). Mit ihren Polarflächen haben 
sich L. Oremona'“?), Em. Weyr““*'), A. Hochheim'“?) befaßt, mit 
metrisch ausgezeichneten Fällen mehrere Autoren '“*), ebenso mit den 
algebraischen Kurven auf ihnen'“°), mit ihrer Abbildung auf eine 
Ebene'#), mit ihren asymptotischen Linien'“?), mit ihren Parameter- 
darstellungen'#®) und mit der Frage, welche von ihnen einseitig und 
welche zweiseitig sind'#%). Die Cayleyschen Flächen, unter denen 


math. Modelle, 6. Aufl., Halle 1905, p. 43. Vgl. auch R. Necodemi, Giorn. di 
mat. 21 (1883), p. 270. Mit Rücksicht auf die Lage zur unendlich fernen Ebene 
unterscheidet F. Severi (Anm. 1454) 19 Typen. 

1446) E. Genty, Anm. 1435); folgt auch mehrfach aus Anm. 1442). 

1447) Geometrie der räuml. Erzeugnisse ein-zwei-deutiger Gebilde, insbe- 
sondere der Regelflächen dritter Ordnung, Leipzig 1870. Auch bei R. Sturm, 
L. G. 1, p. 50 findet man die Haupteigenschaften. Die kubischen Regelflächen 
sind in sich dual; indem die Doppellinie zugleich Achse eines Büschels einfacher 
und die einfache Leitlinie Achse eines Büschels doppelter Berührungsebenen ist. 

1448) Ztschr. Math. Phys. 23 (1878), p. 308, 345; 24 (1879), p. 18. 

1449) @. Bruno, Mem. acc. Torino (2) 24 (1868), p. 327; A. Hochheim, Arch. 
Math. Phys. 53 (1871), p. 350; 55 (1873), p. 35; ©. Beyel, Zeitschr. Math. Phys. 
32 (1887), p. 321; A. N. Godefroy, Nieuw arch. voor wisk. (2) 1 (1894), p. 137; 
J. Mattauch, Progr. Böhm. Leipa 1901: E. Seipka, Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), 
p. 1; P. Ernst, ebenda 17 (1906), p. 309; 19 (1908), p. 148; F. Granat, Progr. 
Realsch. Kostelec 1906; ©. E. Cullis, Bull. Calcutta math. soc. 1 (1912), p. 9, 83; 
V. Masek, Rozpr. Ak. Prag 24 (1915), Nr. 13, Casopis math. 44 (1915), p. 382; 
eine besondere Erzeugungsart behandelt @. Kalkmann, Monatsh. Math. Phys. 9 
(1898), p. 247; in besonderer Weise eingeschriebene Fünfecke- betrachtet @. Kohn, 
ebenda 2 (1891), p. 293. 

1450) M. Chasles (Anm. 1443); A. Clebsch, Math. Ann. 1 (1869), p. 634; 
Em. Weyr (Anm. 1447); @. Halphen, J. &c. polyt. 52 (1882), p. 1, besonders 
ausführlich F. Ferry, Arch. for math. og. naturv. 21 (1899), Nr. 3; Am. J. of 
math. 23 (1901), p. 179. 

1451) A. Olebsch, J. f. Math. 67 (1867), p. 17; L. Oremona, Rend. Ist. Lomb. 
4 (1867), p. 15; B. Klein, Diss. Straßburg 1876; D. Segen, Ak. Agram 117 (1894), 
p. 93; R. Sturm, G. V. 4, p. 295. 

1452) A. Clebsch (Anm. 1451); A. Voss, Math. Ann. 8 (1874), p. 54; die 
asymptotischen Linien sind im Hauptfalle rationale Kurven vierter Ordnung und 
Klasse sechsten Ranges mit zwei stationären Tangenten. Umgekehrt hat zu 
einer gegebenen solchen Kurve @. Frrauenfelder die zugehörige Regelfläche kon- 
struiert, Monatsh. Math. Phys. 15 (1904), p. 299. Bei den Cayleyschen Flächen 
sind die Haupttangentenkurven jedoch von der dritten Ordnung; @. Pittarelli 
(Anm. 1442); V. Snyder (Anm. 1423), mit Zeichnungen. 

1453) Parrod, Revue de math. spec. 17 (1907), p. 201; G. Cotty, ebenda 20 
(1910), p. 558, 576. 

1454) @. Darboux, Legons sur la Th. gen. des surf. 1, Paris 1887, p. 361; 
F. Dumont, Bull. soc. math. Fr. 26 (1898), p. 187; H. Maschke, Trans. Am. math. 
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sich auch Translationsflächen befinden!#°), gestatten eine Gruppe von 
00° projektiven Transformationen in sich!#%). Metrische Eigenschaften 
der Regelflächen dritten Grades fand R. Nicodemi'#°), z. B.: Die 
Mittelpunkte aller ebenen Kegelschnitte einer solchen Fläche bilden 
eine ähnliche und ähnlich gelegene Fläche. Die Striktionslinie einer 
Regelfläche dritter Ordnung, welche die unendlich ferne Ebene nicht 
berührt, ist von achter Ordnung '*°®). 

Nach liniengeometrischen Methoden hat A. Voss die kubischen 
Regelflächen behandelt !#°), 

5l. Die winäschiefen Regelflächen vierten Grades.) a) Eine 
Regelfläche R, vierten Grades kann (abgesehen von den Kegelflächen) 
nur vom Geschlecht eins oder Null sein. Im ersten Fall besteht die 
Doppellinie aus zwei windschiefen Geraden (I), die auch zusammen- 
rücken können (Il), so daß R, dann in einem parabolischen Strahlen- 
netz enthalten ist. Der Fall I kann durch zwei gerade Punktreihen 
erzeugt werden, die in einer Korrespondenz (2, 2) stehen. 


soc. 1 (1900), p. 39; F'. Severi, Atti Ist. Ven. 62 (1903), p. 863. Hiernach tritt 
die Zweiseitigkeit bloß bei einigen besonderen von den 19 Typen (Anm. 1445) auf. 

1455) A. S. Gale, Bull. Am. math. soc. (2) 10 (1904), p. 188. 

1456) 8. Lie, Theorie d. Transformationsgr. 3, Leipzig 1893, p. 195. Da- 
gegen gestatten die übrigen Regelflächen dritten Grades nur 00° projektive 
Transformationen; @. Fano, G. R., p. 27. 

1457) S. Anm. 1445) und J. De Vries, Wisk. opgaven 10 (1907), p. 31. 

1458) A. Adler, Sitzungsb. Ak. Wien 85, II (1882), p. 369. Sie kann in 
eine Ellipse und 6 Minimalgerade zerfallen; J. Krames, ebenda 127, IIa (1918), 
p. 563. Dort auch Sätze über das Zerfallen der Striktionslinie algebraischer 
Regelflächen höherer Ordnung. S. auch Anm. 1429). 

1459) Er geht dabei von einer Parameterdarstellung aus, analog wie bei 
den Regelflächen vierter Ordnung; s. unter Nr. 51a), Gleichung (249). 

1460) Einzelne besondere R, wurden frühzeitig untersucht, z.B. von J. Wallis 
(Anm. 1470); ferner traten solche in der Baukunst auf (vgl. z.B. @. Loria, Darst. 
Geometrie übersetzt von F. Schütte, 2 (Leipzig 1913), p. 238) und wurden dem- 
gemäß auch in Werken über darstellende Geometrie von altersher behandelt, 
ebenso gewisse Konoide, das sind Regelflächen mit einer endlichen und einer 
uneigentlichen geraden Leitlinie. Die allgemeine Theorie der R, beginnt erst 
1861: M. Chasles bemerkte (Anm. 1443) damals, daß die Regelflächen vierten 
Grades 14 Arten bilden; er hat dabei vermutlich die Kegelflächen nicht mitge- 
zählt, wohl aber als besondere Art, wie sie es verdienten, die Tangentenflächen 
der kubischen Raumkurven. A. Cayley fand (Phil. Trans. 154 [1864], p. 559 — 
Coll. M. P. 5 [1892], p. 201) acht Arten und später (Phil. Trans. 159 [1869], 
p. 111 = Coll. M. P. 6 [1893], p. 312) noch zwei, während inzwischen L. Ore- 
mona (Mem. Ist. Bologna (2) 8 [1868], p. 235) die übrigen (samt Bestimmung 
ihres Geschlechtes) gefunden hatte, bis auf eine, die von A. Voss und K. Rohn 
hinzugefügt wurde (Anm. 1462). Eine Übersicht ist auch in R. Sturms L. G. 1, 
p- 52—61 enthalten. Auf diese Darstellung bezieht sich die Numerierung durch 
römische Ziffern. S. auch Anm. 708). 
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Eine rationale R, hat eine Doppelkurve D, dritter Ordnung. 
Diese ist entweder eine eigentliche kubische Raumkurve (,; dann wird 
aus dem System ihrer Bisekanten die R, durch ein Gewinde (III) 
oder durch ein Strahlengebüsch (IV) herausgeschnitten.'#) Oder D, 
besteht aus einem Kegelschnitt X und einer Geraden g, die sich 
schneiden, wobei g entweder (wie K) doppelte Leitlinie sein kann 
(V) oder einfache Leitlinie und zugleich Erzeugende (VI). Oder 
D, kann in drei Gerade zerfallen, von denen eine doppelte Erzeu- 
gende ist und die beiden anderen schneidet, welche Leitgeraden sind. 
Je nachdem die betreffende Art als Sonderfall von I oder II aufge- 
faßt werden kann, wird sie unter VII oder VIII eingereiht. End- 
lich kann D, eine dreifache Gerade g, sein, welche jedenfalls Leit- 
gerade ist. Ist sie als solche dreifach, so können die drei Geraden, 
die durch einen ihrer Punkte gehen, stets in einer Ebene liegen (X) 
oder nicht (IX); im ersten Fall ist noch eine einfache Leitgerade vor- 
handen. Es kann aber g, auch bloß doppelte Leitgerade sein und zu- 
gleich einfache Erzeugende (XI) oder endlich einfache Leitlinie und 
doppelte Erzeugende (XI). Die Arten X und XII stehen in einer 
gewissen Analogie mit den zwei Arten windschiefer Regelflächen dritten 
Grades; IV ist zu IX dual, VI zu XI; die übrigen Arten sind zu sich 
selbst dual. Bei XI ist längs g, (entsprechend dem einmaligen Hin- 
einrücken der Erzeugenden) eine feste Berührungsebene vorhanden, 
während die beiden anderen mit ihrem Berührungspunkt beweglich 
bleiben. Bei XII sind längs g, zwei feste Berührungsebenen vorhanden. 
Diese können aber, worauf zuerst A. Voss und später K. Rohn auf- 
merksam machte"), auch zusammenfallen. Die folgende Tafel gibt 
einen Vergleich zwischen den Numerierungen verschiedener Autoren, 
wobei die Tangentenflächen der kubischen Raumkurven und die Voss- 
schen Flächen keine besondere Nummer erhalten haben. 
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1461) Als Sonderfall von III erscheint auch die Tangentenfläche der (,, 
wenn das Gewinde dasjenige ist, welches zur C, gehört (Nr. 11c). Einen andern 
Sonderfall, wo die beiden Gewinde involutorisch (Nr. 6e) sind, behandelt A. Ter- 
raeini, Rend. Ist. Lomb. (2) 48 (1915), p. 62. 

1462) Math. Ann. 24 (1884), p. 147. Er betrachtet hier die Regelflächen 
vierten Grades mit dreifacher Geraden als Monoide, d.h. als Flächen n** Ord- 
nung mit n— 1-fachem Punkt. Auch A. Voss hatte schon früher diesen Fall (mit 
etwas anderer Kennzeichnung) bemerkt, Math. Ann. 8 (1875), p. 134. 
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A. Voss geht von der Parameterdarstellung der rationalen Regel- 
flächen vierten Grades aus!##?): 


(249) oe; =, +bia+:.. +4 ee a ER, 
wobei die x, Kleinsche Koordinaten sind, und gibt die Beziehungen 


zwischen den Koeffizienten a,,..., e, an, durch welche die verschie- 
denen Klassen der Flächen gekennzeichnet werden. 


b) Die rationalen R, der Klassen III, V, VII, VIIL IX, XI lassen sich 
durch zwei projektiv aufeinander bezögene Kegelschnitte, die reziproken 
dual erzeugen.'*°*) Diese duale Erzeugungsart diente A. Ameseder '*°°) und 
Th.Holgaie'*°°) zum Ausgangspunkt ausführlicherer Untersuchungen; auch 
Th.Reye legt sie zugrunde !##”), Stattderprojektiven Ebenenbüschel zweiter 
Ordnung nimmt J. Cardinaal geeignete projektive Büschel von Flächen 
zweiter Ordnung") und gelangt so zu allen Klassen der R,. Die Reali- 
tätsverhältnisse erörtert für alle Klassen K. Rohn.“°®) Einzelne Klassen 
wurden von mehreren Autoren des breiteren behandelt.!) Kinema- 


1463) Math. Ann. 8 (1875), p. 125. Er befaßt sich ferner namentlich mit 
ihren hyperbolischen Erzeugenden und asymptotischen Linien. Über die Netz- 
flächen vierten Grades siehe auch Anm. 1329) und H. Mohrmann, Anm. 1441). 

1464) L. Cremona (Anm. 1460); A. Clebsch, Math. Ann. 2 (1870), p. 445; hier 
werden entsprechend diesen beiden Erzeugungen zweierlei Abbildungen der Haupt- 
klasse III jener Regelflächen vorgenommen und Kurven auf ihnen untersucht. 
Sonderfälle beider Erzeugungen finden sich schon bei M. Chasles (Anm. 1443). 

1465) Arch. Math. Phys. 65 (1880), p. 239. Z. B. entsteht der Fall IX, 
wenn eine Gerade an zwei Kegelschnitten und einer Trefflinie beider gleitet. 

1466) Amer. J. of math. 15 (1893), p. 344; 22 (1900), p. 27. 

1467) @. L. 2, p. 197, 301. 

1468) Versl. en Meded. Ak. Amsterdam (3) 5 (1888), p. 447; mit Anwen- 
dungen auf metrisch ausgezeichnete Fälle. 

1469) Math. Ann. 18 (1881), p. 138; 28 (1887), p. 284; im Anschluß daran 
erschienen 10 von Rohn hergestellte Modelle der Regelflächen vierten Grades; 
vgl. etwa W.Dyck, Katalog, München 1892, p. 275; M. Schilling, Katalog math. 
Modelle, Halle 1903, p. 94. S. auch Th. Holgate, Anm. 1466). 

1470) Die Klasse V von A. Ameseder, Sitzungsb. Ak. Wien 81, II (1880), 
p. 271; bei einem Sonderfall lassen sich die Erzeugenden zu Quadrupeln anordnen, 
welche windschiefe Vierseite bilden, ebenda, p. 615; eine solche Anordnung ist 
auch bei gewissen Flächen mit drei Doppelgeraden möglich; die Klasse I von 
demselben, Arch. Math. Phys. 65 (1880), p. 73 und von .R. Bricard, Bull. soc. math. 
Fr. 25 (1897), p. 180; @. Fontene, Nouv. Ann. (3) 19 (1900), p. 400 (eine solche 
Fläche kann auf 12 Arten als Einhüllende von Flächen zweiter Ordnung auf- 
gefaßt werden); die Klasse VII von D. Segen, J. f. Math. 112 (1893), p. 39; 
H. Drasch, Sitzungsb. Ak. Wien 101, Ila (1892), p. 171; Sonderfälle der Klasse I 
von ©. Hermes, Festschr. Berlin 1868; @. Huber, Monatsh. Math. Phys. 14 (1903), 
p- 139; V. Simandl, Rozpr. Ak. Prag 24 (1915), Nr. 22, 29 (Zusammenhang mit 
harmonischen Komplexen); die Klasse III in Verbindung mit den biquadratischen 
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tische Erzeugungsweisen metrisch ausgezeichneter Fälle wurden von 
L. Burmester““"), E. M. Blake‘), @. Weinoldt‘*'?) angegeben. C. B. 
Biezeno erzeugt mehrere Arten, indem er vier Punkte einer Geraden 
in vier Ebenen gleiten läßt!**). Eine AR, ist auch der Ort der Punkte, 
deren Verbindungsebenen mit zwei Geraden einen gegebenen Winkel 
einschließen”), Die Normalen einer Fläche zweiter Ordnung in den 
Punkten eines ebenen Schnittes bilden eine Regelfläche vierten Gra- 
des.1470) Gewisse Normalenflächen des Torus sind R, der Klasse VII"), 
Kurven auf den R, betrachtet F. W. Williams.“'®) Die elliptischen 
Funktionen wurden für die Theorie der Flächen vom Geschlechte eins 


Formen von J. Fairon, M&m. soc. Liege (3) 6 (1906), Nr. 1. ©. Pabst behandelt 
(Diss. Marburg 1884 und Arch. Math. Phys. (2) 2 [1885], p. 281, 337) solche R,, 
die durch einen Kegelschnitt X, eine endliche und eine unendlich ferne Gerade 
als Leitlinien definiert sind. Hauptsächlich wird der Fall betrachtet, daß die end- 
liche gerade Leitlinie einer Achse von K parallel ist. Ein Sonderfall hiervon 
kommt als Begrenzungsteil beim conocuneus (Kegelkeil) von J. Wallis vor; Opera 
math. 2, 2. Aufl, Oxoniae 1693, p. 679. 

1471) Zeitschr. Math. Phys. 33 (1888), p. 337. Eine Strecke, die mit ihren 
Endpunkten auf zwei windschiefen Geraden gleitet, beschreibt eine R,, die er 
Wringfläche nennt. Sie wird auch von einer Geraden erzeugt, die mit einem 
Kreiszylinder fest verbunden ist, der auf der Innenseite eines anderen mit dop- 
peltem Halbmesser rollt. Siehe auch E. M. Blake, Amer. J. of math. 22 (1900), 
p. 146. 

1472) Amer. J. of math. 21 (1899), p. 257. Wenn zwei kongruente Kegel- 
schnitte auf einander rollen, so daß sie sich stets in entsprechenden Punkten be- 
rühren, so ist der Ort einer Geraden, die vom bewegten System mitgeführt wird 
und die zu seiner Ebene weder senkrecht noch parallel ist;' eine Regelfläche 
vierten oder dritten Grades, je nachdem die Kegelschnitte Mittelpunkte haben 
oder Parabeln sind. Im ersten Fall besteht die Doppellinie aus einem unendlich 
fernen reellen Kreis und einer ihn schneidenden Geraden. 

1473) Zeitschr. Math. Phys. 52 (1905), p. 299. Die in den Anm. 1471) und 
1472) erwähnten Bewegungen lassen sich als Sonderfälle des Kurbelgetriebes auf- 
fassen. Noch zwei andere Fälle ergeben R,, nämlich das gleichschenklige Doppel- 
kurbelgetriebe (von einem Deltoid ist die eine Seite fest) und das Schleifschieber- 
getriebe (der eine Schenkel‘eines beweglichen rechten Winkels geht stets durch 
einen festen Punkt, während ein Punkt des anderen Schenkels auf einer Geraden 
des festen ebenen Systems gleitet). 

1474) Nieuw arch. voor wisk. (2) 11 (1915), p. 329. Auch schon R. Sturm 
erzeugt so (L. G. 2, p. 304) eine R, der Klasse III. 

1475) L. Heffter, J. f. Math. 115 (1895), p. 1. 

1476) Z.B. R. Nicodemi, Atti acc. Pontaniana 1896, Nr.5. Sie gehört i. a. 
zur Klasse III, in Sonderfällen (soweit sie nicht zerfällt) zur Klasse V. 

1477) E. Müller, Arch. Math. Phys. (8) 26 (1918), p. 73; J. Krames, Sitzungsb. 
Ak. Wien 128, IIa (1919), p. 623. 

1478) Proc. Amer. Ac. 36 (1900), p. 19. Vgl. auch E. Story, Johns Hopkins 
Univ. eirc. 2 (1883), p. 143. 
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verwertet.) Durch Projektion aus dem vierdimensionalen Raume 
werden einige Arten der R, von @. Bordiga erzeugt.'*?°) 


52. Die windschiefen Flächen höheren als vierten Grades. 
a) Die windschiefen Regelflächen fünften Grades (die R,) untersuchte 
H. A. Schwarz.““®!) Ihr Geschlecht kann Null, eins oder zwei sein. 
Im letzten Fall hat die Fläche eine dreifache und eine zweifache ge- 
rade Leitlinie, die auch zusammenrücken können; im zweiten Fall ist 
die Doppelkurve i. a. eine Raumkurve fünften Grades, kann aber auch 
in verschiedener Weise zerfallen. Unter den rationalen R, bilden den 
allgemeinsten Fall diejenigen, welche eine Raumkurve sechsten Grades 
mit einem dreifachen Punkt als Doppelkurve haben; diese kann aber 
auch in mannigfacher Weise zerfallen‘) oder aus einer vierfachen 
Geraden bestehen.) H. A. Schwarz findet hinsichtlich der Natur 
der Doppelkurve 17 Typen (hiervon 11 rationale), denen V. Snyder noch 
einige hinzugefügt hat.'*#*) Jede rationale R, hat drei komplanare Erzeu- 
gende.!#) Mit den Kurven auf den R, befaßt sich W. F. Williams.'?°) 

b) Die Einteilung der Regelflächen R, sechsten Grades wurde 
von .J. Bergstedt‘?) und K. Fink®) begonnen, von A. Wiman fort- 


1479) A. Harnack, Math. Ann. 13 (1878), p. 49; L. Rouyer, Ann. fac. se. 
Toulouse (2) 2 (1900), p. 163. Die Geraden lassen sich zu windschiefen Vierseiten 
anordnen. Die asymptotischen Linien sind von der achten Ordnung. 

1480) Atti Ist. Ven. (7) 8 (1897), p. 420. 

1481) J. f. Math. 67 (1867), p. 23. Die Erzeugung der rationalen R, ge- 
schieht hier durch die Schnittlinien entsprechender Berührungsebenen zweier 
rationalen abwickelbaren Flächen, für welche die Summe der Klassen fünf ist 
Er erwähnt aber auch die dualen Erzeugungsweisen: Durch eine Gerade und 
eine rationale Kurve vierter Ordnung, die eindeutig auf einander bezogen sind; 
oder analog durch einen Kegelschnitt und eine Kurve dritten Grades; oder durch 
zwei Kurven dritten Grades, die einen Punkt entsprechend gemein haben oder 
durch eine Gerade und eine rationale ebene Kurve dritten Grades, die ein-zwei- 
deutig aufeinander bezogen sind. Siehe auch Anm. 707) und V. Snyder, Bull. 
Amer. math. Soc. (2) 8 (1902), p. 293. . 

1482) Z. B. in drei Kegelschnitte mit einem gemeinsamen Punkt. Diesen 
Fall hat auch V. Snyder untersucht; Bull. Amer. math. Soc. (2) 9 (1903), p. 236. 

1483) Diesen Fall erhält B. Kalicun durch zwei ein-vierdeutige Punktreihen 
oder Ebenenbüschel; Sitzungsb. Akad. Wien (120) Ila 2 (1911), p. 1299; (121) lIla 2 
(1912), p. 2351. 

1484) Nämlich solche, die durch Zusammenrücken zweier oder aller in Anm. 
1482) erwähnten Kegelschnitte entstehen; Bull. Amer. math. soc. (2) 11 (1905), 
p. 182. 

1485) Ch. H. Sisam, Bull. Amer. math. soc. (2) 10 (1903), p. 32. 

1486) Bull. Amer. math. soc. (2) 17 (1911), p. 304; Amer. J. of math. 34 
(1912), p. 421. 

1487) Diss. Lund 1886. 

1488) Diss. Tübingen 1887. 
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gesetzt!) und am vollständigsten von V. Snyder“®) durchgeführt, 
der hinsichtlich der Doppelkurve 120 Typen (mit über 200 Arten) 
unterscheidet. Die Einteilung der Regelfläehen siebenten Grades mit 
(mindestens) einer geraden Leitlinie unternahm (©. H. Sisam !'). Be- 
sondere Regelflächen der Ordnungen 2n, 3n hat ©. Beyel‘“°) unter- 
sucht. Der geometrische Ort der Hauptachsen eines Büschels von Flä- 
chen zweiter Ordnung ist eine Regelfläche neunter Ordnung'*”?). Ge- 
wisse windschiefe Flächen höheren Grades betrachten De la Gour- 
nerie““3), W. Hespe'”*), A. Emch'*®). 


V. Anhang. 


53. LiniengeometrischeKonnexe. Als Konnex definiert A.Clebsch '*?°) 
ursprünglich ein Gebilde, das durch eine Gleichung f(z,, u,) = 0 zwi- 
schen Punkt- und Linienkoordinaten in einer Ebene dargestellt wird. 
Später hat man so überhaupt Gebilde bezeichnet, die durch Gleichungen 
. zwischen den Koordinaten mehrerer Raumelemente dargestellt werden, 
wobei auch gleichartige Elemente mehrmals verwendet werden können 
Wir befassen uns nur mit Konnexen, in deren Gleichungen auch räum- 
liche Linienkoordinaten auftreten. 


1489) Diss. Lund 1892. Er betrachtet die R, als Angehörige eines tetrae- 
dralen oder eines linearen Komplexes, den er auf den Punktraum abbildet, und 
findet 118 Typen. 

1490) Amer. J. of math. 25 (1903), p. 59, 85, 261; 27 (1905), p. 77, 173. Bei 
den rationalen R, kann die Doppelkurve bis zur 10. Ordnung ansteigen, aber 
auch in mannigfacher Weise aus einfach oder mehrfach zu zühlenden Bestand- 
teilen niedrigerer Ordnung sich zusammensetzen. Für die Geschlechter 1, 2, 3 
kann die Ordnung der Doppelkurve bzw. bis auf 9, 8, 7 steigen. Bei den Regel- 
flächen der Ordnung 2n ist (n — 1)* das höchste Geschlecht, das auftreten kann. 
Die Knotenlinie besteht dann aus zwei n-fachen Geraden, die auch zusammen- 
rücken können. 

1491) Am. J.-of math. 29 (1907), p. 48. 

1492) J. Cardinaal, Versl. Ak. Amsterdam 13 (1905), p. 411, 537; K. Bes, 
ebenda, p. 730. 

1493) Recherches sur les surf. regl. tetr., Paris 1867; mit Noten von 
4A. Cayley = Coll. M. P. 7 (1894), p. 48; s. auch Quart. J. of math. 14 (1877), 
p. 249 = Coll. M.P. 10 (1896), p. 79. Es handelt sich um Flächen achter Ordnung. 

1494) Diss. Marburg 1886; Leitlinien sind eine uneigentliche Gerade und 
zwei Kegelschnitte in besonderer Lage. V. Simandl findet ein Konoid 5. Grades 
als Ort der Scheitel aller Paraboloide durch zwei Gerade, Casopis 42 (1913), 
p. 155; W. Mantel untersucht den Ort der Achsen der Drehzylinder durch vier 
feste Punkte, Nieuw arch. voor wisk. (2) 8 (1909), p. 465. 

1494a) Proc. nat. ac. sc. 5 (1919), p. 222; Am. J. of math. 42 (1920), p. 189. 

1495) Nachr. Ges. Göttingen 1872, p. 429 — Math. Ann. 6 (1873), p. 203; 
V.G.1, p. 936. 
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E. Bonsdorff betrachtete) eine Gleichung 

(250) f(x,, 2,) = 0 (Ver, 6) 

zwischen Punkt- und Linienkoordinaten, die in den x, homogen vom 
Grade m und in den p, homogen vom Grade n ist. Sie sondert aus 
den oo’ Figuren „Punkt und Gerade“ 0° solche Figuren aus. Einem 
Punkt entspricht ein Linienkomplex, einer Geraden eine Fläche. Das 
ganze Gebilde nennt er Strahlenkonnex. Die Figuren, die zwei oder 
mehreren solchen Konnexen gemein sind, nennt er der Reihe nach 
erste, zweite, ... Koinzidenz. In der ersten Koinzidenz gibt es oo° 
Konjugatelemente, d.h. solche, deren Punkt und Gerade inzident sind. 
Die sechste Koinzidenz besteht i. a. nur mehr aus einer endlichen 
Zahl von Figuren. Diese Untersuchungen wurden von E. Veneroni”) 
fortgesetzt. Alle linearen Komplexe, die im Falle eines bilinearen 
Konnexes den sämtlichen Punkten entsprechen, bilden ein lineares 
System. Je nach der Natur desselben unterscheidet er verschiedene 
Arten von Konnexen und gibt Normalformen ihrer Gleichungen an. 
Ein Punkt A hat in seinem entsprechenden Komplex eine Nullebene 
«; aber einer Ebene « entsprechen so drei Punkte A, so daß ein höheres 
Nullsystem entsteht (Nr. 54), das durch oo Konnexe erzeugt werden 
kann. Die Geraden, welche die Nullpunkte derselben Ebene verbinden, 
bilden eine Kongruenz (2, 3). Wenn A eine Gerade beschreibt, so 
umhüllt « einen Kegel zweiten Grades; wenn A eine Ebene beschreibt, 
umhüllt « eine Fläche dritter Ordnung mit vier Knotenpunkten. Die 
Punkte, deren entsprechende Komplexe singulär sind, liegen auf einer 
Fläche zweiten Grades. Wenn « ein Ebenenbüschel beschreibt, so 
liegen die entsprechenden Punkte auf einer Fläche zweiten Grades F,,. 
Alle diese F, bilden ein lineares System mit fünf Grundpunkten. 
Diesen entsprechen solche Strahlengebüsche, deren Achsen durch’ sie 
gehen.'i?®) Die zu (250) dualen Gebilde, die Konnexe zwischen Ebenen 
und Geraden, hat A. Del Re betrachtet.'?”) 


1496) Bull. ac. Petersb. 27 (1881), p. 560. Insbesondere wird der bilineare 
Strahlenkonnex (m—=n= 1) untersucht. 

1497) Mem. acc. Torino (2) 51 (1902), p. 115. Es werden auch die Schnitte 
mehrerer Konnexe und Konnexbüschel betrachtet, was zu Komplexen vierten 
Grades führt. Einen Teil seiner Untersuchungen hat er auf den R, ausgedehnt; 
Rend. circ. mat. Palermo 26 (1908), p. 387; ebenso K. Ogura, Töhoku math. J. 14 
(1918), p. 28. Hier finden sich Zusammenhänge mit Berührungstransformationen 
und Punkt-Ebenensystemen. Zwei bilineare Konnexe führen zu einem kubischen 
Komplex. 

1498) Einen Teil dieser Gegenstände hat auch E. Kasner behandelt; Trans. 
Amer. math. soc. 4 (1903), p. 213. 

1499) Rend. acc. Napoli (2) 2 (1888), p. 349; Giorn. di mat 28 (1890), p. 257. 
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U. Masoni"?) sondert aus den oo® Figuren, die durch (250) defi- 
niert werden, die Konjugatelemente aus und erhält so einen Kegel- 
konnex"°") (komischen Konnex), in dem also einem Punkt ein Kegel 
vom Grade » entspricht und einer Geraden eine Gruppe von m Punkten 
auf ihr; m nennt er die Ordnung und n den Grad des Konnexes. 
Neue Örter ergeben sich aus folgenden Aufgaben: Den Ort der Punkte 
zu finden, für deren Konnexkegel eine gegebene Invariante r*" Grades 
Null wird; den Ort der Geraden zu finden, für deren Punktgruppen 
eine ebensolche Invariante verschwindet. Nach symbolischen Methoden 


ergibt sich, daß der erste Ort eine Fläche der Ordnung 7 (2n + m) 


ist, der zweite Ort ein Komplex des Grades — (m + 2n). Singulär 


heißen solche Punkte, denen ihr ganzes Bündel entspricht, und solche 
Gerade, denen alle ihre Punkte entsprechen. Für m =1 ist der Ort 
der singulären Geraden eine Kongruenz der Ordnung n(n + 1), der 
Klasse "+ n-+ 1, fürm=2i.a. eine Regelfläche, für m = 3 eine 
endliche Zahl von Geraden. Wenn ein konischer Konnex vom Grad 
n eine Kongruenz singulärer Geraden hat, so ist deren Ordnung höch- 
stens n(n + 1). Erreicht sie diesen Wert, so heißt der Konnex speziell 
und ist durch jene Kongruenz völlig bestimmt. Alle Strahlenkon- 
oruenzen zweiter Ordnung ohne Brennlinien, deren Klasse höher als 
zwei ist, können als singuläre Kongruenzen von Kegelkonnexen ersten 
Grades betrachtet werden, wodurch Anwendungen auf jene Kongruenzen 
möglich werden.'?!!) 

E.von Weber bestimmt 00° Geradenpaare durch eine,Gleichung ??0?) 
(251) Fa, y,) — 0 
wobei sowohl die x, als die y, Kleinsche Linienkoordinaten sind. 
Dieses Gebilde nennt er Linienkonnex. Der Schnitt zweier solchen 


Konnexe (00° gemeinsame Paare) heißt Koinzidenz. 
D.M. Sintzow betrachtet!) eine Gleichung 


(252) Fa, Pa 4) = 0 v=1,..,„4i=1,..,6) 


1500) Rend. acc. Napoli 22 (1883), p. 145. Der Konnex (250) hat oo*® Figuren 
mit einem zweiten der Ordnung m’ und des Grades n’ gemein, deren Geradenort 
ein Komplex vom Grade mn’ -+ m’n + mm’ ist. Eine Verallgemeinerung auf den 
R,„ bei ©. H. Sisam, Atti Torino 46 (1911), p. 371. 

1501) Das erste Beispiel eines solchen Gebildes tritt bei @. Battaglini auf 
(Anm. 108). 

1502) Nachr. Ges. Göttingen 1896, p. 282. Dabei heißt N'x,y,—0 der 
Hauptkonnex, sein Schnitt mit einem anderen Konnex die Hauptkoinzidenz des 
letzteren. Es folgen Anwendungen auf die Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung. 

1503) Samm!. d. Mitteil. d. math. Ges. Charkow (2) 8 (1904), p. 210. 
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zwischen den Koordinaten eines Punktes, einer Geraden und einer 
Ebene, auch mehrere solche Gleichungen. Ist insbesondere die Glei- 
chung bezüglich jeder Art von Koordinaten linear, so heißt das Ge- 
bilde ein Zrilinearer Konnex.'?'*) 

Eine bilineare Gleichung zwischen den Koordinaten zweier Ge- 
raden 


(2528) Ie,,p,q, = 0 (9 s=1,...6) 


definiert einen bilinearen Konnex von Geradenpaaren. Diese Gebilde wur- 
den von ©. L. E. Moore und A. B. Phillips”**), ferner von O. Segre'?%») 
untersucht. 


54. Höhere räumliche Nullsysteme. Der Begriff des Nullsystems 
wurde so verallgemeinert: Wenn die Punkte und Ebenen einander so 
zugeordnet werden, daß einem Punkt i. a. eine endliche Zahl « durch 
ihn gehender Ebenen entsprechen und einer Ebene ebenso ß in ihr 
liegende Punkte, so heißt das so entstehende Gebilde ein räumliches 
Nullsystem, oder wenn man es vom gemeinen Nullsystem (Nr. 6) unter- 
scheiden will, ein höheres Nullsystem. Punkte, denen unendlich viele 
Ebenen entsprechen, heißen singulär, ebenso Ebenen, denen unendlich 
viele Punkte entsprechen. Durch die Punkte und die zugeordneten 
Ebenen des Nullsystems sind 00° Strahlbüschel bestimmt; die Zahl, 
welche angibt, wie vielen solchen Büscheln eine beliebige Gerade i. a. 
angehört, wird mit 7 bezeichnet. Die drei Zahlen «, ß, y heißen 
Charakteristiken des Nullsystems.!°®) 

Die Klasse der abwickelbaren Fläche, die von den Nullebenen 
der Punkte einer Geraden umhüllt wird, ist «+ y; ebenso groß ist 
die Ordnung der Fläche, die von den Nullpunkten, der Ebenen eines 
Bündels gebildet wird. Dual ist 8 + sowohl die Ordnung der Kurve, 
die von den Nullpunkten der Ebenen eines Büschels gebildet wird, 
als auch. die Klasse der Fläche, die von den Nullebenen der Punkte 
eines Feldes umhüllt wird.!5%) Ist insbesondere & = ß, so nennt man 


1504) Mit diesem Fall befaßt sich auch L. Godeaux, Bull. ac. sc. Beige 
1909, p. 1161. 

1504) Proc. Amer. ac. of arts and sc. 53 (1918), p. 419. 

1504b) Rend. eirc. mat. Palermo 44 (1920), p. 139. Namentlich wird hier 
der Fall behandelt, daß die Determinante |c,,| schiefsymmetrisch ist. Einer 
Geraden entspricht ein linearer Polarkomplex. Die Geraden, deren Polarkom- 
plexe speziell sind, bilden i. a. einen tetraedralen Komplex. 

1505) Beim gemeinen Nullsystem ist e=ß=1, y=0 und die o0° Strahl- 
büschel enthalten nur 00° Gerade, während sonst die Strahlbüschel eines Null- 
systems oo‘ Gerade enthalten. 

1506) R. Sturm, Math. Ann. 28 (1887), p. 277; L. G. 1, p. 735—81. 
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e+y=ß+y=n auch den Grad des Nullsystems und spricht bei 
n —= 2,3 von quadratischen, kubischen Nullsystemen. 


Das erste Beispiel eines höheren Nullsystems gab L. Oremona!?"”). 
A. Voss stellt die Gleichung auf 50%) 


(258) PX) + OF -W+RZ-N=0, 


wobei P, @, R Funktionen von &, y, z sind, so daß dem Punkt x, y, z 
eine oder mehrere Ebenen zugeordnet werden, je nachdem P,Q, R 
ein- oder mehrdeutig sind. Er nennt dieses Gebilde ein allgemeines 
Nullsystem oder ein Punktebenensystem und untersucht besonders den 
Fall, daß P, Q, R lineare Funktionen von x, y, 2 sind.!?0°) 

Mehrere höhere Nullsysteme wurden von R. Sturm?!) angegeben, 
'z. B.: Wenn ein Dreiflach gegeben ist, kann jeder Ebene der Schwer- 
punkt des Dreiecks zugeordnet werden, in dem sie das Dreiflach 
schneidt (e=ß=1, y=2). Eine Kollineation zwischen zwei 
Räumen führt in jedem Raum zu einem Nullsystem der Strahlbüschel, 
die ihren entsprechenden gleich sind (e=6, ß=2, y—=4). Ein 
quadratischer Komplex bestimmt ein Nullsystem, indem jeder Ebene 
der Mittelpunkt ihrer Komplexkurve zugeordnet wird. Wenn man 
bei einer Korrelation die Punkte und Ebenen einander zuordnet, zu 
denen derselbe Wechselstrahl‘!#) gehört, erhält man ein kubisches 
Nullsystem. Ein zweifach unendliches System von Raumkurven '!!) 
führt zu einem Nullsystem, indem jedem Punkt die Schmiegungsebenen 
der durch ihn gehenden Kurven des Systems zugeordnet werden; 
ebenso ein einfach unendliches System von Flächen, indem jedem 
Punkt die Berührungsebenen der durch ihn gehenden Flächen zuge- 
ordnet werden. 


1507) Paris C. R. 54 (1862), p. 604. Es ist durch eine Raumkurve vierter 
Ordnung erster Art mit einer Spitze definiert. 

1508) Math. Ann. 16 (1880), p. 556. 

1509) Math. Ann. 23 (1884), p. 76. Der gemeinsame Verschwindungspunkt 
von P, Q, R ist singulär und heißt Mittelpunkt des Systems. Die weitere Unter- 
suchung bezieht sich auf differentialgeometrische Eigenschaften. Ebenda (p. 359) 
bat er die rationalen algebraischen Punktebenensysteme behandelt, die in homo- 
genen Koordinaten durch die Gleichung 


Duß=0 (d=h..,4 
definiert werden, bei denen die f; homogene Funktionen n** Ordnung der x; sind, 
welche die Beziehung S'a,f; — 0 erfüllen. 
1510) Math. Ann. 19 (1882), p. 477; 28 (1887), p. 277; L. @. 1, p. 78; 6. V. 


4, p. 461. 
1511) Z. B. die in Nr. 39d, x) erwähnten kubischen Raumkurven. 
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Das allgemeine quadratische Nullsystem wurde von A. Ameseder 
behandelt.'?!?) Es hat als singuläre Elemente eine Ebene, einen Punkt, 
in ersterer die Punkte einer Kurve (, zweiter Ordnung und durch 
letzteren die Ebenen eines Büschels X, zweiter Ordnung. Ein aus- 
gezeichnetes quadratisches Nullsystem wird durch eine Fläche F, 
zweiter Ordnung bestimmt, indem jeder Ebene der Mittelpunkt ihres 
Schnittes mit F, zugeordnet wird.!°'?) Ein anderer Sonderfall ist das 
Richtnulisystem von L. Burmester.”°“*) Die birationalen Nullsysteme 
(«= ß=1) wurden im Zusammenhang mit den birationalen Rezi- 
prozitäten von @. Lazzeri'”'®), D. Montesano®'°), J. D. Vries'°'”) unter- 
sucht. Andere Nullsysteme behandeln F\. Krieg v. Hochfelden'®'®), E. 
Meyer'®'®), H. De Vries'°?®), J. De Vries'??). 





1512) J. f. Math. 97 (1884), p. 62. Liegen insbesondere C, und K, per- 
spektiv, so erhält man das polare quadratische Nullsystem, das auch durch ein 
Büschel von Flächen zweiter Ordnung definiert werden kann, die sich längs eines 
Kegelschnittes berühren, wenn jedem Punkt die Berübrungsebene der durch ihn 
gehenden Fläche zugeordnet wird. Allgemeinere Büschel und die entsprechen- 
den Nullsysteme betrachtet J. Wolff, Nieuw arch. voor wisk. (2) 9 (1911), p. 85. 

1513) Dieses Nullsystem wurde, im Fall F', eine Mittelpunktsfläche ist, von 
H. E. Timerding ausführlich untersucht; Ann. di mat. (3) 2 (1899), p. 239. Der 
Nullpunkt einer Ebene liegt auf der Verbindungslinie ihres Poles mit dem Mittel- 
punkt von F,. Die Nullebene eines Punktes ist parallel zu seiner Polarebene. 
Das Nullsystem ändert sich nicht, wenn man F', durch eine konzentrische ähnliche 
und ähnlich liegende Fläche ersetzt, und kann als das polare System (Anm. 1512) 
dieses Büschels aufgefaßt werden. Ändert man jedoch F, in einem System kon- 
fokaler Flächen, so beschreibt der Nullpunkt einer festen Ebene eine Gerade. 

1514) Ztschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 128. Es ist durch zwei affine 
Systeme bestimmt, indem man durch jeden Punkt die Ebene legt, die auf der 
Verbindungslinie mit dem entsprechenden Punkte senkrecht steht. 

1515) Rend. acc. Linc. (4) 2II (1886), p. 73. 

1516) Rend. acc. Linc. (4) 4I (1888), p. 583. 

1517) Versl. Ak. Amsterdam 21 (1912), p. 1061, 1070. Sie haben eine Kurve 
singulärer Punkte vom Grade y(y-++1), die für „> 2 zerfällt, ferner eine Kon- 
gruenz singulärer Geraden. ' 

1518) Sitzungsb. Ak. Wien 97, IIa (1888), p. 806. Drei kollineare Räume 
bestimmen ein Nullsystem, indem man jeden Punkt des einen Raumes mit den 
beiden entsprechenden durch eine Ebene verbindet. Hier wird insbesondere der 
Fall betrachtet, daß die Raumkurve sechster Ordnung, in deren Punkten sich 
drei entsprechende Strahlen treffen (und analog das duale Gebilde), in vier Ge- 
rade mit ihren Transversalen zerfällt. Dann läßt sich das kubische Nullsystem 
unmittelbar durch vier Gerade bestimmen, die in zwei Paare geschieden sind, 
indem einem Punkte die Verbindungsebene der beiden Transversalen zu den Paaren 
zugewiesen wird. Dasselbe Nullsystem untersucht auch J. C. Kluyver (Anm. 46). 

1519) Math. Ann. 60 (1905), p. 242. Es ist ein Sonderfall des quadratischen 
Nullsystems, der sich aus der kinematischen Erzeugung des gemeinen Nullsystems 
durch Verallgemeinerung ergibt. 
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Durch eine Strahlenkongruenz ist ein Nullsystem bestimmt, in- 
dem jedem Punkt alle Verbindungsebenen der durch ihn gehenden 
Kongruenzstrahlen zugeordnet werden, und dual entsprechend.%2®) 


1520) Versl. Akad. Amsterdam 21 (1912), p.309. Durch eine biquadratische 
Raumkurve erster Art ist ein Nullsystem bestimmt, weil durch einen Punkt zwei 
Bisekanten gehen («=1, ß—=3, y=2); Nieuw arch. voor wisk. (2) 10 (1913), 
p. 258. Auch durch zwei kubische Raumkurven ist analog ein Nullsystem be- 
stimmt @—=1,ß=9,y=6). 

1521) Versl. Ak. Amsterdam 25 (1916), p. 954; 26 (1917), p. 1492. 

1522) R. Schumacher, Diss. München 1885. Das Nullsystem, das aus der 
Kongruenz (4, 4, 4) der gemeinsamen Tangenten zweier Flächen zweiten Grades 
so entsteht, hat J. Welsch untersucht; Diss. Erlangen 1912. 


(Abgeschlossen im April 1921.) 


(Die seit 1914 erschienene Literatur war dem Verfasser nicht vollständig 
zugänglich.) 


Leider muß der geplante Artikel über „Differentielle Liniengeo- 
metrie“, ebenso wie der über die „Benutzung höherer Raumelemente“, 
wegen der Ungunst der Zeitverhältnisse im Interesse baldigen Ab- 
schlusses des Gesamtunternehmens nach den Beschlüssen der akade- 


mischen Kommission vom September 1922 wegfallen. 
Die Redaktion. 


1I1 09. ALGEBRAISCHE RAUMKURVEN UND 
ABWICKELBARE FLÄCHEN. 


Von 
K. ROHNT un L. BERZOLARI*) 
IN LEIPZIG IN PAVIA. 
Inhaltsübersicht. 


I. Definition und Darstellung einer algebraischen Raumkurve und die 
grundlegenden Eigenschaften, die sich daraus,ergeben. 


1. Allgemeine Definition. 

2. Algebraische Raumkurven als Schnitte mehrerer algebraischer Flächen und 
als birationale Transformierten ebener algebraischer Kurven. 

3. Die monoidale Darstellung. 

4. Darstellung einer Kurve vermittels des Komplexes ihrer Treffgeraden. 

5. Darstellung einer Kurve durch eine Schar von Kegelflüchen, die durch sie 
gelegt werden können. 


II. Das Geschlecht und die Kegel durch die von einem Punkte aus- 
gehenden Sehnen. 


6. Das Geschlecht einer Raumkurve. 
7. Das Maximalgeschlecht einer Raumkurve von gegebener Ordnung. 
8. Geschlecht einer auf einer Regelfläche (speziell auf einem Kegel) liegenden 
Kurve. 
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III. Die singulären Punkte. 


10. Zweige einer algebraischen Raumkurve. 

11. Auflösung der Singularitäten. 
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16. Bildung höherer Singularitäten aus den gewöhnlichen. 


*) Anm. der Redaktion: Das unvollständige, mitten im Satz abbrechende 
hinterlassene Manuskript Rohns ist in dankenswerter Weise von Herrn Prof. Ber- 
zolari überarbeitet, ergänzt und wesentlich erweitert worden, so daß der jetzt 
vorliegende Artikel seinem Umfange nach auf ein mehrfaches des von Rohn 
vorgesehenen Referates angewachsen ist. Insbesondere stammen auch die Ab- 
schnitte über spezielle Raumkurven von Berzolari her. — Die Übersetzung aus 
dem Italienischen haben in der Hauptsache die Herren Stud. Streckeisen (Basel) 
und Studienrat Hantke (Ratibor) besorgt. 
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Klassifikation der Raumkurven; die &esamtheit der Raumkurven RP. 
Vorläufige Bemerkungen über die Bestimmung einer Kurvengattung. 
Kurvenfamilien und Konstantenzahl. 

Exkurs über die Familien von ebenen algebraischen Kurven. 
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Das Problem bei M. Noether. 

Fortsetzung; weiteres über die Bestimmung der Konstantenzahl. 

Das Problem bei F. Severi. 
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VII. Erzeugungen von Raumkurven. 
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I. Definition und Darstellung einer algebraischen Raumkurve 
und die grundlegenden Eigenschaften, die sich daraus ergeben. 


1. Allgemeine Definition. Um auf die allgemeinste Weise eine 
algebraische Raumkurve zu definieren), betrachtet man zwischen den 
projektiven Koordinaten x, y, 2 eines Raumpunktes ein System von 


1) Diese Definition, ein Spezialfall der allgemeinen Definition einer alge- 
braischen Mannigfaltigkeit eines linearen n-dimensionalen Raumes, stammt aus 
den allgemeinen Untersuchungen von L. Kronecker, Grundzüge einer arithme- 
tischen Theorie der algebraischen Größen, Festschr. zu Herrn Ernst Eduard 
Kummers fünfzigjährigem Doktorjubiläum, Berlin 1882 = J. f. Math. 92 (1881), 
p. 1 = Werke 2, Leipzig 1897, p. 237. Vgl. auch J. Molk, Acta math. 6 (1883), 
p.1; J. König, Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen Größen, 
Leipzig 1903 (ungarisch 1902), p. 199 ff.; B. L. van der Waerden, Math. Ann. 96 
(1926), p. 183. Auch die algebraisch-arithmetische Definition des irreduziblen 
Gebildes, der Dimension eines Gebildes, des allgemeinen Punktes usw. sind 
dort (in $ 4) zusammengestellt. In geometrischer Form C. Segre, Ann. di mat. 
(2) 22 (1893), p. 41; E. Bertini, Introduzione alla geometria proiettiva degli 
iperspazi, Pisa 1907, p. 189 ff.; 2. Ausgabe, Messina 1923, p. 222ff. Vgl. IC7 
(Segre), Nr. 6. — Vgl. auch F. Enriques und O. Chisini, Teoria geometrica delle 
equazioni 1, Bologna 1915, p. 134—140; B. Levi, Introduzione alla analisi mate- 
matica 1, Parma 1916, p. 380ff.; M. Stuyvaert, Algebre & deux dimensions, Gand 
1920, p. 59—67, 212— 223. 

Betreffend die Theorie der algebraischen Raumkurven in arithmetischer 
Behandlung, die aus den Arbeiten von K. Weierstraß, L. Kronecker, R. Dedekind 
und H. Weber herrührt [II C 5 (K. Hensel), Nr. 29], vgl. K. Hensel und @. Lands- 
berg, Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln und ihre Anwen- 
dung auf algebraische Kurven und Abelsche Integrale, Leipzig 1902, p. 460—482; 
@. Landsberg, J. f. Math. 131 (1906), p. 155; M. H. Reimers, Diss. Kiel 1915; 
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algebraischen Gleichungen mit reellen oder komplexen Koeffizienten, 
die auch mehrere unbestimmte Parameter rational enthalten können. 

Die Gesamtheit aller (reellen oder imaginären) Punkte, deren Ko- 
ordinaten die gegebenen Gleichungen befriedigen, heißt algebraisch. 
Diese Gesamtheit von Punkten kann zusammengesetzt sein aus Teilen 
von verschiedenen Dimensionen?), aber man zeigt?), daß man mittels 
Eliminationsprozessen jeden dieser Teile einzeln darstellen kann durch 
ein System von Gleichungen, die vom selben Typus sind wie die ge- 
gebenen Gleichungen, und daß daher auch jeder Teil algebraisch ist. 

Eine algebraische Kurve ist eine so definierte algebraische Ge- 
samtheit von einer Dimension. 

Macht man Gebrauch von homogenen projektiven Koordinaten 
X, %g, %g, %, so kann man erreichen, daß die Kurvengleichungen als 
linke Seiten algebraische Formen (d. h. homogene ganze rationale 
Funktionen) der Koordinaten haben, die die oben genannten Parameter 
in ganzer rationaler Form enthalten (man kann auch für einen jeden 
dieser Parameter die Homogenität herstellen). 

Es ist klar, daß die gegebene Definition gegenüber Koordinaten- 
transformationen invariant ist.t) 


K. Hensel, J. f. Math. 149 (1919), p. 125; H. W. E. Jung, J. f. Math. 150 (1917), 
p-. 62; Math. Ztschr. 13 (1921), p. 189; Algebraische Flächen, Hannover 1925, 
p. 152 ff. 

2) Eine Mannigfaltigkeit von k Dimensionen ist eine Mannigfaltigkeit, deren 
Elemente ein-eindeutig und stetig den Gruppen von % (reellen oder komplexen) 
Zahlen zugeordnet werden können. Über die Notwendigkeit der Stetigkeitsfor- 
derung bei der Zuordnung siehe G. Cantor, J. f. Math. 84 (1877), p. 242; franz. 
übersetzt Acta math. 2 (1883), p. 311; L. E. J. Brouwer, Math. Ann. 70 (1911), 
p. 161 [und weiter Math, Ann. 71 (1912), p. 305; 72 (1912), p. 55]. Der Brouwer- 
sche Satz von der Invarianz der Dimensionenzahl ist bei B. v. Kerekjarto, Vor- 
lesungen über Topologie 1, Berlin 1923, p. 76—77, wiedergegeben. Über den 
Beweis desselben Satzes siehe noch H. Lebesgue, Math. Ann. 70 (1911), p. 166; 
Paris C. R. 152 (1911), p. 841; Fundamenta Math. 2 (1921), p. 256 und die Be- 
merkungen von L. E. J. Brouwer, Math. Ann. 71 (1912), Fußn. zu p. 305; J. f. 
Math. 142 (1913), p. 151. — Bei algebraischen Gebilden ist indes der topologische 
Dimensionsbegriff entbehrlich; vgl. die unter °) und ') genannten Arbeiten von 
E. Noether und B. L. van der Waerden. — Die Dimension wird dort auf den 
„Iranszendenzgrad“ (Anzahl der unabhängigen Parameter) zurückgeführt. (Vgl. %).) 

3) L. Kronecker '), p.28—= Werke 2, p. 277; J. Molk'), p.147; J. König '), p.215. 
Schärfer bei Lasker ''") und Macaulay !'”); rein arithmetisch bei Emmy Noether, 
Math. Ann. 90 (1923), p. 229. 

4) Diese Eigenschaft kommt aber der Definition nicht zu, von der einige 
Autoren ausgehen (z. B. @. Halphen, Courbes gauches, p. 9 = Oeuvres 3, Paris 
1921, p. 269), wenn sie als algebraische Raumkurve eine Kurve definieren, die 
aus den Punkten besteht, deren drei Koordinaten sich als algebraische (nicht not- 
wendig rationale) Funktionen eines Parameters darstellen. Außerdem ist diese 
Definition nicht allgemein genug, weil dann wenigstens ein Grundpunkt existiert, 
von dem aus die Kurve mehrere Male projiziert wird. Vgl. Segre'), p. 45. 


1. Allgemeine Definition. 1235 


Aus ihr folgt: wenn man eine algebraische Kurve R von einem 
Punkte aus projiziert, erhält man einen algebraischen Kegel. Wählt 
man als Projektionszentrum z. B. die Ecke A, (0,0,0,1) des Grund- 
tetraeders, so wird der Kegel durch dieselben Gleichungen dargestellt 
wie die Kurve R, wenn man nur x, nicht mehr als Koordinate, son- 
dern als Parameter ansieht, der zu den anderen eventuell vorhandenen 
Parametern hinzuzufügen ist. 

Wenn der Kegel, der die Kurve von einem allgemeinen Punkt 
aus projiziert, irreduzibel ist, so nennt man die Kurve R irreduzibel. 
Im entgegengesetzten Fall verteilen sich die Punkte von R auf die 
verschiedenen Kegel, die den projizierenden Kegel zusammensetzen, 
und man sagt dann, R sei reduzibel oder auch: R zerfalle in ver- 
schiedene Teile. Aus der allgemeinen Definition folgt, daß jeder dieser 
Teile eine algebraische Kurve ist. 

Man nennt Bisekante (oder Sehne), Trisekante usw. von R eine 
Gerade, die zwei, drei usw. Punkte von R enthält. 

Es kann nicht vorkommen, daß jede Sehne von R wenigstens 
eine Trisekante ist, außer wenn R eben ist.?) 

Hieraus folgt, daß der Kegel, der R aus einem allgemeinen Punkte 
projiziert, nur eine endliche Anzahl von Sehnen (Trisekanten,....) von 
R enthalten kann.°) Die Anzahl dieser Sehnen ist konstant (sie ist 
die Ordnung der Sehnenkongruenz), und man bezeichnet sie gewöhn- 
lich mit h. Sie heißt, nach @. Salmon’), die Anzahl der scheinbaren 
Doppelpunkte von R, weil eine allgemeine ebene Projektion von R 
h Doppelpunkte besitzt, die die Spuren der vom Projektionszentrum 
ausgehenden Sehnen ine 

Ist eine Raumkurve von der Ordnung n (Nr. 2 und 13) mit 
h scheinbaren Doppelpunkten irreduzibel, so wird die Anzahl der 
scheinbaren Doppelpunkte für einen allgemeinen Punkt, der auf ihr 
selbst liegt, d. h. die Anzahl der Trisekanten, die von diesem Punkte 
ausgehen, h—n + 2%) 

5) Ein einfacher Beweis von @. Castelnuovo bei E. Bertini, Torino Atti 26 (1890), 
Fußn. zu p. 120—121; wiederholt in E. Bertini, Ann. di mat. (2) 22 (1893), p. 24, 
und )), 1. Ausg., p. 194; 2. Ausg., p. 229; E. Picard, Traite d’analyse 2, 2. &d., 
Paris 1905, Fußn. zu p. 567—568; F. Severs, Vorlesungen, Fußn. zu p. 85. Eine 
allgemeinere Eigenschaft bei P. del Pezzo, Napoli Rend. 25 (1886), p. 205. 

6) Vgl. hierüber E. Bertini‘), 1. Ausg., p. 193—194; 2. Ausg., p. 228—229; 
und auch K. Hensel u. @. Landsberg‘), p. 5083—506, wo noch die ebene Projek- 
tion einer Raumkurve behandelt wird (p. 467—474, 478—482). 

7) Cambridge Dublin math. J. 5 (1850), p. 28. 

8) Ein direkter geometrischer Beweis bei E. Bertini'), 1. Ausg., p. 405—406; 


2. Ausg., p. 494. Daraus folgt AR>n— 2; eine genauere Grenze für den Wert 
von h wird sich aus Nr. 7 ergeben. 
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2. Algebraische Raumkurven als Schnitte mehrerer algebrai- 
scher Flächen und als birationale Transformierten ebener algebrai- 
scher Kurven. Andere, aber wichtige Ausflüsse der in Nr. 1 ge- 
gebenen Kurvendefinition sind die, daß eine algebraische Raumkurve 
betrachtet wird 

1. als Schnitt zweier oder mehrerer algebraischer Flächen, so 
daß sie durch algebraische Gleichungen dargestellt ist, die nur die 
Koordinaten enthalten; 

2. als Ort aller Punkte, deren Koordinaten gegebene rationale 
Funktionen zweier durch eine algebraische Gleichung verbundener 
Parameter sind, oder mit anderen Worten, als birationale Transfor- 
mierte einer ebenen algebraischen Kurve. 

Was die erste dieser Definitionen anbelangt, so zeigt man’), daß 
eine algebraische Raumkurve immer aufgefaßt werden kann als voll- 
ständiger Schnitt von vier algebraischen Flächen (z. B. von vier pro- 
jizierenden Kegeln), so daß sie sich immer darstellen läßt durch höch- 
stens vier algebraische Gleichungen, die nur die Koordinaten ent- 
halten.!') Daß tatsächlich weniger als vier Flächen im allgemeinen 
nicht genügen, um eine algebraische Raumkurve als deren vollstän- 
digen Schnitt zu bestimmen, hat K. Th. Vahlen gezeigt‘), der bewies, 
daß eine rationale Raumkurve 5. Ordnung mit einer einzigen Quadri- 
sekante (vierfach schneidenden Geraden) nicht als vollständiger Schnitt 
dreier Flächen erhalten werden kann.''*) 





9) L. Kronecker '), p. 30 = Werke 2, p. 280; J. Molk'), p. 163; J. König"), 
p. 232—238; E. Bertini'), 1. Ausg., p. 197; 2. Ausg., p. 232. 

10) Daß es algebraische Raumkurven gibt, die nicht vollständiger Schnitt 
zweier algebraischer Flächen sind, bemerkte schon A. Cayley, J. f. Math. 34 (1846), 
p. 152 — Papers 1, Cambridge 1889, p. 355. 

Nach A. Clebsch, J. f. Math. 63 (1863), p. 219, kann die Definition einer 
Teilschnittkurve vermittels sukzessiver Einführung von Flächen niedrigerer Ord- 
nungen, die jedesmal durch die Restschnittkurve geführt werden, auf die Defini- 
tion eines vollständigen Schnitts zurückgeführt werden. Aber, wie M. Noether, 
Math. Ann. 8 (1874), Fußn. zu p. 514, zeigte, liefert diese Definition nicht alle 
existierenden Raumkurven, wie man z. B. an besonderen Fällen sehen kann. 

11) J. f. Math. 108 (1891), p. 346. Vgl. auch F. Enriques und O. Chisini'), 
3, p. 515—516. 

11a) M. Stuyvaert, Liege M&m. (3) 7 (1907), Nr. 2, p. 58; Belgique Bull. 1919, 
p. 83; Belgique M&m. in 8° (2) 4 (1920), Nr. 8, p. 4—8; '), p. 59—67 und 222—223, 
hat das Problem der Darstellbarkeit einer algebraischen Raumkurve durch das 
Verschwinden der Determinanten von maximaler Ordnung einer Matrix unter- 
sucht, deren Elemente homogene Polynome der Koordinaten sind. Es ergibt 
sich, daß Raumkurven existieren, welche durch das Verschwinden einer Matrix 
von lZeilen und 2-+1 Spalten darstellbar sind, und Raumkurven, welche nicht 
auf dieser Weise, sondern mittels einer Matrix von I Zeilen und Z+2 Spalten, 
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Aus der vorigen Eigenschaft folgt, daß die Zahl der Treffpunkte 
einer algebraischen Raumkurve mit einer Ebene sich nicht ändert, 
auch wenn die Ebene sich ändert, sofern sie nicht unendlich groß 
wird. Diese vollbestimmte Zahl heißt Ordnung der Raumkurve. Sie 
ist identisch mit der Ordnung des Kegels, der die Raumkurve aus 
einem allgemeinen Punkte projiziert. Eine Kurve, die der vollstän- 
dige Schnitt von zwei Flächen m*® und n** Ordnung ist, hat die 
Ordnung m »n. 

Ein Punkt P heißt s-facher Punkt einer Raumkurve R, wenn in 
ihn s Schnittpunkte der Raumkurve mit einer durch P gehenden all- 
gemeinen Ebene fallen (vgl. Nr. 13). Für s=1 heißt der Punkt P 
einfach; derart sind die allgemeinen Punkte der Raumkurve. 

Was die zweite der vorigen Definitionen anbetrifft, so sei 


fy, Ya, Y5) —= (0 


die Gleichung einer irreduziblen ebenen algebraischen Kurve f, und 
man betrachte die lineare Schar g?, die, wenn man von eventuellen 
Fixpunkten absieht, auf ıhr durch das lineare oo°-fache Kurvensystem 


19,W)+:+49,WY) = 0 


ausgeschnitten wird [vgl. III C 4 (L. Berzolari), Nr. 24]. Setzt man nun 
0, = yN); (=1,2,3, 4) 
und ist g? einfach, so beschreibt der Punkt x, während y die Kurve f 
durchläuft, eine irreduzible algebraische Raumkurve R rn!“ Ordnung, 
die birational derart auf f bezogen ist, daß den Punktgruppen von g? 
die Gruppen der Schnittpunkte von R mit den Ebenen des Raumes 
zugeordnet sind. Die Kurve R wird dadurch konstruiert, daß die 
Punktgruppen der g} projektiv auf die Ebenen des Raumes bezogen 
werden: dann entsprechen den Gruppen von 9°, die einen bestimmten 
Punkt y von f enthalten, die Ebenen, die durch einen bestimmten 
Raumpunkt z gehen, und während y die Kurve f durchläuft, be- 
schreibt x die Kurve R. 
Wenn jedoch die Schar 9? mit einer Involution von der Ord- 
nung v zusammengesetzt ist, so beschreibt der Punkt x, während y 


die Kurve f durchläuft, eine Kurve R von der Ordnung —, die zu f 


darstellbar sind. Es ist zweifelhaft, ob Kurven existieren, die man nicht auf 
diese zweite Weise darstellen kann, sondern die das Verschwinden einer Matrix 
von ! Zeilen und Z!-+3 Spalten erfordern. Jede Kurve aber kann auf eine der 
oben genannten Weisen dargestellt werden. In dem zweiten Fall befindet sich 
die rationale R,: siehe M. Stuyvaert, Belgique Bull. 1919, p. 83; 1), p. 61—64. 
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in einer algebraischen Korrespondenz (1, v) steht und die man wie 
vorher konstruiert.!?) 

Eine Raumkurve n‘* Ordnung nennt man eine Normalkurve, wenn 
man sie nicht auffassen kann als Projektion einer Kurve n‘* Ordnung, 
die einem Raum von mehr als drei Dimensionen angehört.'?) Not- 
wendige und hinreichende Bedingung, damit eine Kurve normal sei, 
ist, daß die lineare Schar g®, die auf ihr von den Ebenen des Raumes 
ausgeschnitten wird, eine Vollschar ist.'*) 

Die Kurve heißt Spezialkurve oder Nicht-Spezialkurve, je nachdem 
die Schar 9? eine speziale oder nicht-speziale ist.') 


3. Die monoidale Darstellung. Eine ebene Kurve, die birational 
einer gegebenen Raumkurve R entspricht, erhält man, wenn man z. B. 
R auf eine Ebene projiziert aus einem allgemeinen Punkt des Raumes, 
d. h. aus einem Punkte, für den (mit Ausnahme einer endlichen An- 
zahl von Strahlen) jeder von ihm ausgehende Strahl, der überhaupt 
einen Punkt von R projiziert, auch nur diesen einen Punkt von R 
projiziert.!) 

Diese Bemerkung führt zu einer wichtigen algebraischen Dar- 
stellung von R. Wenn man nämlich R aus dem Grundpunkte A,, 
der in allgemeiner Lage angenommen sei, auf die Ebene x, = O0 pro- 
jiziert, so werden die Koordinaten der Punkte von R durch zwei 
Gleichungen von der Form 
D) Aa) =I, Muöm-ılkı, 22%) + Yml&ır 2) 45) — 0 
verknüpft, wobei f,, %,._ı, %,, Formen von &,, X, 23 ohne gemein- 
same Faktoren und von den Ordnungen n, m — 1, m. sind; und zwar 
darf m <n — 1 genommen werden, wie durch eine Konstantenabzäh- 
lung gezeigt wird.'”) Die erste Gleichung stellt den Kegel n* Ord- 








12) Vgl. hierüber z. B. F. Severi, Vorlesungen, p. 75—80; F. Enriques und 
O. Chisini ‘), 3, p. 32—36. In diesen Vorlesungen (p. 72—75) legt Severi die 
zweite Definition zugrunde und zeigt, daß, wenn zwischen den Punkten einer 
Raumkurve R und den Punkten einer irreduzibeln ebenen algebraischen Kurve f 
eine algebraische Korrespondenz (u, v) besteht, d. h. eine Verwandtschaft, 
mittels der durch algebraische Operationen einem Punkte von R v Punkte von f 
und einem Punkte von f u Punkte von R entsprechen, dann auch R algebraisch 
ist. Hieraus leitet man ab: Wenn zwei algebraische Flächen keine gemeinsamen 
Teile haben, so ist ihr Schnitt eine algebraische Kurve. 

13) C. Segre, Rom Line. Rend. (4) 3 (1887), p. 152; Math. Ann. 34 (1889), p. 4. 

14) C. Segre‘), p. 65—66, 105—106. Vgl. auch F. Severi, Vorlesungen, 
p. 93—94; F. Enriques und O. Chisini'), 3, p. 36—41. 

15) C. Segre, Math. Ann. 30 (1887), p. 206; '), p. 111. 

16) Über solche Projektionen vgl. z. B. F. Severi, Vorlesungen, p. 85—93. 

17) Wenn die Raumkurve R n** Ordnung irreduzibel ist und wenn m >n —1, 
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nung dar, der R aus A, projiziert; die zweite ein Monoid mit dem 
Scheitel A, und von der Ordnung m, d. h. eine Fläche m‘ Ordnung, 
die in A, die Multiplizität m — 1 hat, mit dem Tangentenkegel 
dn_\1 I. 

Die Kurve R stellt nicht den vollständigen Schnitt des Kegels 
mit dem Monoid dar: Kegel und Monoid haben außerdem eine be- 
stimmte Anzahl von A, ausgehender Geraden gemein, nämlich die 
Geraden, in denen sich die Kegel f,—=0 und Y,„_,—=( schneiden 
(und die übrigens Erzeugende des Kegels y,—0 sind). Unter ihnen 
befinden sich auch die von A, ausgehenden Sehnen von R. 


Diese Darstellung nennt man monoidal, und man verdankt sie 
A. Cayley'), der an ihr die Klassifikation der Raumkurven 4. und 
5. Ordnung abgeleitet hat (vgl. Nr. 38). 


In nieht homogenen Koordinaten erhält sie die Form 


’ I RN) 
(2) fay)=P®;, 7.080) 


wo f, P, Q ganze Polynome von x, y ohne gemeinsame Faktoren und 
von den Ordnungen n, m, m — 1 sind; und sie drückt aus, daß die 
Koordinaten des veränderlichen Punktes auf der Raumkurve rationale 
Funktionen der Koordinaten des veränderlichen Punktes auf der ebenen 
Projektion der Raumkurve sind. 





Wenn R gegeben ist, so ist die vorige Darstellung nicht ein- 
deutig: in (2) können P und Q auch durch andere Polynome P’ und 
Q me und (m’— 1)" Ordnung ersetzt werden, die nur so zu wählen 
sind, dad PQ’— P’Q durch f teilbar ist. 

Man kann!?) diese Eigenschaft auch geometrisch ausdrücken, in- 
dem man sagt: Wenn R keine mehrfachen Punkte hat, so kann jeder 
Kegel, der durch die von A, ausgehenden Sehnen gelegt werden kann, 


so kann man immer durch R ein Monoid m‘ Ordnung legen, dessen Scheitel in 
einem allgemeinen Punkt liegt. Bezeichnet man ferner mit m’ die kleinste Ord- 
nung eines Monoids, das durch die irreduzible Kurve hindurchgeht, dann ist 
m'<n—1. 

18) Paris C. R. 54 (1862), p. 55, 396, 672; 58 (1864), p. 994 — Papers 5, 
Cambridge 1892, p. 7, 24. Erweiterung in @. Halphen, Soc. math. de France 
Bull. 2 (1873), p. 34 = Oeuvres 1 (Paris 1916), p. 171. Vgl. noch H. F. Baker, 
Abel’s theorem and the allied theory, Cambridge 1897, p. 664—665; E. Bertini'), 
1. Ausg., p 213ff.; 2. Ausg., p. 250ff.; H.G@.Zeuthen, Lehrbuch der abzählen- 
den Methoden der Geometrie, Leipzig und Berlin 1914, p. 253—254; F. Enriques 
und O. Chisini'), 2, p. 136—137; 3, p. 511—514. 

19) @. Halphen, Courbes gauches, p. 24 = Oeuvres 3, p. 283; H. Valentiner, 
Raumkurven, p. 170. Vgl. auch. E. Picard), p. 571 ff. 


1240 IIC9. Rohn-Berzolari. Algebraische Raumkurven u. abwickelb. Flächen. 


angenommen werden als Unterkegel (b„_,—= 0) eines Monoids, das 
durch R geht.?®) 


Ist R eine irreduzible nicht ebene Kurve und A, ein allgemeiner 


Punkt (d. h. nicht auf einer Trisekante gelegen), so ist m > —) 


4, Darstellung einer Kurve vermittels des Komplexes ihrer 
Treffgeraden. A. Cayley??) erfand eine andere Darstellung einer alge- 
braischen Kurve durch den Strahlenkomplex, der gebildet wird von 
den Geraden, die die Kurve treffen. Indem er eine Gerade des Raumes 
durch ein System Graßmann-Cayleyscher Koordinaten p,g,r,s,t, u 
bestimmte, die durch die Gleichung ps + gt + ru = 0 verknüpft sind, 
erreichte er so die Darstellung einer Kurve durch eine Gleichung V = 0), 
die von den sechs Koordinaten der Treffgeraden der Kurve befriedigt 
werden muß. 

Das gleiche hat A. Voss”) getan, indem er von den Kleinschen 
Linienkoordinaten &,, Xg, Xy, Xu, X, %, Gebrauch machte, für die die 
Gleichung 2° + + 2° =0 gilt. 


20) Der Fall, daß R mehrfache Punkte besitzt (vgl. Nr. 12), wurde behandelt 
von L. Autonne, Ann. de l’Univ. de Lyon 1896, Chap. I [Auszug Paris C. R. 119 
(1894), p. 845]; vgl. auch J. Ee. Polyt. 63 (1893), p. 79 [Auszüge Paris C. R. 113 
(1891), p. 623; 114 (1892), p. 407; 115 (1892), p. 587] und von R. de Montessus 
de Ballore, J. de math. (7) 2 (1916), p. 201 [Auszug Paris 0. R. 164 (1917), p. 392, 
428]; Introduction ä& la theorie des courbes gauches algebriques (lith.), Paris 
1918, p. 97—112; vgl. auch E. Picard und @. Simart, Theorie des fonctions 
algebriques de deux variables independantes 2, Paris 1906, p. 7—11. 

G. Halphen, Courbes gauches, p. 44—47 = Oeuvres 3, p. 302—305, gab 
auch die monoidale Darstellung für reduzible Kurven. a 

21) @. Halphen'®), p. 42 = Oeuvres 1, p. 181—182; Courbes gauches, 
p. 29—30 = Oeuvres 3, p. 288. Vgl. auch M. Noether, Raumkurven, p. 16; 
E. Bertini'), 1. Ausg., p. 215—216; 2. Ausg., p. 252—253. 

22) Quart. J. 3 (1859), p. 225; 5 (1860), p. 81 = Papers 4, Cambridge 1891, 
p. 446, 490, wo, als Beispiele, die Fälle einer Geraden und eines Kegelschnittes 
behandelt sind. Der Fall einer kubischen Raumkurve schon vorher im Phil. 
Mag. (4) 12 (1856), p. 20 = Papers 3, Cambridge 1890, p. 219; vgl. auch 
E. d’Ovidio, Giorn. di mat. (1) 17 (1879), p. 335—336; Torino Mem. (2) 32 (1880), 
p. 69; F. Gerbaldi, Torino Mem. (2) 32 (1880), p. 356—357; W. F. Meyer, Apo- 
larität und rationale Kurven, Tübingen 1883, p. 65; @. Pittarelli, Napoli Rend. 
(1) 24 (1885), p. 114; R. F. A. Clebsch, Vorlesungen über Geometrie, bearb. von 
F. Lindemann, ?2,, Leipzig 1891, p. 243—244; J. Kürschäk, Budapest Math. &s 
term6sz. 6rtesitö 24 (1906), p. 786; O. Staude, Analytische Geometrie der kubischen 
Kegelschnitte, Leipzig und Berlin, 1913, p. 164—165. 

Den Fall einer rationalen Raumkurve 4. Ordnung (Nr. 59) hat A. Cayley, 
London Math. Soc. Proc. (1) 17 (1886), p. 232 = Papers 12, Cambridge 1897, 
p. 428 behandelt; vgl. auch L. Berzolari, Ann. di mat. (2) 21 (1892), p. 23—24. 

23) Gött. Nachr. 1875, p. 101; vgl. auch Math. Ann. 13 (1877), p. 232. 
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Die Funktion V genügt zwei charakteristischen Differentialglei- 
chungen, die von A. Voss untersucht wurden, und von welchen die 
eine, die schon von A. Cayley betrachtet worden war, den Komplex 
der Tangenten einer Fläche kennzeichnet.*) 

Eine charakteristische Eigenschaft des Komplexes der Treffge- 
raden einer Kurve verdankt man $. Lie?°): Zerfällt das ebene Strahlen- 
system allgemeiner Lage eines irreduzibeln algebraischen Strahlenkom- 
plexes in mehrere Systeme (z. B. in lauter Strahlenbüschel), so besteht 
der Komplex aus allen Treffgeraden einer irreduziblen algebraischen 
Raumkurve. 


5. Darstellung einer Kurve durch eine Schar von Kegelflächen, 
die durch sie gelegt werden können. A. Brill?®) hat die Darstellung 
einer algebraischen Kurve R mittels einer einzigen Gleichung gegeben, 
welche den Kegel darstellt, der R aus einem allgemeinen, auf einer 
festen Geraden gelegenen Punkt projiziert (diese darf aber nicht in 
der Ebene von R liegen, wenn R eben ist). Es ist zweckmäßig, als 
solche Gerade eine Kante des Grundtetraeders („Hauptkante“) zu 
wählen, z. B. die Kante u —=.ı,—=0. 

Legt man durch die Schnittkurve zweier Flächen 


(1) fa. „)=0, Play. ,„u)=0 
eine Kegelfläche mit dem Scheitel 2, = 2, —=0, Ax, + ua, = 0, so 
erhält man ihre Gleichung, wenn man 


ix, Tun =o 
setzt und aus dieser Gleichung und aus (1) x, und x, eliminiert. Die 
linke Seite der so erhaltenen Gleichung ist eine ganze rationale Funk- 
tion der Variabeln A, u, ®, &,, &,, und zwar homogen sowohl in 
}, u, © als auch in &,, z,, ©. Wenn die Kurve zerfällt, so zerfällt die 
Funktion entsprechend in rationale Funktionen von z,, z,. Ist eine 
Teilkurve von der Ordnung n, so ist der ihr entsprechende Faktor 
der Funktion ebenfalls vom Grade n in &,, x,, ©. Und da umgekehrt 
jede algebraische Kurve durch gewisse andere Kurven sich zum voll- 
ständigen Schnitt zweier Flächen ergänzen läßt, so kann man jede 
zerfallende oder nicht zerfallende Kurve R von der Ordnung n, die 


24) Vgl. auch F. Klein, Math. Ann. 5 (1871), p. 287 = Ges. math. Abh. 1, 
Berlin 1921, p. 136; ferner @. Koenigs, Paris C. R. 100 (1885), p. 789, 847; Ann. 
de Toulouse (1) 1 (1887), E, p. 13. Hier sind der Komplex der Tangenten einer 
Fläche und der Komplex der Treffgeraden einer Kurve charakterisiert als die ein- 
zigen Komplexe, bei denen alle Strahlen singulür sind. Ein anderer Beweis bei 
@G. Koenigs, Ann. Ee. Norm. (2) 11 (1882), p. 256. 

25) Leipzig Ber. 49 (1897), p. 697, 701. 

26) Gött. Nachr. 1901, p. 156; Math. Ann. 64 (1907), p. 289. 
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nur nicht auf einer durch die Gerade x, = x, = 0 gehenden Ebene 
liegen darf, darstellen in der Form 


R — Rh, u, 0525, 0) 0,0" + (a,,,% + b,, 10) oa"! 
(2) + (9,34 + b,,s Au + &,5u?) @" =? 


ne. 
+ aan Hart he gu", 
wo die a,b, c,... homogene Funktionen von %,, &, je vom Grade der 


Indizes sind, und k + m = n die Ordnung des beweglichen Kegels ist. 
Wenn a, nicht identisch gleich Null, so ist die Hauptkante 2, = x, = 0 
k-fache Kante aller Kegel des Systems 2 — 0. 

Die so gebildete Gleichung & = 0 kann als Gleichung der Kurve 
R angesehen werden. Wenn R zerfällt, so zerfällt auch & in Fak- 
toren, die in @, %,, x, rational sind und umgekehrt. 

Gl. (2) zerfällt in m Faktoren, linear in ®, A, u, so daß man iden- 
tisch setzen kann (A, u, 0; 2, 24) 

= a,(0 — Aaf) — waß))(0 — Aa) — ua) ... (0 — Aaf) — af), 
wo die 9, 9 @—=1,2,..., m) im allgemeinen irrationale Funktionen 
von 2,:7, sind. 

In & müssen nach Einsetzen von = 4x, + ux, die Koeffi- 
zienten der Potenzen von A: u für alle Punkte der Kurve einzeln ver- 
schwinden, da ja alle Kegelflächen durch die R hindurchgehen. Diese 
m + 1 Koeffizienten sind in &,,...,2, homogen vom n*® Grad; der 
erste ist in x, vom O., in x, vom (n — k)®® Grad; der zweite in x, 
vom ersten, in x, vom (n — k — 1)! Grad usw.; der vorletzte und 
letzte sind in 2, und x, vom Grade n— k— 1 und 1 bzw. n— k 
und 0. Ist A der erste und Y der letzte dieser Koeffizienten, so 
haben wir in A=(0 und Y=0 zwei Kegelflächen mit den Scheiteln 
(0,1, 0,0) bzw. (1,0, 0, 0); während das Verschwinden des zweiten 
sowie des vorletzten Koeffizienten je ein Monoid durch die R liefert. 
Das erstere hat eine Gleichung von der Form 


(3) 24 B=0 usw. 
1 


Das Zerfallen von A in voneinander verschiedene Faktoren zieht 
dasselbe Zerfallen von 2 nach sich. Zerfällt also die Projektion einer 
Raumkurve aus einem nicht auf ihr gelegenen Punkt in lauter ver- 
schiedene Kurven niedrigerer Ordnung, so zerfällt die Raumkurve 
selbst in solche je von derselben Ordnung. 

Die Diskriminante Da von 2 in bezug auf ® zerfällt folgender- 


maßen rational: 
Da =K'(a,, %): [K"(&,, ©) - [L(, &; A w))’, 
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wo K', K”, L Binärformen von z,, x, sind. Die Gleichung X’ = 0 
ergibt die Ebenen durch die Hauptkante, die R berühren; X’ = 0 
die Doppeltangentialebenen der Raumkurve und die Ebenen durch 
ihre wirklichen Doppel(vielfachen)punkte; L=0 die Ebenen, die 


durch solche Doppel(mehrfachen)kanten des Kegels - gehen, welche 
Sehnen der Raumkurve sind. L=0 ergibt also die scheinbaren 


Doppelpunkte (Nr. 1) der Raumkurve R für den Punkt er der Haupt- 


kante. 

Die Form B ist so zu bestimmen, daß sich durch Elimination 
von x, aus A=0 und (3) die Form Y ergibt, in welcher der 
Koeffizient von x” mit dem von x” in A übereinstimmt. Diese Be- 
stimmung läßt sich durch einen algebraischen Prozeß erreichen mit 
Hilfe eines Faktors A der Diskriminante D, von A bezüglich «,, der 
in den Doppelpunkten der Kurve A einfach, in jedem i-fachen Punkte 
(€ — 1)-fach verschwindet. Für die Raumkurve mit der Projektion 


A=0 kann , = — nn durch = — 2 ersetzt werden, worin 
ox 


also A die Variable x, nicht mehr enthält und N mit B durch eine 
Identität 

Zur 0A 
A-B=4-M+ 7 .N 
verbunden ist. 

Die algebraische Unterscheidung von wirklichen und scheinbaren 
Doppelpunkten, wie sie durch die Zerlegung von Da erreicht wird”), 
führt zum Beweis einiger Sätze, die sich auf das Zerfallen von R be- 
ziehen.°®) 

Versteht man unter „Ausartung“ der Raumkurve die Verände- 
rung, die durch das Eintreten von Beziehungen zwischen den in der 
Gleichung & = 0 enthaltenen Konstanten bewirkt wird, so ergibt 
sich u. a., daß bei keinem Ausarten bzw. Zerfallen einer Raumkurve 
die Anzahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte sich vergrößern kann. 
Wenn insbesondere bei einer solchen Ausartung einer Raumkurve zu 
den vorhandenen vielfachen Punkten ihrer ebenen Projektion ein neuer 


hinzutritt, so muß dementsprechend die Raumkurve selbst einen wirk- 


27) Über diese Unterscheidung vgl. auch K. Hensel und G. Landsberg '), 
p. 478—482, und besonders @. Landsberg '). 

28) Anwendungen auf das Problem des Zerfallens von Raumkurven 3. Ord- 
nung bei A. Brill, Palermo Rend. 25 (1907), p. 188; von Raumkurven 4. Ordnung 
1. und 2. Art und von Raumkurven einer Fläche 2. Ordnung bei Anna Crespi, 
Giorn. di mat. (3) 8 (1917), p. 48. 
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lichen vielfachen Punkt erworben haben. Hieraus hat A. Brill durch 
topologische Betrachtungen an der zugehörigen Riemannschen Fläche 
gefolgert, daß, wenn eine Raumkurve durch Ausartung in zwei Teil- 
kurven zerfällt, diese dann wenigstens einen Punkt gemeinsam haben?) 


(vgl. Nr. 6 und 36). 


Andere Eigenschaften des Polynoms & liefern andere grund- 
legende Sätze über die Kurve R. Ist z. B. das Projektionszentrum 
s-fach für R, so zerfällt der projizierende Kegel in s Ebenen und in 
einen Kegel von der Ordnung n — s, wenn » die Ordnung von R ist. 


Betreffend Ausartung einer Raumkurve in Geraden siehe Nr. 26 
und 42. 


II. Das Geschlecht und die Kegel durch die von einem Punkte 
ausgehenden Sehnen. 


6. Das Geschlecht einer Raumkurve. (reschlecht einer irredu- 
zibeln algebraischen Raumkurve R heißt das Geschlecht einer ebenen 
Kurve, die auf die Raumkurve birational bezogen ist (Nr. 2), z. B. 
das Geschlecht einer allgemeinen ebenen Projektion der Raumkurve. 
Wenn daher R von der Ordnung » ist, A scheinbare Doppelpunkte 
und keine wirklichen mehrfachen Punkte besitzt, dann ist das Geschlecht 


n—- Yn— 2% 
(1) le : —h. 

Wenn die Raumkurve in a irreduzible Kurven vom Geschlecht 
Pi... D, zerfällt, so könnte man entsprechend der Formel für die 
ebenen Kurven [III C 4 (Z. Berzolari), Nr. 15] als Geschlecht » de- 


finieren: 





u N ee 


aber es ist bequemer, als Geschlecht von p Formel (1) auch in einem 
solchen Fall beizubehalten, wo n und h die vorher angegebene Be- 
deutung behalten. Wenn man daher mit £ die Gesamtzahl aller (als 


29) Hierüber vgl. auch M. Noether, Acta math. 8 (1886), p. 162; F. Enri- 
ques, Bologna Ist. Rend. (2) 9 (1904), p. 10. Der direkte algebraische Beweis 
der Eigenschaft der ebenen Kurven, auf die sich A. Brill stützt, um auf die an- 
geführte Eigenschaft der Raumkurven zu schließen, findet sich bei F\. Severi ?°°). 
Ein eingehendes Studium dieser Eigenschaft, welche in vielen die kontinuier- 
lichen Systeme von Kurven betreffenden Fragen eine Hauptrolle spielt, hat 
G. Albanese, Sui sistemi continui di curve piane algebriche, Pisa 1923, p. 22—38, 
gemacht, auch im Fall von algebraischen Kurven und Mannigfaltigkeiten eines 
Hyperraums. 
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einfach vorausgesetzten) Schnittpunkte der Teilkurven untereinander 
bezeichnet, so wird®®) 
2) Be DE ee ee Ba A 

Bei dieser Definition des Geschlechtes beachte man, daß auch 
für eine zerfallende ebene Kurve der Ausdruck für das Geschlecht 
die Form (2) annimmt, wenn man unter den Schnittpunkten der Teil- 
kurven t Zusammenhänge (d. h. Übergangspunkte der zugehörigen Rie- 
mannschen Flächen) annimmt, so daß ein beweglicher Punkt durch 
einem dieser # Schnittpunkte von einer auf die andere der beiden Teil- 
kurven, die sich in ihm treffen, übergehen kann. Man sagt auch, 
daß die # betrachteten Schnittpunkte als virtuell nicht vorhandene an- 
gesehen werden. 

Für eine ebene Kurve wie für eine Raumkurve muß das Geschlecht 
so verstanden werden: wenn eine irreduzible Kurve der zerfallenden 
Kurve sich kontinuierlich derart nähert, daß die # festgelegten Zu- 
sammenhänge nicht Grenzlagen von Doppelpunkten der variablen Kurve 
sind, während die den Teilkurven gemeinsam bleibenden Punkte Grenz- 
lagen von Doppelpunkten der irreduzibeln Kurve sind, dann ist das 
effektive Geschlecht der irreduziblen Kurve durch die Formel (2) ge- 
geben. Dieses Geschlecht ist nichts anderes als das virtuelle Geschlecht 
[vgl. IITC4 (L. Berzolari), Nr. 35] der reduzibeln Kurve mit Rück- 
sicht auf die angegebenen Zusammenhänge, d.h. der reduzibeln Kurve, 
auf der man die t den Teilkurven gemeinsamen Punkte als virtuell 
nicht vorhandene Doppelpunkte betrachtet. Die Zweckmäßigkeit, > 0 
anzunehmen, rührt davon her, daß eine reduzible Kurve, wenn sie 
sich als Grenzfall einer irreduziblen Kurve darstellt, Zusammenhänge 
besitzt, und darum ist £>0. 

Der durch (2) gegebene Wert von p drückt dann das effektive 
Geschlecht einer zerfallenden Kurve aus, wenn (wie am Anfang) £ die 
Zahl aller Schnittpunkte der Teilkurven untereinander ist.?!) 

Im folgenden bezeichnen wir mit R, eine Raumkurve nt Ord- 
nung und mit R? eine Raumkurve »!* Ordnung vom Geschlecht p. 


30) M. Noether *°), p. 182. Die Formel (2) ist auch von F. Enriques, Mem. 
Soc. ital. d. Scienze (dei XL) (8) 10 (1896), p. 29—81; E. Picard, Palermo Rend. 
13 (1899), p. 344; E. Picard und @. Simart?®), 2, p. 108—107, in die Unter- 
suchungen über die Geometrie auf einer algebraischen Fläche aufgenommen. 

31) Über das Vorhergehende siehe F'. Severi, Rom Linc. Rend. (5) 24! (1915), 
p. 877, 1011; (5) 25' (1916), p. 459, 551, und ausführlicher Vorlesungen, p. 322 
bis 334, wo auch die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß eine 
ebene zusammenhängende Kurve von gegebenem virtuellem Geschlecht p als 
Grenzfall einer irreduziblen Kurve vom (wirklichen) Geschlecht p angesehen 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 2. 81 
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i. Das Maximalgeschlecht einer Raumkurve von gegebener 
Ordnung. @. Halphen®?) hat gefunden, daß für eine irreduzible Raum- 
kurve n‘* Ordnung vom Geschlecht p mit h scheinbaren Doppel- 
punkten stets 








n(n — 2) (n — 1)? 
h > DRy URS bzw. h oz Zur 
oder 
ek n-—1)n—3) 
p< 1 bzw. »<s z 


ist, je nachdem n gerade oder ungerade. 

Kurven n** Ordnung vom Maximalgeschlecht existieren für jeden 
Wert von n; sie haben keine mehrfachen Punkte und liegen auf einer 
Fläche 2. Ordnung (die auch ein Kegel sein kann). Wenn n gerade 
ist, so bilden sie den vollständigen Schnitt dieser Fläche mit einer 


Fläche von der Ordnung —; wenn n ungerade ist, so bilden sie den 


Restschnitt der Fläche 2. Ordnung mit einer Fläche von der Ordnung 
_. die durch eine Gerade von ihr hindurchgeht.°®) 

8. Geschlecht einer auf einer Regelfläche (speziell auf einem 
Kegel) liegenden Kurve. Eine bemerkenswerte Formel gilt für das 
Geschlecht p einer irreduziblen algebraischen Kurve n** Ordnung, die 
auf einer Regelfläche m" Grades vom Geschlecht x liegt. Die Kurve 
sei bezüglich der Regelfläche s-fach und schneide jede Erzeugende in 


k Punkten. Nennen wir y die Anzahl der die Kurve berührenden Er- 


werden kann, angegeben ist. Siehe auch Nr. 36 u. 37. Siehe auch F. Enriques 
und ©. Chisini‘), 3, p. 399—405, wo (p. 414—426) die Ausartung, welche in 
einer Kurve vom Geschlecht p durch das Auftreten weiterer Doppelpunkte ent- 
steht, auch durch die Untersuchung der Variation der topologischen Charaktere 
der zugehörigen Riemannschen Flächen studiert wird. 

32) Paris C. R. 70 (1870), p. 380; Soc. math. de France Bull. 2 (1873), p. 44 
—= ÖOeuvres 1, p. 80, 183; Courbes gauches, p. 31 und 47—50 = Oeuvres 3, p. 290 
und 306—308. Siehe auch @. Kohn, Wien Ber. 82 (1880), p. 755 (wo zwar nicht 
alles ganz genau ist); R. Sturm, British Ass. Report, York 1881 (London 1882), 
p. 440; H. Valentiner, Raumkurven, p. 178; M. Noether, Raumkurven, Fußn. zu 
p. 21—22 und p. 42; K. Bobek, Wien Ber. 93 (1886), p. 13; F\. Enriques und 
O. Ohisini'), 3, p. 539—542. Andere Beweise, mit Ausdehnung auf die Kurven 
eines Überraums, bei @. Castelnuovo, Torino Atti 24 (1889), p. 368; Palermo 
Rend. 7 (1893), p. 97; E. Bertini, Torino Atti 26 (1890), p. 118; $. Kantor, Acta 
math. 25 (1900), p. 113; Eugenia Giotti, Curve di genere massimo, di dato or- 
dine N, appartenenti ad un iperspazio S, (Auszug der Dissert. Pisa 1920), 
Firenze 1921. Die Methode von Castelnuovo ist wiedergegeben bei E. Picard und 
G. Simart?°), 2, Paris 1906, p. 42—44. 

33) Über die R, vom Maximalgeschlecht und über ihre ebenen Projektionen 
vgl. K. Küpper, Prag Ber. 1888, p. 265; Prag Abh. (7) 4 (1891), Nr. 5, 7. 
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zeugenden und n die Zahl der Kurvenpunkte, von deren jedem zwei 
zusammenfallende Erzeugende ausgehen, dann geben das Prinzip der 
Korrespondenz von M. Chasles und die Formel von H. G. Zeuthen 
[HI C4 (L. Berzolari), Nr. 4] 


y=2ns(k—1) — k(k— 1m, 
n—y=2k(a — 1) — 2s(p —1). 


Für s=1 ist n = 0; eliminieren wir unter dieser Voraussetzung 
y, so ergibt sich) 


p=(kk—1Nn+ka—]1) m-+1. 


Ist die Regelfläche ein Kegel, so bleibt die Formel bestehen, so- 
bald man mit %k die Anzahl der veränderlichen Schnittpunkte der 
Kurve mit den Erzeugenden bezeichnet, so daß der Scheitel bezüglich 
der Kurve die Multiplizität n — mk besitzt. Setzt man n — mk=r, 
so ergibt sich, daß eine Kurve auf einem Kegel m! Ordnung vom 
Geschlecht x, die rmal durch den Scheitel geht und jede Erzeugende 
außerdem in %k Punkten trifft (demnach selbst von der Ordnung mk+r 
ist), das Geschlecht besitzt??): 

pP" —Imt+k—Yr—1)+ ka. 

9. Kegel, welche die von einem Punkte ausgehenden Sehnen 

einer Raumkurve enthalten. In den schon genannten Arbeiten von 


G. Halphen, M. Noether, H. Valentiner, R. Sturm‘) finden sich viele 


k(k — 1) 
— 





34) C. Segre, Rom Linc. Rend. (4) 3? (1887), p. 3; Math. Ann. 34 (1889), 
p. 2-3; erweitert Rom Linc. Rend. (4) 3? (1887), p. 149; U), p. 97”—102. — 
F. Severi, Torino Mem. (2) 54 (1903), p. 23, zeigte, wie sich die Formel aus dem 
Basissatz für die Regelflächen ableiten läßt [III C 6b (@. Castelnuovo u. F. Enri- 
ques), Nr. 32]. — Für den Fall einer developpabeln Regelfläche vgl. auch 
R. Baldus, Math. Ann. 71 (1911), p. 282. 

Wenn auf einer irreduzibeln Regelfläche mt" Grades zwei irreduzible 
Kurven liegen, für die die Größen n, s, k die Werte n,, s,, k, und n,, 8, %, 
annehmen, dann ist die Anzahl der beiden Kurven gemeinsamen Punkte gleich 

N, k, + n%,5;k, — mk,kz: 
C. Segre, Rom Line. Rend. (4) 3? (1887), p. 3; B. Levi, Törino Atti 34 (1899), 
p. 745; F. Severi, a. a. O. und Math. Ann. 62 (1905), p. 221; $. Lefschetz, Amer. 
J. of Math. 36 (1912), p. 392. Vgl. auch den Bericht von $. Lefschetz, Amer. 
math. Soc. Bull. (2) 29 (1923), p. 253. Spezialfälle bei W. E. Story, Johns Hop- 
kins Univ. Circulars 2 (1883), p. 143; F.B. Williams, Proc. Amer. Acad. of Arts 
and Sciences 36 (1900), p. 19; Amer. J. of Math. 34 (1912), p. 421. 

35) R. Sturm, Math. Ann. 19 (1881), p. 487. 

36) @. Halphen, Courbes gauehes; M. Noether, Raumkurven; H. Valentiner, 
Raumkurven; R. Sturm °?). 

81* 
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Sätze über die Kegel, welche die A von einem allgemeinen Punkt des 
Raumes ausgehenden Sehnen einer R} enthalten, oder, was dasselbe 
ist, über die Kurven, welche durch die A Doppelpunkte einer allge- 
meinen ebenen Projektion f der R}? gelegt werden können. Sie haben 
als Ausgangspunkt den Satz, der als Folgerung des Riemann-Roch- 
schen Theorems über die linearen Scharen [vgl. III C4 (Z. Berzo- 
lari), Nr. 27, Fußn. °®*)] betrachtet werden kann und der die notwen- 
digen und hinreichenden Bedingungen dafür liefert, daß eine ebene 
irreduzible Kurve f n‘® Ordnung vom Geschlecht » die Projektion 
einer Raumkurve R, aus einem allgemeinen Punkte ist. It n>p-+2, 
dann ist in allen Fällen f Projektion einer R}; ist n<p-+ 2, dann 
ist hierfür notwendig und hinreichend, daß die A Doppelpunkte von f 
den adjungierten Kurven (» — 4)‘ Ordnung nur h — 1 Bedingungen 
auferlegen.®”) 


Für die adjungierten Kurven niedrigerer Ordnung gilt ebenso der 
Satz ®®): Ist die allgemeine ebene Projektion f einer irreduzibeln Raum- 


kurve R} ohne mehrfache Punkte, derart, daß durch h — ._z 

ihrer h Doppelpunkte sich eine Kurve (n — i — 3) Ordnung legen 

läßt (wo n—i—32 z — 1), so geht diese Kurve auch durch die 
iG+ı) 


übrigen ——,— Doppelpunkte, d. h. sie ist eine adjungierte Kurve von f. 


Die A Doppelpunkte von f auferlegen daher den adjungierten 
Kurven (n — i — 3)" Ordnung höchstens h — ne Bedingungen.?®?) 


37) @. Halphen, Courbes gauches, p. 26 ff. = Oeuvres 3, p. 285ff.; H. Va- 
lentiner, Raumkurven, p. 170—172; M. Noether, Raumkurven, p. 23. Siehe auch 
K. Bobek°?); K. Küpper, Math. Ann. 31 (1887), p. 291; Prag Ber. 1887, p. 477; 
1892, p. 264; M. Haure, Ann. Kc. Norm. (3) 13 (1896), p. 181—182; E. Picard 
und @. Simart*°), 2, Paris 1906, p. 38—39; F. Enriques und O. Chisini’), 3, 
p. 89—90, und F. Löflund, Diss. Tübingen 1912, p. 37—43, worin auch die Pro- 
jektion einer Raumkurve aus einem ihrer mehrfachen Punkte behandelt wird. 

Ein allgemeinerer Satz über die Bedingungen dafür, daß eine ebene Kurve 
n** Ordnung Projektion einer Kurve gleicher Ordnung ist, die einem linearen 
r-dimensionalen Raum angehört (r > 2), findet sich bei E. Bertini ®*) und C. Segre'), 
p. 127—129. 

38) R. Sturm®?); M. Noether, Raumkurven, p. 24. Vgl. auch K. Küpper, 
Math. Ann. 31 (1887), p. 295 Siehe ferner H. Valentiner, Raumkurven, p. 177 ff., 
wo noch andere Sätze über Kegel, die durch die h von einem Punkt ausgehen- 
den Sehnen gelegt werden können, aufgestellt werden. 

39) Über die Beziehungen zwischen dieser Anzahl von Bedingungen und 
den Ordnungszahlen der Flächen, die durch die Raumkurve R# gelegt werden 
können, von der f eine Projektion ist, siehe Nr. 83. 


9. Kegel, welche d. v. einem Punkte ausgeh. Sehnen einer Raumkurve enthalt. 1249 


Im allgemeinen besitzt die Kurve R/, auf die sich die vorigen 
Sätze beziehen, h scheinbare Doppelpunkte. In speziellen Fällen kann 
es trotzdem vorkommen, daß R/ an Stelle einiger scheinbaren Doppel- 
punkte wirkliche Doppelpunkte besitzt, und in noch spezielleren Fällen 
können einige Doppelpunkte der Projektion f Projektionen von wirk- 
lichen Doppelpunkten einer jeden R/ sein, die f zur Projektion hat. 
Das erhellt aus folgenden Sätzen *"): 

Wenn eine ebene Kurve f n‘* Ordnung k-+D Doppelpunkte be- 
sitzt und man diese in zwei Gruppen von h und D Punkten so teilen 


kann, daß eine Kurve (» — 4)!" Ordnung durch A + D— \ulear 2 =» 


von den k Punkten gehen muß, weil sie durch die übrigen geht, und 
daß sie durch keinen der D Punkte gehen muß, weil sie durch die 


übrigen h + D Punkte geht, so sind für A > lern ®) diese Be- 


dingungen notwendig und hinreichend dafür, daß die D Punkte Pro- 
jektionen von wirklichen Doppelpunkten einer jeden Raumkurve R, 
sind, die f zur Projektion hat. 

Wenn eine ebene Kurve f nt” Ordnung A + D Doppelpunkte 
besitzt, die man so in zwei Gruppen von h und D Punkten teilen 
kann, daß eine Kurve (n — 4)!* Ordnung durch einen der k Punkte 
gehen muß, weil sie durch die übrigen geht, und daß sie durch 
keinen der D Punkte gehen muß, weil sie durch die A Punkte und 
die übrigen unter en Sp Punkte geht, so sind diese Bedingungen für 


A nn 


D Res von f Projektionen von wirklichen Doppelpunkten 
einer jeden Raumkurve R, sind, die f zur Projektion hat.) 

Besonders bemerkenswert ist der Fall, daß R, Schnitt zweier 
Flächen u*‘* und »** Ordnung ist (u<v) und dazu der Restschnitt 
eine ebene Kurve ist (die auch fehlen kann): sie sind diejenigen 
Kurven R, auf Flächen u‘ Ordnung, die das größtmögliche Ge- 
schlecht haben (Nr. 33). Ist f eine allgemeine Projektion einer sol- 
chen R,, so hat man folgende Eigenschaften *°): 

It i<u-+v—5 und i<u, so existieren immer adjungierte 








= ?) notwendig und hinreichend dafür, daß die 


40) H. Valentiner, Raumkurven, p. 172—176. 

41) Z. B. kann eine ebene Kurve 6. Ordnung mit 6 Knotenpunkten nicht 
Projektion einer R, sein, wenn diese Punkte nicht auf einem Kegelschnitte liegen. 
Eine ebene Kurve 6. Ordnung mit 7 Knotenpunkten, von denen 6 auf einem 
Kegelschnitte liegen, ist Projektion einer gewundenen R,, die einen Knoten- 
punkt hat. 

42) M. Noether, Raumkurven, $ 4. 
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Kurven (n — i — 3)** Ordnung von f, und für diese liefern die 


h Doppelpunkte von f nur h — ee lineare Bedingungen. 


Für alle Werte i <u-+v—5 existieren immer adjungierte 
Kurven (na — i— 3)" Ordnung von f, und für diese liefern die 
h Doppelpunkte von / nur 


Rang 
resp. lee) 


Bedingungen, je nachdem u <i<v odr i>v Zu. 


Ist R, der vollständige Schnitt zweier Flächen u‘* und »'* Ord- 
nung, so behalten die vorigen Sätze Gültigkeit, nur daß hier ö bis 
zur Grenze w-+ v — 4 gehen darf. In diesem Falle ist*®) 


n=wv, h=3w(wu—1)e—]), 


und man hat die weitere Eigenschaft“), daß die Sehnen Erzeugende 
eines Kegels (u — 1)(v» — 1)!" Ordnung sind, und daß dies der Kegel 
niedrigster Ordnung ist, der diese Sehnen enthält. 


Als Folgerung aus einem allgemeinen Verfahren, von dem in 
Nr. 39 die Rede sein wird, hat @. Halphen®) gezeigt, daß, umgekehrt, 
eine Raumkurve von der Ordnung uv, für welche die von einem all- 
gemeinen Punkt ausgehenden Sehnen auf einem Kegel von der Ord- 
nung (u — 1)(v — 1) liegen, den vollständigen Schnitt zweier Flächen 
ut" und »** Ordnung bildet (wenn sie nicht auf einer Fläche niedri- 
gerer Ordnung als u und als » liegt). 


43) Die Formel für A wurde zuerst von A. Cayley, J. de math. (1) 10 (1845), 
p. 250 — Papers 1, Cambridge 1889, p. 211 mitgeteilt, und neu gefunden von 
G. Salmon, Cambridge Dubl. math. J. 2 (1846), p. 68; 5 (1849), p. 23, der über- 
dies angab, daß die Treffpunkte der h Sehnen die Schnittpunkte der Kurve mit 
einer Fläche von der Ordnung (u — 1)(v — 1) sind. Vgl. auch L. Cremona, Grund- 
züge, p. 101 = Opere 3, Milano 1917, p. 204; Salmon-Fiedler, Raumgeometrie 2, 
p. 130; L. Saltel, Paris C. R. 88 (1879), p. 329; F. Klein, Riemannsche Flächen 
(lith.) 2, Göttingen 1892, p. 5—8; H.de Vries, Nieuw Archief voor Wiskunde 
(2) 1 (1895), p. 127; E. Picard und G. Simart?°), 1, Paris 1897, p. 214-216; 
H. G. Zeuthen '®), p. 46; F. Enriques und O. Chisini'), 2, p. 150. 

44) H. Valentiner, Raumkurven, p. 191; M. Noether, Raumkurven, p. 27; 
F. Enriques und O. Chisini'), 3, p. 525—527. 

45) Courbes gauches, p. 106 — Oeuvres 3, p. 359—360. Vgl. auch F. Enriques 
und ©. Ohisini'), 3, p. 527—528. 


10. Zweige einer algebraischen Raumkurve. 1251 


II. Die singulären Punkte. 


10. Zweige einer algebraischen Raumkurve. Nach Nr. 2 kann 
eine algebraische irreduzible Raumkurve R immer definiert werden 
durch die Vorschrift, daß die Koordinaten x, y, z2 ihres variablen 
Punktes rationale Funktionen zweier durch eine irreduzible Gleichung 


f(u,v) = 0 
verknüpfter Parameter sind, derart, daß « und v ihrerseits rationale 
Funktionen der Koordinaten des laufenden Punktes von R sind. Mit 
anderen Worten: Die Kurve R kann immer als birationale Transfor- 
mierte einer irreduziblen ebenen Kurve f angesehen werden. 

Man nennt Zweig (Zyklus, Element) von R die Gesamtheit aller 
Punkte, die einem Zweig von f entsprechen.*%) Die Punkte von R, die 
sich in der Umgebung eines bestimmten willkürlichen Punktes der Kurve 
befinden, verteilen sich auf eine endliche Anzahl von Zweigen. 

Aus dem, was über die Zweige ebener algebraischer Kurven: 
[II C 4 (L. Berzolari), Nr. 13] bekannt ist, folgt, daß man einen 
Zweig von R analytisch darstellen kann, indem man die (homogenen 
oder nicht homogenen) Koordinaten des Punktes von R Reihen von 
ganzen positiven Potenzen eines Parameters t gleichsetzt, die für 
Werte von £ mit hinreichend kleinem Modul konvergieren, wobei £ in 
ein-eindeutiger Beziehung zu den Punkten des Zweiges steht, und als 
rationale Funktion ihrer Koordinaten angenommen werden kann. Für 

= () hat man den Ursprung des Zweiges. 

Wenn zwei Kurven sich birational entsprechen, dann entspricht 
einem Zweig der einen ein Zweig der anderen; ein vielfacher Punkt 
der einen Kurve geht über in einen oder mehrere vielfache oder ein- 
fache Punkte der anderen Kurve; und daher werden Zweige mit dem- 
selben Ursprung übergeführt in Zweige mit demselben Ursprung oder 
mit verschiedenen Ursprüngen. 

Die Grundeigenschaften der Zweige”) lassen sich aus dem Be- 

46) Für diese Definition würde auch genügen, daß die Beziehung zwischen 
R und f nur eine rationale ist. 

47) Vgl. hierüber @. Halphen, Ass. frang. pour l’avanc. des sciences 6, Le 
Havre 1877, p. 132; Soc. math. de France Bull. 6 (1877), p. 10 = Oeurvres 2, 
p. 108, 121; P. del Pezzo, Napoli Rend. (2) 7 (1893), p. 15; H. B. Fine, Diss. 
Leipzig 1885 = Amer. J. of Math. 8 (1885), p. 156 [mit Ausdehnung auf die ' 
Zweige mehrdimensionaler algebraischer Kurven, ebenda 9 (1886), p. 180], und 
die systematische Erörterung bei E. Bertini'), 1. Ausg., p. 355—369; 2. Ausg., 
p. 439—454, wo mehr im allgemeinen die Zweige einer mehrdimensionalen alge- 
braischen Kurve behandelt werden. Siehe auch H. @. Zeuthen '®), p. 26—28. 


Andere Untersuchungen bei C. F. E. Björling, Stockholm Öfversigt 38 
(1831), Nr. 4, p. 3; Arch. Math. Phys. (2) 8 (1889), p. 83; E. Wölffing, Württem- 
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griff der Schnittmultiplizität eines Zweiges mit einer durch seinen 
Ursprung gehenden algebraischen Fläche ableiten. 


F(x, y, 2) = 0 


sei die Gleichung dieser Fläche und O(&,, %,, 2,) einer ihrer Punkte. 
Ein Zweig einer algebraischen Raumkurve mit dem Ursprung O wird 
alsdann dargestellt durch Potenzreihen von i, in denen die konstanten 
Glieder &,, Yy, 2, Sind. Setzt man nun diese Reihen in F ein, so er- 
hält man eine Potenzreihe von 2 ohne konstante Glieder, und wenn 
k die kleinste vorkommende Potenz von t ist, so nennt man % die 
Multiplizität des Schnittes des Zweigs mit der Fläche in O. In Wirk- 
lichkeit ist % die Anzahl der getrennten und O beliebig benachbarten 
Schnittpunkte des Zweigs mit einer nicht durch O gehenden, aber der 
Fläche F genug benachbarten Fläche. 

Betrachtet man speziell eine Ebene, so versteht man unter der 
Ordnung des Zweiges die Zahl v, die die Multiplizität des Schnittes 
des Zweigs mit einer allgemeinen durch O hindurchgehenden Ebene 
angibt. Ein Zweig ist linear oder superlinear, je nachdem v» = 1 oder 
v>1 ist. 

Unter den Ebenen durch O haben diejenigen eine größere Schnitt- 
multiplizität als v, die durch eine feste von O ausgehende Gerade 
gehen, die Tangente des Zweiges in OÖ heißt; und unter diesen Ebenen 
hat eine bestimmte Ebene eine noch größere Schnittmultiplizität, die 
Schmiegungsebene des Zweiges in O heißt. 

Wählt man dann der Einfachheit halber den Punkt O als Ko- 
ordinatenursprung, die Tangente als x-Achse und die, -Schmiegungs- 
ebene als xy-Ebene, und ordnet man dem Punkt O den Wert i=0 
zu, so nimmt die Darstellung des Zweiges die Form an 

z=at----, 
(1) u 2 

z=chtet’.. u 
wo a,b, c von Null verschiedene konstante Koeffizienten sind. Die 
Zahlen o und v’ heißen nach @. Halphen*') Rang und Klasse des 
Zweiges.“) Der Zweig heißt regulär oder singulär, je nachdem die 
drei Zahlen v, o, v’ sämtlich gleich 1 sind oder nicht.*”) 


berg. math. naturw. Mitt. (2) 1 (1899), p. 19; W. A. Versluys, Amsterdam Versl. 
(4) 14 (1905), p. 482; 15 (1906), p. 342; Arch. du Musee Teyler (2) 10° (1907), p. 253. 
48) Erste und zweite Klasse des Zweiges nach F. Enriques, Rom Linc. 
Rend. (5) 26! (1917), p. 416; F. Enriques und O. Chisini'), 2, p. 567. 
49) H. Mohrmann hat (auch in Überräumen) gezeigt [Math. Ann. 89 (1922), 
p. 260], daß keine algebraische Raumkurve mit einem und nur einem singulären 


10. Zweige einer algebraischen Raumkurve. 1253 


Man sagt kurz, der Zweig werde in O von der Tangente (v + o)- 
punktig, von der Schmiegungsebene (vo v’)-punktig getroffen. 
Übrigens können sowohl Tangente wie Schmiegungsebene als Grenz- 
lagen definiert werden, wie man in den Anwendungen der Differential- 
rechnung zu tun pflegt, woraus dann ihre bekannten analytischen 
Darstellungen folgen. 

Ist der Abstand eines Punktes P des Kurvenzweiges von der 
singulären Stelle O unendlich klein »** Ordnung, so ist der Winkel 
der Tangenten in O und P unendlich klein von der Ordnung o und 
der Winkel der bezüglichen Schmiegungsebenen von der Ordnung v”. 
Von der Ordnung v + o ist der Abstand des Punktes O von der Tan- 
gente in P, von der Ordnung v» + _o + v’ ist der Abstand der Tan- 
genten in O und P, von der Ordnung v’ + o der Winkel der Tan- 
gente in P mit der Schmiegungsebene in 0. 

Die Schmiegungsebenen in den Punkten eines Zweiges mit den 
Charakteren (v, e, v’) erzeugen ein Gebilde, das dual einem Zweig 
mit den Charakteren (v’, g, v) entspricht. Mit anderen Worten: v» und 
v’ entsprechen einander dual, während o sich selbst dual ist. Des- 
halb kann die Tangente auch als Schnitt von »’ + go unendlich be- 
nachbarten Schmiegungsebenen angesehen werden, und die Summe 
v + o + v’ bedeutet sowohl die Anzahl der nach O fallenden Schnitt- 
punkte des Zweiges mit der Oskulationsebene in O0, wie auch die An- 
zahl der von O ausgehenden Schmiegungsebenen, die mit der Schmie- 
gungsebene in 0 zusammenfallen.°®) 

Wie bei den ebenen Kurven kann ein Zweig »** Ordnung in 
v Partialzweige zerfallen und heißt dann vollständiger Zweig; eine 


Zweig existiert, und daß eine algebraische Raumkurve mit nicht mehr als zwei 
singulären Zweigen notwendig rational und von gleicher Ordnung und Klasse 
ist. Diese Eigenschaften hat er benutzt, um alle algebraischen W-Kurven zu 
bestimmen: siehe Nr. 58. 

50) Beweise des Satzes mittels Reihenentwicklungen bei @. Halphen *”), 
H. B. Fine*'), E. Bertini‘), 1. Ausg., p. 365—367; 2. Ausg., p. 449—451. Ein geo- 
metrischer Beweis bei C. Segre'), p. 86. Siehe auch E. Study, Math. Ann. 87 
(1922), p. 207. 

Die in einem linearen Strahlenkomplexe enthaltenen algebraischen Raum- 
kurven (Nr. 53) besitzen nur autoduale Zweige, d. h. mit v—=»': E. Picard, 
Ann. Ec. Norm. (2) 6 (1877), p. 329. Nach J. H. Grace, Cambridge Phil. Soe. 
Proc. 11 (1901), p. 132, gilt für die rationalen Kurven auch der umgekehrte Satz. 
Das Gegenteil bewiesen M. F. Egan, Dublin Irish Acad. Proc. 29 (1911), p. 33 
mit einem Beispiel, und @. Gherardelli, Rom Line. Rend. (5) 33! (1924), p. 335, 
welcher das Problem, alle Typen von algebraischen Raumkurven mit lauter 
autodualen Zweigen zu bestimmen, studierte, und es für die rationalen Kurven 
löste. 
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allgemeine Ebene, die durch den Ursprung des vollständigen Zwweiges 
hindurchgeht, trifft jeden Partialzweig in einem einzigen Punkt. 

Projiziert man einen Zweig einer algebraischen Raumkuryve R 
aus einem Punkt P auf eine Ebene, so erhält man einen Zweig der 
Projektionskurve von R. Ist P ein allgemeiner Punkt, so hat der 
projizierte Zweig zum Ursprung und zur Tangente die Projektionen 
des Ursprungs O und der Tangente des gegebenen Zweiges in 0; 
seine Ordnung ist » und seine Klasse 0. Ordnung und Klasse des 
projizierten Zweiges sind jedoch og und v’ oder v-+ o und »’ oder v 
und ge +-v’, je nachdem der Punkt P mit O zusammenfällt oder ein 
allgemeiner Punkt der Tangente oder der Schmiegungsebene des ge- 
gebenen Zweiges in O ist. 

Dual erhält man Ordnungen und Klassen der Zweige des Schnittes 
einer Ebene mit der Schmiegungsdeveloppablen von AR. 

Mit der Behandlung der Zweige einer Raumkurve R ist die Be- 
trachtung der eigentlichen und uneigentlichen Sehnen von R eng 
verknüpft. 

Die Sehnen von R bilden eine zweifach-unendliche algebraische 
Mannigfaltigkeit (Kongruenz), die reduzibel oder irreduzibel ist, je 
nachdem R reduzibel oder irreduzibel ist. Einer solchen Mannigfaltig- 
keit gehört auch jede Gerade an, die durch einen Punkt O von R 
geht und die Grenzlage einer Sehne ist, deren beide Stützpunkte auf 
R irgendwie unendlich nahe an O herangerückt sind. Eine solche Ge- 
rade heißt uneigentliche Sehne in bezug auf O0, während eine eigent- 
liche Sehne immer zwei getrennte Punkte von R verbindet.) 

Für einen einfachen Punkt O von R ist die einzige uneigentliche 
Sehne die Tangente. Ist O ein vielfacher Punkt, so gehen durch ihn 
oo! uneigentliche Sehnen, die sich auf eine bestimmte endliche Zahl 
von Ebenen (Hauptebenen) verteilen, und jede dieser uneigentlichen 
Sehnen ist die Grenzlage einer Gerade, die zwei Punkte verbindet, 
welche O unendlich benachbart sind und auf zwei von O ausgehenden 
Partialzweigen liegen. Wenn z. B. O s-facher Punkt mit s verschie- 
denen Tangenten ist, dann sind Hauptebenen alle die Ebenen, die je 
zwei Tangenten enthalten. Ein vollständiger Zweig v** Ordnung läßt 
somit v — 1 (verschiedene oder nicht verschiedene) Hauptebenen ent- 





51) Die uneigentlichen Sehnen einer algebraischen Kurve (in einem linearen 
Raum von mehr als zwei Dimensionen) wurden sowohl geometrisch als mit 
Reihenentwicklungen von B. Levi, Torino Mem. (2) 48 (1898), p. 83, untersucht; 
und zwar im Hinblick sowohl auf die Projektionen von R als auch mit Hilfe 
von Cremonaschen quadratischen Transformationen. Vgl. auch E. Bertini'), 
1. Ausg., p. 209—213; 2. Ausg., p. 246—250. 


11. Auflösung der Singularitäten. 1255 


stehen. Zwei Zweige mit verschiedenen Tangenten geben als Haupt- 
ebene die durch diese beiden Tangenten bestimmte Ebene. Zwei voll- 
ständige Zweige mit derselben Tangente geben so viele (verschiedene 
oder nicht verschiedene) Hauptebenen, als der größte gemeinsame Teiler 
ihrer Ordnungen angibt.??) 


11. Auflösung der Singularitäten. Die von M. Noether [III C 4 
(L. Berzolari), Nr. 12] angewandte Methode der Zerlegung der Singu- 
laritäten ebener algebraischer Kurven durch sukzessive quadratische 
Transformationen (d. h. durch eine birationale Transformation) der 
Ebene kann auf die Raumkurven ausgedehnt werden. Ist ein Zweig 
v'* Ordnung mit dem Ursprung O gegeben, der einer algebraischen 
Raumkurve R angehört, so genügt es, den Zweig einer birationalen, 
z. B. einer quadratischen Transformation zu unterwerfen, mit O als 
isoliertem Fundamentalpunkt. Der gegebene Zweig transformiert sich 
dann in einen Zweig der transformierten Kurve, von einer bestimmten 
Ordnung v’ und mit einem bestimmten Punkt O’ als Ursprung. Auf 
den neuen Zweig kann man nun eine neue birationale Transformation 
ausüben, die zu einem Zweig von der Ordnung v” führt usw. Man 
sagt dann, auf dem betrachteten Zweig von R seien dem v-fachen 
Punkt O ein v’-facher Punkt, ein v”-facher Punkt usw. unendlich be- 
nachbart. 

Dieselben Transformationen, auf die Raumkurve R ausgeübt, 
führen von einem ihrer s-fachen Punkte O zur Betrachtung von 
Punkten, die auf R liegen, O unendlich benachbart und s,-fach, s,- 
fach, ... sind; dann zu Punkten, die diesen unendlich benachbart 
und die s,,-fach, s,s-fach, ...; s,,-fach, s,,-fach, ... sind usw.??) 

Wenn R keine mehrfachen Teile enthält, so bekommt man, nach- 
dem man eine endliche Anzahl solcher Transformationen ausgeübt hat, 
aus OÖ lauter einfache Punkte. 

Die Punkte, die einem singulären Punkt unendlich benachbart 
sind und die die Singularität der Kurve in diesem Punkt ausmachen, 
besitzen ausgezeichnete Lagen, die die verschiedenen Typen von super- 


52) Den Fall eines s-fachen Punktes, durch den s lineare Zweige hindurch- 
gehen, von denen einige dieselbe Tangente haben, hat schon @. Halphen, J. Ee. 
Polyt. 47 (1880), p. 25—27 = Werke 2, p. 375—377 betrachtet [und für die 
hyperräumlichen Kurven L. Berzolari, Ann. di mat. (2) 26 (1897), p. 18]. Jedem 
Paar von Zweigen mit derselben Tangente entspricht eine Hawptebene mit der 
Eigenschaft, daß von jedem ihrer Punkte aus die beiden Zweige auf eine will- 
kürliche Ebene in zwei Zweige projiziert werden, die eine Berührung aufweisen, 
die höher ist als diejenige der beiden betrachteten Zweige. 

53) C. Segre, Ann. di mat. (2) 25 (1896), p. 1. 
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linearen Zweigen zu charakterisieren vermögen. Das Problem, diese 
einfachen und vielfachen konsekutiven (sukzessiven) Punkte, die einem 
durch parametrische Darstellung gegebenen Zweig angehören, zu be- 
stimmen und ihre bemerkenswerten Lagen zu untersuchen, wurde von 
F. Enriques°‘) behandelt; dieser ging aus von der Darstellung (1) 
G. Halphens, die in Nr. 10 gegeben wurde, und stützte sich auf ein 
„ternäres Verfahren“ zur Aufsuchung des größten gemeinsamen Teilers, 
angewandt auf Tripel von Zahlen, die die Exponenten darstellen, 
welche in den Termen jener Reihen vorkommen.) So z. B. hängt 
eine erste Gruppe sukzessiver Punkte des Zweiges von den ersten 
Termen der Entwicklungen von y und z und von der Anwendung des 
geschilderten Verfahrens auf die Zahlen v, v+g, v+o-+-v’ ab. Solche 
Punkte sind bestimmt durch den Ursprung des Zweiges, seine Tan- 
gente und seine Schmiegungsebene und können daher als Satelliten 
des ersten dem Ursprung unmittelbar benachbarten Punktes, der auf 
der Schmiegungsebene, aber nicht auf der Tangente liegt, betrachet 
werden. Indem man dieses Verfahren mit Hilfe sukzessiver quadra- 
tischer Transformationen fortsetzt, erhält man für die Darstellung der 
Struktur eines Zweigs einer Raumkurve ein graphisches Schema, das 
zwar dem ebener Kurven analog ist, das man aber nicht ohne wei- 
teres aus dem Schema einer allgemeinen ebenen Projektion der Raum- 
kurve ableiten könnte. 


54) Rom Linc. Rend. (5) 26! (1917), p. 415; F. Enriques und O. Chisini'), 
2, p. 562—577. Ähnliche Entwicklungen gaben F. Enriques für die ebenen 
Kurven, Rom Line. Rend. (5) 25! (1916), p. 607; F. Enriques' und O. Chisini, 
a. 8. O., p. 323—544; hier ist die Untersuchung singulärer Punkte vertieft so- 
wohl mit Hilfe der quadratischen Transformationen als auch durch das Aus- 
gehen von einer direkten Definition unendlich benachbarter Punkte, und zwar 
vom arithmetisch-geometrischen Gesichtspunkte wie auch von dem der Differential- 
rechnung. Vgl. noch F. Enriques, Rom math. Univ.-Semin. Rend. (2) 1 (1923), 
p. 31. Für die Flächen: F. Enriques, Rom Linc. Rend. (5) 26? (1917), p. 35; 
F. Enriques und O. Chisini, a. a. O., p. 577—658. 

55) Sind drei ganze positive Zahlen «, ß, y gegeben und will man ihren 
größten gemeinsamen Teiler suchen, so kann man die kleinste unter ihnen von 
den beiden anderen abziehen usw. Das Verfahren hat ein Ende, wenn man zu 
drei gleichen Zahlen gelangt, die dann den größten gemeinsamen Teiler der 
drei Zahlen geben. Will man die dem Ursprung unendlich benachbarten Punkte 
eines Zweiges untersuchen, so soll man hingegen mit diesem Verfahren auf- 
hören, wenn man zwei gleiche Restzahlen findet, die kleiner sind als die dritte 
Zahl, und darum ist es unmöglich, das Verfahren fortzusetzen, ohne daß eine 
Doppeldeutigkeit bei der Wahl der abzuziehenden Zahl entsteht; diese Wahl 
zwischen zwei gleichen Zahlen ist zwar für das rein arithmetische Problem 
gleichgültig, nicht aber für das vorliegende geometrische Problem. 
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Über die Zerlegung der Singularitäten gelten folgende Sätze: 


a) Jede algebraische Raumkurve (ohne mehrfache Teile) kann 
durch eine birationale Transformation des Raumes in eine andere 
Raumkurve übergeführt werden, die nur mehrfache Punkte mit ver- 
schiedenen Tangenten besitzt; und tatsächlich kann das, wenn man 
will, so gemacht werden, daß ein gegebener mehrfacher Punkt der 
ursprünglichen Raumkurve sich in eine endliche Anzahl einfacher 
Punkte der transformierten Kurve auflöst.?®) 


b) Jede algebraische Kurve (ohne mehrfache Teile) kann bi- 
rational auf eine Raumkurve ohne mehrfache Punkte bezogen werden, 
und kann auch als Projektion einer keine mehrfachen Punkte be- 
sitzenden Kurve eines Überraumes angesehen werden.) 


56) P. del Pezzo, Palermo Rend. 6 (1892), p. 144— 145; M. Pannelli, Ist. 
Lomb. Rend. (2) 26 (1893), p. 216; C©. Segre°®), p. 9; B. Levi, Ann. di mat. (2) 26 
(1897), p. 228; °U), p. 132. 

57) Die Möglichkeit dieser Tatsache steckt implizite in den Sätzen von 
A. Brill und M. Noether, Math. Ann. 7 (1873), p. 269 [Auszug Gött. Nachr. 1873, 
p. 116] über die linearen — spezialen und nicht-spezialen — Scharen von Punkt- 
gruppen auf einer algebraischen Kurve [III C 4 (L. Berzolar:i), IV.], und es ge- 
nügt dabei, wenn man z. B. eine ebene Kurve behandelt, auf das System der zu 
ihr adjungierten Kurven von genügend hoher Ordnung zurückzugreifen. Aus- 
führlicher wurde das von @. Veronese angegeben, Math. Ann. 19 (1881), p. 213. 
Vgl. außerdem H. Poincare, Paris C. R. 117 (1893), p. 18; P. del Pezzo, Napoli 
Rend. (2) 7 (1893), p. 15, 45; M. Pieri, Riv. mat. 4 (1894), p. 40; E. Vessiot, Soc. 
math. de France Bull. 22 (1894), p. 208; CO. Segre®®), p. 43; A. del Re, Napoli 
Rend. (3) 7 (1901), p. 202; K. Hensel und @. Landsberg‘), p. 418; F. Enriques 
und ©. Chisini‘), 2, p. 545—550; 3, p. 143—144; F‘ Severi, Vorlesungen, p. 134 
bis 136; Ist. Veneto Atti 79 (1920), p. 933; @. Albanese, Rom Linc. Rend. (5) 33! 
(1924), p. 13. 

Wie man einen singulären Punkt einer Kurve, speziell einer ebenen Kurve, 
durch Projektion eines oder mehrerer gewöhnlicher Punkte einer Kurve eines 
drei- oder mehrdimensionalen Raumes erhalten kann, untersuchten @. Veronese, 
a. a. O., p. 201—202, und P. del Pezzo, a. a. O. 

Dem Satz des Textes kann man folgenden Satz beifügen, den man @. Hal- 
phen, Paris C. R. 80 (1875), p. 638 = Oeuyres 1, p. 358, verdankt: Jede gegebene 
ebene algebraische Kurve mit beliebigen singulären Punkten kann stets als Pro- 
jektion einer solchen Raumkurve angesehen werden, die nur einen einzigen sin- 
gulären Punkt mit lauter getrennten Tangenten besitzt, wobei dieser Punkt als 
Projektionszentrum dient. Jedem Zweig der ebenen Kurve von der Ordnung » 
entspricht ein einfacher Punkt der Raumkurve, dessen Tangente mit ihr eine 
Berührung (» — 1)ter Ordnung eingeht. 

Dem Satz des Textes kann man noch folgenden Satz hinzufügen, welcher 
für die reellen algebraischen Kurven (eines beliebigen Raumes) gilt (bezüglich 
reeller Kurven siehe Nr. 47): eine solche Kurve kann immer durch eine reelle 
(d. h. durch Gleichungen mit lauter reellen Koeffizienten darstellbare) birationale 
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c) Die Umwandlung einer algebraischen Raumkurve in eine 
solche ohne mehrfache Punkte kann auch durch eine birationale 
Transformation des ganzen Raumes bewirkt werden.’®) 


12. Irreduzible Raumkurven mit beliebigen Singularitäten als 
Grenzfälle von Raumkurven ohne mehrfache Punkte. Mit dem 
Verfahren der vorhergehenden Nr. kann auch die Frage, ob jede 
irreduzible, mit beliebigen Singularitäten versehene Raumkurve als 
Grenzfall einer Kurve ohne mehrfache Punkte angesehen werden kann, 
entschieden werden.°®®) Die Bewährung dieser Eigenschaft ist der- 
art, daß sie die Ausdehnung der Resultate von @. Halphen, M. Noether, 
H.Valentiner über die Klassifikation der algebraischen Raumkurven 
auch auf Kurven mit mehrfachen Punkten rechtfertigt. 

Während Valentiner, „Raumkurven“, zuläßt, daß die Kurve eine 
bestimmte Anzahl Knoten besitze, setzen Halphen, „Courbes gauches“, 
und Noether, „Raumkurven“, immer voraus, daß die Kurve ohne mehr- 
fache Punkte sei. Halphen®”) hat jedoch angegeben, daß irgendein 
mehrfacher Punkt durch ein bestimmtes Äquivalent 6 gekennzeichnet 
ist, derart, daß eine Kurve n‘“* Ordnung R,, welche h scheinbare 


Transformation in einer algebraischen Kurve eines drei- oder mehrdimensionalen 
Raumes transformiert werden, die keinen reellen mehrfachen Punkt besitzt: 
F. Severi, Vorlesungen, p. 231—232. 

58) B. Levi, Rom Linc. Rend. (5) 7! (1898), p. 111; F. Enriques und O. Chi- 
sini!), 2, p. 551—562. 

58a) Das Vorhandensein eines Doppelpunktes O auf einer irreduziblen 
Raumkurve R bildet eine Besonderheit, der zufolge z. B. alle Flächen, die durch 
R gehen, sich in O berühren. Ist eine Raumkurve R definiert, indem man 
eine einfache, einer ebenen Kurve f angehörige g3 ohne feste Punkte zugrunde 
legt (Nr. 2), so folgt das Bestehen eines Doppelpunktes von R aus demjenigen 
eines neutralen Paares der g3, [IIIC4 (L. Berzolari), Nr. 24], wobei das neutrale 
Paar auch von zwei in einem Doppelpunkte von f zusammenfallenden Punkten 
gebildet sein kann. Nun ist, nach F\ Severi, Vorlesungen, p. 395, auf einer 
Kurve vom Geschlecht p mit allgemeinen Moduln die allgemeine g} einfach, 
ohne feste Punkte und ohne neutrale Paare. Wenn man die g} daher auf f 
variieren läßt, so erhält man im allgemeinen eine Familie von Raumkurven von 
demselben Geschlechte p ohne Doppelpunkte, bei welcher eine R mit Doppel- 
punkt als besonderer Fall eintritt. In diesem Fall ergibt sich der betrachtete 
Doppelpunkt als Grenzlage eines scheinbaren Doppelpunktes. Wenn hingegen 
der Doppelpunkt O von R einem Doppelpunkte O0’ von f entspricht und man f 
derart variieren läßt, daß O0’ verschwindet, so erhält man eine Familie von Raum- 
kurven vom Geschlechte p + 1 ohne Doppelpunkte, welche die R vom Geschlecht 
p mit Doppelpunkt enthält: hier ist der Doppelpunkt wesentlich neu und nicht 
Grenze eines scheinbaren Doppelpunktes. Hierüber vgl. F\. Severi, Vorlesungen, 
p. 396—398; F. Enriques und O. Chisini'), 2, p. 148; 3, p. 517—518. 

59) Courbes gauches, p. 43—44 = Oeuvres 3, p. 300—302. 


12. Irreduzible Raumkurven mit beliebigen Singularitäten usw. 1259 


Doppelpunkte besitzt und singuläre Punkte mit Äquivalenten 6,, 6,,..., 
Grenzfall einer Kurve n‘® Ordnung ohne mehrfache Punkte und mit 
h-+6,-+6;,—+ :--:- scheinbaren Doppelpunkten ist. 

Ist (nach Nr. 3) 


= Pi) 
f(z, Y) et 0, ken: O(&, y) 


die monoidale Darstellung der R,, dann genügt die Kurve 9—=0 
in dem Punkte von f== 0, welcher Projektion des mehrfachen Punktes 
von R, mit dem Äquivalent 6 ist, linearen Bedingungen, die dem 
Durchgang durch 6 Punkte äquivalent sind. Das Äquivalent 6 hat den 
Wert Null für alle Arten von Doppelpunkten, und es ist auch Null 
z. B. für einen s-fachen Punkt von R,, der weder P noch Q zu Null 
macht. Für einen s-fachen Punkt mit s getrennten Tangenten gilt 


allgemein 6 = un ; 


in der Projektion des Punktes die Multiplizität s — 2 besitzen. Sind 
die s Tangenten nicht alle verschieden, so kann das Äquivalent größer 
als der vorher angegebene Wert sein. 

L. Autonne®°) beschäftigte sich damit, die Angaben von @. Halphen 
zu beweisen, indem er auf den Fundamentalsatz M. Noethers in seiner 
allgemeineren Form [III C 4 (L. Berzolari), Nr. 23] und auf die Auf- 
lösung mehrfacher Punkte in Zweige zurückgriff; und er dehnte das 
Theorem Halphens über die monoidale Darstellung (Nr. 3, gegen den 
Schluß) dahin aus, daß bei dieser Darstellung als Kurve Q = O0 jede 
beliebige Kurve angenommen werden kann, die sowohl durch die 
h Spuren von den Sehnen geht, wie auch im Ursprung eines jeden 
Zweiges von f—= 0 mit diesem Zweig eine Schnittmultiplizität hat, 
die mindestens gleich ist einer gewissen Zahl, welche nur vom Zweig 
selbst abhängt.°!) 

Unter der Annahme n>3p +3 (wo p das Geschlecht der R, 
ist) zeigte F. Severi‘?), daß die zu Anfang dieser Nr. gestellte Frage 
bejaht werden muß, und dehnte diese auch auf Kurven eines r-dimen- 
sionalen Raumes aus (r > 2).#) 


die Kurve = 0 muß im allgemeinen 


60) Siehe die Lit. bei Fußn. ?°), 

61) Siehe auch R. de Montessus de Ballore ?°). — Nach T.R.Holleroft, Amer. 
math. Soc. Bull. (2) 29 (1923), p. 147, liegt eine irreduzible Raumkurve, die bei 
einer gegebenen Ordnung die maximale Zahl von Spitzen besitzt, auf einer 
Fläche zweiter Ordnung. — Über die obere Grenze der wirklichen Doppelpunkte 
einer Raumkurve siehe 7. R. Hollcroft, a. a. O., 31 (1925), p. 42. 

62) Vorlesungen, p. 369 und 399. 

63) Für r= 2, d. h. für ebene Kurven, hat F'. Severi, Vorlesungen, und zwar 


für n2p-+ 1, p. 342 und Fußn, 1) zu p. 374, für n>°? +2, p. 398, bewiesen, 
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13. Schnitt algebraischer Kurven und Flächen. Ein Punkt O 
einer algebraischen Raumkurve R ist s-fach, wenn die Summe der Ord- 
nungen der von OÖ ausgehenden Zweige s ist. Tangenten und Schmie- 
gungsebenen von R in O sind die Tangenten und die Schmiegungsebenen 
der Zweige von AR, die ihren Ursprung in O haben. In einem s-fachen 
Punkte sind es s, verschiedene oder nicht verschiedene. Für s= 1 ist 
der Punkt einfach. Wenn R keine mehrfachen Teile besitzt, dann ist 
sein allgemeiner Punkt einfach und ist Ursprung eines einzigen Zweiges, 
dessen Charaktere v, o, v’ (Nr. 10) alle gleich 1 sind. Wenn s>1, 
oder auch wenn für den einzigen von O ausgehenden Zweig einer 
der Charaktere v, o, v_ >1 ist, heißt der Punkt singulärer Punkt 
von R. Ein Punkt mit den Charakteren 2, 1,1 bzw. 1,2,1 bzw. 
1, 1, 2 heißt Spitze oder stationärer Punkt‘) bzw. Wendepunkt bzw. 
Berührungspunkt einer stationären Schmiegungsebene. 

Multiplizität des Schnittes einer algebraischen Raumkurve R mit 
einer algebraischen Fläche F’ in einem gemeinsamen Punkt O heißt die 
Summe der Multiplizitäten des Schnitts von F mit den Zweigen von 
R, die von O ausgehen (siehe Nr. 10). Enthält F’ keinen Teil von R, 
so ist die Summe aller ihrer Schnittmultiplizitäten mit R eine end- 
liche Zahl, die sich nicht ändert, wenn man an Stelle von F' eine 
andere Fläche gleicher Ordnung nimmt, die ebenfalls keinen Teil von 
R enthält. Ist F eine Ebene, so ist diese Summe gleich der Ordnung 
von R. Es folgt daraus noch, daß, wenn die Fläche F' von der Ord- 
nung p und die Kurve R von der Ordnung » nicht unendlich viele 
Punkte gemein haben, die Summe ihrer Schnittmultiplizitäten np 
ist.65) | 


daß jede solche Kurve nter Ordnung vom Geschlecht p mit beliebigen Singulari- 
täten als Grenzfall einer Kurve nter Ordnung vom Geschlecht p, die lauter ge- 
wöhnliche Doppelpunkte besitzt, angesehen werden kann. @. Albanese?°), p. 10, 
hat bewiesen, daß das Theorem für irgendeinen Wert von n und p gilt. 

64) Stillstandspunkt nach L. Cremona, Grundzüge, p. 7. 

65) J. V. Poncelet, J. f. Math. 8 (1831), p. 399—401 = Traite des proprietes 
projectives des figures 2, 2. &d., Paris 1866, p. 223—224; dieser Beweis findet 
sich in projektiver Form bei F. Enriques, Bologna Ist. Rend. (2) 19 (1915), p. 90; 
auch bei F. Enriques und O. Chisini'), 2, p. 99—100. Dieser selbe Satz (und 
noch ein allgemeinerer) wurde mittels der monoidalen Darstellung (Nr. 3) be- 
wiesen von @. Halphen, Soc. math. de France Bull. 2 (1873), p. 40 = Oeurvtes 1, 
p. 179, und vollständiger von M. Noether, Math. Ann. 11 (1877), p. 571. Mittels 
des Chaslesschen Korrespondenzprinzips von @. Fouret, Soc. math. de France 
Bull. 1 (1873), p. 122, 258; vgl. auch R. Sturm, Die Lehre von den geometri- 
schen Verwandtschaften 1, Leipzig und Berlin 1908, p. 234; F\. Enriques und 
O. Chisini‘), 1, p. 229; erweitert bei @. Fouret, Soc. math. de France Bull. 2 
(1874), p. 127; M. Pieri, Giorn. di mat. (1) 26 (1888), p. 251. Als Anwendung 
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Die Multiplizität des Schnittes eines Zweiges v*" Ordnung mit 
einer Fläche, die im Ursprung O des Zweiges einen r-fachen Punkt 
hat, ist wenigstens vr, und ist nur größer, wenn die Tangente des 
Zweiges in O zugleich auch Tangente der Fläche in O ist. 

Wenn. daher eine Kurve R und eine Fläche F einen Punkt O 
gemein haben, der s-fach in bezug auf die Kurve und r-fach in be- 
zug auf die Fläche ist, so ist die Multiplizität ihres Schnittes in O 
wenigstens sr, und größer nur, wenn R und F in O eine gemeinsame 
Tangente haben.) 

Eine infinitesimale Regel, die in jedem Fall die Multiplizität des 
Schnittes einer algebraischen Fläche F' mit einer algebraischen Raum- 
kurve R in einem gemeinsamen Punkt O liefert, ist die folgende: Man 
betrachtet eine Ebene, deren Abstand von O unendlich klein erster 
Ordnung ist, und legt in diese Ebene parallele Geraden g durch alle 
ihre (dem Punkt O unendlich nahe liegenden) Schnittpunkte N mit R. 
Die gesuchte Schnittpunktsmultiplizität ist dann die Summe der Ord- 
nungen derjenigen unendlich kleinen Strecken MN, die auf den Ge- 
raden g zwischen ihren Schnittpunkten M mit F und den genannten 
Punkten N abgeschnitten werden.?”) 


14. Klasse und Rang einer algebraischen Raumkurve; ihre 
Tangentenfläche. Klasse einer algebraischen Raumkurve R heißt die 
Zahl ihrer Schmiegungsebenen, die durch einen Punkt P des Raumes 
gehen °®), wenn nur, entsprechend dem Theorem von G. Halphen (Nr. 10), 
eine dieser Ebenen, wenn sie Schmiegungsebene eines Zweiges mit 


(der „Koinzidenzformeln‘“ des Punktepaares bei H. Schubert, Kalkül der abzäh- 
lenden Geometrie, Leipzig 1879, p. 47, 49, wiedergegeben bei H.@. Zeuthen '®), 
p. 377—378. Ein funktionentheoretischer Beweis bei A. Brill, Math. Ann. 64 
(1907), p. 299. Vgl. noch F. Enriques und O. Chisini!), 2, p. 93—104; F. Severi, 
Vorlesungen, p. 80—81. Für das Theorem, daß drei Flächen von den Ordnungen 
m,n,p sich in mnp Punkte treffen, s. auch @. Fouret, Paris C. R. 79 (1874), 
p. 691; L. Berzolari, Ann. di mat. (2) 24 (1896), p. 165. 

66) Über all das siehe E. Bertini'), 1. Ausg., p. 357—362; 2. Ausg., p. 441 
bis 447. Aus dem letzten Satz folgt: Wenn drei algebraische Flächen in einem 
gemeinsamen Punkte O die Multiplizitäten r,, r,, r, besitzen, so absorbiert 

‚ dieser Punkt mindestens r,r,r, ihrer Schnittpunkte, und mehr nur, wenn die 
Tangentenkegel in O eine gemeinsame Erzeugende haben. Einen algebraischen 
Beweis dieser Eigenschaft gab L. Berzolari®°). 

67) H.@. Zeuthen '®), p. 30—31. Hieraus folgt von neuem der Satz von den 
np Schnittpunkten einer Kurve nter Ordnung mit einer Fläche pter Ordnung; 
Erweiterung a. a. O., p. 294—295. 

68) Einen Ausdruck für Ordnung und Klasse einer algebraischen Raum- 
kurve als Doppelverhältnisse von vier Elementen eines Grundgebildes erster 
Stufe gab @. B. Guccia, Palermo Rend. 21 (1906), p. 389. 
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dem Ursprung O0 und mit den Charakteren (v, o, v’) ist, v’-mal ge- 
zählt wird, falls P nicht auf der Tangente des Zweiges in O liegt, 
(oe + v’)-mal, falls P auf dieser Tangente liegt, aber von O verschie- 
den ist, (vo v’)-mal, falls P nach O fällt. 

Die Tangenten von R bilden eine algebraische, abwickelbare 
Regelfläche, die Tangentenfläche von R, und ihre Ordnung, d.h. die 
Zahl der Tangenten von R, die von einer allgemeinen Geraden des 
Raumes getroffen werden, heißt Rang von R.®) 

Die Klasse von R heißt auch Klasse ihrer Tangentenfläche. 

Eine Raumkurve, ihre Tangentenfläche und das Gewinde ihrer 
Schmiegungsebenen bilden eine geschlossene Gesamtheit, derart, daß 
jedes der drei Gebilde die beiden anderen bestimmt. Das erste und 
das dritte entsprechen einander dual, das zweite ist sich selbst dual.’®) 

Um zu bestimmen, wie oft bei der Berechnung des Ranges von 
R der Schnitt einer Geraden g mit einer Tangente von R gezählt 
werden muß, projiziert man R aus einem Punkt von g auf eine Ebene, 
und es ist dann der gesuchte Rang gleich der Klasse der Projektions- 
kurve. Daraus ergibt sich, daß eine Tangente von R, wenn sie einen 
Zweig mit den Charakteren v, go, v’ und mit dem Ursprung O berührt, 
für die Tangentenfläche die Multiplizität o besitzt; hingegen hat der 
Punkt O, als Ursprung dieses Zweiges, die Multiplizität v + o, d.h. 
durch O gehen » + ge Tangenten von R, die mit der Tangente des 
Zweiges in O0 zusammenfallen. Aus Dualitätsgründen berührt eine 
Schmiegungsebene von R, als Schmiegungsebene eines Zweiges mit den 
Charakteren », e, v’ und mit dem Ursprung 0, die Tangentenfläche 
(oe + v’)-punktig in jedem Punkt der Tangente des Zweigs in O, d.h. 
sie enthält e + v’ Tangenten von R, die mit dieser Tangente zu- 
sammenfallen. 

Ist O ein allgemeiner Punkt von R, so ist er doppelt für die 
Tangentenfläche, seine Tangente ist einfach und seine Schmiegungs- 
ebene enthält zwei mit dieser zusammenfallende Tangenten.”') 


69) L. Cremona, Preliminari, n. 6 = Opere 2, p. 287; Grundzüge, p. 5—6, 
hatte Klasse von R den Rang und in n. 7 = Opere 2, p. 288; Grundzüge, p. 7 
Klasse der abwickelbaren Fläche die Klasse von R genannt. Später, Prelimi- 
nari, Fußn. zu n. 95 —= Opere 2, Fußn. zu p. 353 gab er dem Wort Rang seine 
heutige Bedeutung. 

70) Vgl. @.Monge, Feuilles d’analyse appliquee & la geometrie, Paris 1801; 
Applications de l’analyse ä la geometrie, Paris 1807 (5. &d. par J. Liouville, 
Paris 1850), p 89f.; ferner L. Cremona, Preliminari, n. 6, 7 = Opere 2, p. 286288; 
Grundzüge, p. 5—7. 

71) Über all das siehe @. Halphen *'); H. B. Fine, erste Angabe in ?”); vgl. 
auch E. Bertini‘), 1: Ausg., p. 368—369; 2. Ausg., p. 453—454. 
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Eine allgemeine Ebene schneidet die Tangentenfläche von R in 
einer Kurve, die in jedem Schnittpunkt M mit R einen Rückkehr- 
punkt besitzt, und deren Tangente in M die Spur der Schmiegungs- 
ebene von R in M ist. R heißt die Rückkehrkante oder Kuspidalkurve 
der Tangententläche.‘*) Die Hüllfläche der Schmiegungsebene von R 
sagt man auch oskulierende Developpable von R. 

Ist r der Rang der Raumkurve R, so trifft jede Tangente von 
R, als Tangente an einen Zweig mit den Charakteren (v, e, v'), 
r — (v+2e-+- v’) andere Tangenten. Eine allgemeine Tangente trifft 
also r — 4 andere Tangenten. Der Ort dieser Treffpunkte ist die 
Knotenkurve der Tangentenfläche von R, und die Ebenen, die durch 
solche Tangentenpaare bestimmt sind (die doppelt berührenden Ebenen 
von R) umhüllen eine neue abwickelbare Fläche, die doppelt berüh- 
rende abwickelbare Fläche von R. 

Ist F die abwickelbare Fläche r* Ordnung, die als Rückkehr- 
kurve eine algebraische Raumkurve R hat, dann enthält die Hessesche 
Fläche von F, weil alle Punkte von F' parabolisch sind [III C 6a 
(@. Castelnuovo und F\. Enriques), Nr. 20], die Fläche F' ganz in sich 
(und dies ist auch der einzige Fall, in dem eine Fläche Teil ihrer 
eigenen Hesseschen Fläche ist); der übrigbleibende Teil, von der 
Ordnung 3r — 8, heißt nach A. Cayley Prohessiana von F; sie hat 
R als Rückkehrkurve und berührt F längs R.”®) 


15. Differential-In- und -Kovarianten auf den Raumkurven. An 
die Betrachtung der Zweige schließen sich die Untersuchungen über 
die infinitesimalen projektiven Eigenschaften der Raumkurven an. 

@. Halphen‘*) stellte sich folgendes Problem: Gegeben eine alge- 
braische Gleichung zwischen x, y, 2 und den sukzessiven Ableitungen 


von y und z nach z; man suche die Anzahl der Punkte (x, y, 2) einer 


gegebenen algebraischen Raumkurve R, in deren jedem diese Glei- 
chung erfüllt ist, oder projektiv ausgedrückt: man suche die An- 
zahl der Punkte der Kurve, in denen eine gegebene Differential- 
kovariante verschwindet.”) 


72) Wendungskurve der Tangentenfläche, nach A. F. Möbius, Der barycen- 
trische Calcul, Leipzig 1827, $ 116 = Ges. Werke 1, Leipzig 1885, p. 144; arete 
de rebroussement nach @. Monge’®), p. 34 und 92. 

73) A. Cayley, Quart. J. 6 (1864), p. 108 = Papers 5, Cambridge 1892, p. 267; 
K. Rohn, Math. Ann. 23 (1883), p. 108; Salmon-Fiedler, Raumgeometrie 2, p. 278. 
— 4. Cayley, a. &. Ö., berechnete die Gleichung der Prohessiana für die ab- 
wickelbaren Flächen 4. und 5. Ordnung und für eine spezielle abwickelbare 
Fläche 6. Ordnung. 

74) Soc. math. de France Bull. 6 (1877), p. 10 = Oeuvres 2, p. 121. 

75) Dasselbe Problem hatte @. Halphen, J. de math. (3) 2 (1876), p. 257, 371 

82* 
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Eine Untersuchung der Differentialkovarianten 1. Ordnung führt 
zu diesem Ergebnis: die Anzahl der Punkte der Raumkurve R 
n‘* Ordnung vom Rang r, in deren jedem eine algebraische Differen- 
tialgleichung 1. Ordnung, angesetzt in projektiver Form, mit von R 
unabhängigen Koeffizienten, erfüllt ist, hat die Form or +#n, wo ® 
und # ganze, nur von der Differentialgleichung abhängige Zahlen 
sind.”®) 

Aus der Untersuchung der Differentialkovarianten 2. Ordnung er- 
gibt sich, daß die Anzahl der Punkte von R, in deren jedem eine 
algebraische Differentialgleichung 2. Ordnung, in projektiver Form 
angesetzt und mit von R unabhängigen Koeffizienten, erfüllt ist, sich 
als die Summe von vier Gliedern darstellt, wobei jedes Glied das Pro- 
dukt aus einem nur von R und aus einem nur von der Gleichung 
abhängigen Faktor ist.’”) 

Für die Differentialkovarianten höherer als 2. Ordnung gibt es 
keine Formel mehr, die aus einer endlichen Anzahl von Termen zu- 
sammengesetzt und die für alle Fälle gültig wäre.) Trotzdem kann 
eine solche Formel für beliebige Ordnungen der Kovarianten erhalten 
werden, wenn man sich auf Kurven beschränkt, die nur Singulari- 
täten von einem bestimmten Typus besitzen. Speziell trifft die Zahl 
or + #n auch noch zu für die Punkte einer Raumkurve, in denen 
eine algebraische Differentialgleichung höherer Ordnung, unabhängig 
von der Raumkurve, befriedigt wird, wenn die Raumkurve keine 
Punktsingularitäten besitzt. Mit anderen Worten: bei einer Raumkurve 
ohne Punktsingularitäten hängt die Anzahl der Punkte, in deren jedem 
eine algebraische Differentialgleichung erfüllt ist, was die Kurve an- 
betrifft, lediglich von ihrer Ordnung n und von der Zahl h ihrer 
scheinbaren Doppelpunkte ab. 

Andere Untersuchungen über die projektiven infinitesimalen Eigen- 
schaften der (algebraischen oder nicht algebraischen) Raumkurven 
stehen in Zusammenhang mit der Theorie der Invarianten der line- 
aren Differentialgleichungen [II A 4b (E. Vessiot), Nr. 34] und führen 
z. B. zur Angabe der Differentialinvariante, deren identisches Ver- 





[Auszug Paris ©. R. 81 (1875), p. 1053] = Oeuvres 1, p. 475 [ebenda p. 373] für 
ebene Kurven (mit einiger Ausdehnung auf Flächen) gelöst. Vgl. IIIC4 (L. Ber- 
zolari), Fußn. !#?), 

76) Im speziellen folgen hieraus Sätze, von denen in Fußn. '°*) und in 
Nr. 45 die Rede sein wird. Über andere Anwendungen metrischer Natur siehe 
Nr. 49. 

77) Siehe Fußn. ?5°). 

78) Das gilt auch für die ebenen Kurven: @. Halphen’*) und IIIC4(L. Ber- 
zolari), Fußn. ?°). 
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schwinden die in einem linearen Strahlenkomplex enthaltenen Kurven 
kennzeichnet, und zur Aufstellung der Differentialgleichungen der kubi- 
schen Raumkurven, der Raumkurven 4. Ordnung 1. Art, und allgemein 
der Kurven, die auf einem Kegel 2. Ordnung oder auf einer allge- 
meinen Fläche 2. Grades liegen.’”) Vgl. Nr. 53. 


16. Bildung höherer Singularitäten aus den gewöhnlichen. 
Bisher wurde die Einwirkung höherer Singularitäten einer Raumkurve 
bei der Abzählung verschiedener Punktgruppen mit bestimmten Eigen- 
schaften auf ihr besprochen; dadurch ergab sich dann die Anzahl 
solcher Punkte, die nicht in die singulären Stellen hineinfallen. Man 
kann sich nun weiterhin die Frage vorlegen, wie höhere Singularitäten 
durch Vereinigung von gewöhnlichen Singularitäten gebildet werden. 

Diese Frage wird von A. Brill?) für ebene Kurven behandelt, 
indem er dabei von rationalen oder rational ganzen Kurven ausgeht 
[III C 4 (L. Berzolari), Nr. 18]. Es ist dies gestattet, soweit es sich 
nur um die Art und die Möglichkeit der Vereinigung handelt. 

Ebenso darf man bei den Raumkurven die gestellte Frage auf 
die rationalen Kurven beschränken. Hier sind die homogenen Koordi- 
naten eines Punktes als ganze Funktionen n*"" Grades eines Para- 


meters A dargestellt: = f‚(). (i=1,2,3,4) 
79) @. Halphen, J. Ec. Polyt. 47 (1880), p. 1 = Oeuvres 2, p. 353. Verall- 
gemeinerungen, mit Anwendungen auf die Invarianten einer linearen Differential- 
gleichung beliebiger Ordnung, gab L. Berzolari, Ann. di mat. (2) 26 (1897), p.1. 
Siehe noch @. Halphen, Paris ©. R. 97 (1883), p. 247; Acta math. 3 (1883), p. 325; 
Paris Me&m, pres. par divers savants (2) 28 (1884), p. 1 (besonders Chap. II) 
= Oeuvres 3, p. 457, 463,1. — Vgl. ferner R. F. Gwyther, London Roy. Soc. Proc. 
56 (1894), p. 272; L. Autonne, J. Ec. Polyt. (2) 3 (1897), p.45; E.J. Wilezynski, 
Amer. math. Soc. Trans. 6 (1904), p. 99; Boston Math. Collogquia 1903 (1905), 
p- 151; Verhandl. des dritten int. Math.-Kongresses in Heidelberg 1904 (Leipzig 
1905), p. 361; Projective differential Geometry of curves and ruled surfaces, 
Leipzig 1906, p. 238—295; W. W. Denton, Amer. math. Soc. Trans. 14 (1912), 
p- 175. 

G. Sannia, Rom Linc. Rend. (5) 31! (1922), p. 450, 503; (5) 31? (1922), p. 17, 
432, entwickelte die projektiv-differentialen Eigenschaften der ebenen Kurven’ 
mittels des absoluten Differentialkalküls mit einer Variabeln, die ihm auch dazu 
diente, Torino Atti 57 (1922), p. 155, 212, die affine-differentiale Geometrie der 
ebenen Kurven und der Raumkurven darzustellen; in einer lithographierten Arbeit 
Nuova trattazione della geometria projettivo-differenziale delle curve sghembe, 
Torino 1922, und Ann. di mat. (4) 1 (1923), p. 1; (4) 3 (1925), p. 1, bat er mit der 
gleichen Methode die projektiv-differentiale Geometrie der Raumkurven ent- 
wickelt. Betreffend die affine-differentiale Geometrie der Raumkurven vgl. noch 
R. Weitzenböck, Wien Ber. 127 (1918), p. 969. 

80) Math. Ann. 16 (1879), p. 348. Vgl. noch W. Fr. Meyer, Math. Ann. 38 
(1890), p. 369; Auszug Gött. Nachr. 1888, p. 73. 
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Entsprechend dem Vorgehen von A. Brill führt W. Fr. Meyer") 
ähnliche Untersuchungen bei Raumkurven aus. Hier sind die bei jeder 
Raumkurve auftretenden gewöhnlichen Singularitäten: erstens die 
stationären Ebenen, zweitens die Schmiegungsberührebenen, drittens 
die Tritangentialebenen, viertens die Trefftangenten und fünftens die 
Quadrisekanten. Man kann sie — unter «, ß, y, ö die Parameter 
irgendwelcher Kurvenpunkte verstanden — symbolisch bzw. mit («t), 
(e’B?), (a*ß?y?), (e*ß) und (aßy6) bezeichnen. Die Parameterglei- 
chungen für diese Singularitäten (Singularitätsformen) mögen dann 
symbolisch durch 


[]=0, [e’ß])—=0, [ey] —0, [aß] —=0, [aßyd] — 0 


dargestellt werden. Eine Ebene durch drei Punkte «, ß, y schneidet 
noch »n — 3 weitere Punkte aus, deren Parameter A der Gleichung 


0=|fe), FR), FO), FA): (a —B)le — Il —P)(a — A)(B— A)(y — A) 


genügen, wobei die vierreihige Determinante nur angedeutet ist. Die 
Koeffizienten dieser Gleichung sind vierreihige Determinanten A in 
den Koeffizienten der f;(4). Zu den vier Formen f,(A) gehören n — 3 
konjugierte Formen g,(4) von der Ordnung n, die mit jenen durch 
die Relationen (f, 9)" = 0 verknüpft sind. Die (nr — 3)-reihigen De- 
terminanten aus den Koeffizienten der p, sind proportional den vier- 
reihigen Determinanten aus den Koeffizienten der f,. Für n in einer 
Ebene liegende Punkte Z,,l,,...,l„ müssen die gemischten Polaren 
der Formen g,(}) verschwinden. Eliminiert man n — 4 von diesen 
Parametern, so erhält man wieder die Bedingung dafür, daß die 
übrigen vier Punkte 1, l,, l,, I, in einer Ebene liegen. Man kommt 
für „= 0, = Pß, = y, = 4 wieder zur obigen Gleichung; nur 
ist hier die dort angedeutete Division bereits ausgeführt. Hiervon aus- 
gehend, lassen sich zunächst die Grade der genannten Singularitäten- 
formen in den «, ß,y und in den A bestimmen. 


Höhere Singularitäten entstehen alsdann durch Koinzidenz zweier 
Singularitäten gleicher oder verschiedener Art, was durch das Ver- 
schwinden der Diskriminanten und Beeillanien jener fünf Singulari- 
tätenformen charakterisiert wird. Diese Diskriminanten und Resul- 
tanten lassen sich nun in Potenzen irreduzibler Elementarfaktoren 
zerlegen, die höheren Singularitäten verschiedener Art entsprechen. 
So verschwindet z. B. die Diskriminante von [«?ß] = 0 erstens für 
Streckungspunkte, zweitens für die noch zweimal schneidenden Kurven- 
tangenten, drittens für die Tangenten in einem Doppelpunkt, viertens 
für die Trefftangenten, die in einer Schmiegungstangentialebene liegen. 


14 
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Diese Zerlegungen sind in den Arbeiten von W. Fr. Meyer®') durch- 
geführt und in Tabellen zuzammengestellt. Zur Durchführung wird 
dabei eine Kurve im Raum von vier Dimensionen benutzt und auf 
den gewöhnlichen Raum aus einem solchen Punkt projiziert, daß eine 
Kurve mit der verlangten Singularität entsteht. So z. B. zerfällt die 
Diskriminante von [«?ß] den soeben genannten Singularitäten ent- 
sprechend in vier Faktoren, und zwar treten die zur ersten und vierten 
Singularität gehörigen Faktoren einfach, die andern beiden doppelt auf. 


IV. Fragen und Formeln abzählender Natur. 


17. Die Cayleyschen Formeln für die Anzahlen der gewöhn- 
lichen Singularitäten der Raumkurven und ihrer abwickelbaren 
Flächen. Wendet man die Plückerschen Formeln [III C4 (L. Berzolari), 
Nr. 8] auf eine allgemeine ebene Projektion einer algebraischen Raum- 
kurve R und auf die Kurve, die man als Schnitt einer allgemeinen 
Ebene mit der Tangentenfläche von R erhält, an, so ergibt sich ein 
System von Formeln, die die Anzahlen der Singularitäten von R ver- 
knüpfen und die man die Cayleyschen Formeln nennt, weil sie, in der 
angegebenen Weise, zuerst von A. Cayley aufgestellt wurden.??) 


Neben den gewöhnlichen Singularitäten, die bei allen Raum- 
kurven vorkommen, können noch besondere einfache Singularitäten 
auftreten, zu deren Existenz die Raumkurve eine Bedingung erfüllen 
muß. Hierher gehören die stationären Tangenten (Geraden mit drei- 
punktiger Berührung) sowie die Doppelpunkte, die Doppelschmiegungs- 
ebenen und die Doppeltangenten.°?) 


81) Gött. Nachr. 1890, p. 366, 493; 1891, p. 14; Math. Ann. 43 (1893), p. 286; 
Monatsh. Math. Phys. 4 (1893), p. 229, 331. 

82) J. de math. (1) 10 (1845), p. 245; Cambridge Dublin math. J. 5 (1850), 
p. 18 —= Papers 1, Cambridge 1889, p. 207, 485. 

Über die Änderungen, die eintreten, wenn man das Projektionszentrum 
oder die schneidende Ebene in spezieller Lage annimmt, siehe @. Salmon, Cam- 
bridge Dublin math. J. 5 (1849), p. 24—26; L. Cremona, Preliminari, n. 13 = 
Opere 2, p. 293—295; Grundzüge, p. 12—14; H.@. Zeuthen, Ann. di mat. (2) 3 
(1869), p. 178—180. Vgl. auch A. Cayley, Quart. J. 11 (1871), p. 305 = Papers 8, 
Cambridge 1895, p. 81—82; Salmon- Fiedler, Raumgeometrie 2, p. 113—116; 
@. A. v. Peschka, Darstellende und projektive Geometrie 2, Wien 1884, p. 166 
bis 168; @. B. Guccia, Lezioni di geometria superiore (lith.), Palermo 1890, p. 244 
bis 249; A. B. Basset, A treatise on the geometry of surfaces, Cambridge 1910, p. 77. 

83) Die Betrachtung von stationären Tangenten findet sich zuerst bei 
@. Monge'°), p. 35—36; für die algebraischen Raumkurven zuerst bei A. Cayley, 
Quart..J. 7 (1865), p. 110 = Papers 5, Cambridge 1892, p. 516, gelegentlich der 
Untersuchung (a. a. O., p. 105 = Papers 5, p. 511) der Tangentenfläche der ratio- 
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Um die Beziehungen zwischen den in solcher Weise erweiterten 
Singularitäten aufzustellen, bezeichnen wir mit: 


n die Ordnung der Raumkurve, 

n’ ihre Klasse, 

r ihren Rang, 

« Zahl der stationären Punkte oder Spitzen, d. h. Ursprünge 
von Zweigen mit den Charakteristiken (2, 1,1), 

« Zahl der stationären Ebenen, d. h. Ursprünge von Zweigen 
(1,1,9), 

ß Zahl der stationären oder Inflexionstangenten, d. h. Ursprünge 
von Zweigen (1,2,1), 

b die Klasse der zur Raumkurve gehörigen doppelt berühren- 
den abwickelbaren Fläche, 

b’ die Ordnung der Knotenkurve der abwickelbaren Fläche, 

h Zahl der scheinbaren Doppelpunkte, 

h‘ Zahl der Geraden einer allgemeinen Ebene, durch deren jede 
zwei Schmiegungsebenen zweier verschiedener Punkte von R 
hindurchgehen (die sog. Achsen von R), 

H Zahl der wirklichen Doppelpunkte, 

H’ Zahl der Doppelschmiegungsebenen, 

@G Zahl der Doppeltangenten von R, d.h. der doppelten Er- 
zeugenden der Tangentenfläche. 

Mithin sind n, «, b, h, H und nm’, «', U, 4, H’ einander dual, wäh- 
rend r, ß, @ dual sich selbst entsprechen. 

Zwischen diesen 13 Größen bestehen nun die folgenden sechs 
Cayleyschen Formeln®*): 


r=n(n—1)—2(h+H)— 3a, 
n=r(r — 1) — 26 +9) —3(n +B), 
n"„+ß—e=3(r—n); 


nalen Raumkurve 4. Ordnung mit stationären Tangenten. — Doppelpunkte und 
Doppelschmiegungsebenen wurden von H.@.Zeuthen, Ann. di mat. (2) 3 (1869), 
p. 177—178, berücksichtigt. Die Doppeltangenten führte ZL. Oremona, Grund- 
züge, p. 9 — Opere 2, p. 290, als weitere Singularität ein. 

84) Über diese Formeln siehe auch L. Cremona, Preliminari, n. 8-12 = 
Opere 2, p. 288—293 (und p. 444—445); Grundzüge, p. 7—12; Salmon- Fiedler, 
Raumgeometrie 2, p. 105—110; @. A. v. Peschka®®), p. 158—166; W. Fiedler, 
Die darstellende Geometrie 2, 3. Aufl., Leipzig 1885, p. 133—145; @. B. Guccia®*), 
p. 238—244; A. B. Basset®°), p. 71—73; H.F. Baker '®), p. 165—167; E. Bertini'), 
1. Ausg., p. 404—405; 2. Ausg , p. 492—493; G@. Fontene, Nouv. Ann. de math- 
(4) 7 (1907), p. 433; (4) 12 (1912), p. 403; H.G. Zeuthen'*), p. 136-140; ,R. de 
Montessus de Ballore, Introduction, angeführt in ?°), p. 91—93; F. Enriques und 
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IHN, 

"=r(rr—1)—- 20 +60) —3(r+Bß), 
n+ßB— «“=3(r —n). 


Daraus folgen andere bemerkenswerte Formeln, z. B.: 


= 


b—-b=n—nw, 

«e—d=2(n—n), 

+ H)— (HE) in—n)n+n"— 7), 
sr — B=e3ntn— ea=dntn—«, 

2b Dat to-ne 4) 38 
b+G--kh+H=3(r—n\r+n—9). 

Wenn man von den 13 Charakteren sieben geeignete kennt (z. B. 
n,n,r, H, H', ß, @ oder auch n,h, H, H’, «, ß, @), so kann man 
mit den obigen Formeln die sechs fehlenden Größen berechnen.‘?) 

Im allgemeinen Fall werden H, H’, ß, @ den Wert Null haben, 
da alsdann keinerlei besondere Singularitäten existieren; bei solchen 


Raumkurven bestimmen sich alle übrigen Zahlen aus Ordnung, Klasse 
und Rang.°®) 


O. Chisini‘), 2, p. 135— 148; E. Picard, Trait6 d’Analyse 1, 3. &d., Paris 1922, 
p. 468—473. 


Über die Formel a neDr 


die man aus der ersten Formel des Textes unter der Annahme «= H=0 er- 
hält, siehe auch A. Beck, Zürich Vierteljahrschr. Naturf. Ges. 52 (1907), p. 266, 
wiedergegeben bei R. Sturm®®), 3, Leipzig u. Berlin 1909, p. 15. 

Über die dritte Formel im Falle ß—=0 siehe auch H. Schubert, Math. Ann. 
17 (1880), p. 208. 

Aus der Theorie der reziproken Polaren hatte J. V. Poncelet, J. f. Matb. 4 
(1828), p. 24—27 (Manuskript von 1823—1824, der Academie des sciences vor- 
gelegt 1824) — Traite des proprietes projectives des figures 2, 2. &d., Paris 1866, 
p. 78—81, geschlossen, daß r „im allgemeinen und höchstens“ gleich n(n — 1) ist. 

Die Formeln von Cayley interpretierte S. Kantor, Ist. Veneto Atti (8) 3 
(1901), p. 771, als Ausdruck einer involutorischen birationalen Transformation 
‘zwischen den beiden Gruppen von Zahlen, die sich auf die dualen Singularitäten 
beziehen. 

J. Möller, Lunds Univ. Ärsskrift 18 (1882) hat die Modifikationen der Zahlen 
n,n,... durch sphärische Inversion studiert. 

85) Über die Bestimmung der Charaktere der rationalen Raumkurven 
(Nr. 54—58) siehe Em. Weyr, Giorn. di mat. (1) 9 (1871), p. 217; Ztschr. Math. 
Phys. 16 (1871), p. 354; @. Garbieri, Giorn. di mat. (1) 16 (1878), p. 129; E. Genty, 
Soc. math. de France Bull. 9 (1881), p. 115. 

86) Da es keine einfache Raumkurve gibt, bei der n+n’=[1, so zeigen 
die ersten drei der vorigen Formeln, daß aus einer jeden der Beziehungen 


n=n, a=a, b=b, hA+H=h"4"-+H 
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Wir geben noch die folgenden Ausdrücke für das Geschlecht p 
der Raumkurve R; es fällt zusammen mit dem Geschlecht einer ebenen 
Projektion von R und auch mit dem Geschlecht eines ebenen Schnittes 
ihrer Tangentenfläche: 


p=+(n—-D)n— 2) —h—H—a 
=: "— )W"—2)— W”— H— ao 
=s(r— 1)(r —2)— n—’—-B—G 

=;(r— YIr—2) — "—b—-8—4. 


18. Allgemeinere Formeln. Wenden wir die Formel [III C 4 
(L. Berzolari), Nr. 24] 


Se d- udn > 


die bei einer Kurve mit beliebigen Singularitäten das Geschlecht p 
der Kurve mit der Ordnung m und den Multiplizitäten v,, »,,... 
einer einfach-unendlichen linearen Schar 9 verknüpft, auf besondere 
lineare Scharen an, so ergeben sich für eine Raumkurve von der Ord- 
nung n, vom Range r und von der Klasse w, mit beliebigen Singu- 
laritäten, d. h. mit Zweigen von der Charakteristik (v, e, v’), allge- 
meinere Formeln als die der vorhergehenden Nr. Es sind das die 
Formeln: 


DS(w— 1) +r—2n =2p—2, 
Se-Y+r+n-2r=2p—2, 
ZwW— 1) +r— 2# =2p —?2. 


Multipliziert man die erste mit 3, die zweite mit 2 und alle drei 
addiert, so erhält man: 


Zr +22 + —)—4n+3p—3): 


daraus folgert man, daß eine beliebige Raumkurve n!* Ordnung vom 
Geschlecht » 4(n + 3p — 3) stationäre Ebenen besitzt und daß diese 
Zahl durch jeden singulären Zweig (v,o,v’) um 3v +20 +vV—6 
Einheiten erniedrigt wird. 

Durch ebene Projektion der Kurve findet man auf entsprechende 
Weise, daß Klasse und Rang der Kurve 3(n + 2p — 2) bzw.2(n+p — 1) 


die übrigen folgen. Vgl. @. Loria, Soc. math. de France Bull. 23 (1895), p. 4. — 
Über die Kurven, die ein in sich selbst duales System bilden, siehe W. Fiedler, 
Zürich Vierteljahrsschr. Naturf. Ges. 20 (1875), p. 173; T. R. Holleroft, Amer. J. 
of Math. 48 (1926), p. 113, und über die in einem Nullsystem selbst dualen 
Raumkurven, Oh. P. Steinmetz, ebenda 14 (1892), p. 161. 


Pr 


, 
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sind und daß jeder Zweig (v, og, v’) eine Verminderung um 2v+0—3 
bzw. v — 1 Einheiten verursacht.?”) 


Man kann auch einen Ausdruck für den Rang r geben, in dem 
die Betrachtung der uneigentlichen Sehnen eine Rolle spielt (Nr. 10). 
Er ist: 


r=n(n — 1)— 2 Is — 1) -Iw— 1) —23i;; 


hierin ist » die Ordnung von R, h die Zahl ihrer scheinbaren Doppel- 
punkte; die s sind sämtliche zusammensetzende Multiplizitäten, welche 
(nach Nr. 11) von den quadratischen Transformationen, die die sin- 
gulären Punkte auflösen, herrühren; die v sind die Ordnungen der 
superlinearen Zweige, und die i sind die Multiplizitäten der verschie- 
denen Büschel von uneigentlichen Sehnen in der Mannigfaltigkeit der 
Sehnen.®®) 


19. Andere Resultate von Salmon, Zeuthen, Cremona über die 
Singularitäten der abwickelbaren Fläche einer Raumkurve. An die 
Formeln von Cayley knüpft sich bei @. Salmon®”), H. G. Zeuthen®) 
und L. Oremona°') ein weitergehendes Studium der Singularitäten der 
abwickelbaren Fläche einer Raumkurve. Insbesondere werden die Sin- 
gularitäten ihrer Doppelkurve sowie das Verhalten dieser Kurve zur 
Rückkehrkurve der abwickelbaren Fläche behandelt und ebenso die 
dualen Fragen.°?) 


G. Salmon stützt hierbei seine Untersuchung auf die Reziprokal- 
flächen, setzt aber Z=H’=ß=G=0 voraus. 


H. @G. Zeuthen verwendet in erster Linie das Chaslessche Korre- 


87) Über die vorhergehenden Formeln und auch über ihre Ausdehnung auf die 
Kurven eines Überraums vgl. @. Halphen*'); @. Veronese®”), p. 201; CO. Segre'), 
p. 84—89; E. Bertini'), 1. Ausg., p. 401—404; 2. Ausg., p. 489—492; K. Hensel 
und @. Landsberg '), p. 463—465. Vgl. IIIC7 (C. Segre), Nr. 24. 

88) B. Lewi°'), p. 135—137. 

89) Dublin Irish Acad. Trans. 23 (1857), p. 461. Vgl. Salmon- Fiedler, Raum- 
geometrie 2, p. 660—664. 

90) Ann. di mat. (2) 3 (1869), p. 175; Auszug Paris C. R. 67 (1868), p. 225. 

91) Grundzüge, p. 81—95 — Opere 3, Milano 1917, p. 190—203. 

92) Eine methodische Darstellung gab A. Cayley, Quart. J. 11 (1871), p. 294 
= Papers 8, Cambridge 1895, p. 72. Vgl. noch A. B. Basset, Quart. J. 40 (1909), 
p. 210; ®®), p. 78-91; H.@. Zeuthen'®), p. 137—144, 193—194, 254—255; ferner 
W. A. Versluys, Nieuw Arch. voor Wiskunde (2) 12 (1918), p. 374. 

Über die Kongruenz der Sehnen einer Raumkurve, oder der gemeinsamen 
Treffgeraden zweier Kurven, oder der Geraden, welche eine Kurve treffen und 
eine Fläche berühren, siehe R. Sturm, Die Gebilde ersten und zweiten Grades 
der Liniengeometrie 2, Leipzig 1893, p. 12—17. 
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spondenzprinzip zur Ableitung der bezüglichen Zahlen®®), wobei er 
auch zum Teil die ebengenannte Voraussetzung macht. 

L. Cremona bedient sich der zweiten Polarfläche eines beliebigen 
Raumpunktes und untersucht ihr Verhalten in den singulären Stellen 
der Rückkehr- und der Doppelkurve der abwickelbaren Fläche. Hier- 
durch gelingt es ihm, nicht nur das gegenseitige Verhalten der Rück- 
kehr- und der Doppelkurve der abwickelbaren Fläche in den singu- 
lären Punkten der ersteren zu bestimmen, sondern auch die Singula- 
ritäten der Doppelkurve aufzustellen.*) 

Wir wollen einige dieser Eigenschaften mit den diesbezüglichen 
Zahlen angeben®), und bezeichnen dabei mit R die Raumkurve, mit 
F ihre abwickelbare Fläche und mit D die Doppelkurve von F' 

Die Regelfläche, die der Ort aller Sehnen ist, deren jede in der 
Ebene liegt, welche in einem der beiden Stützpunkte Schmiegungs- 
ebene ist, hat die Ordnung 

nn —1)+2h—2r—e; 


93) Um die genaue Multiplizität eines jeden bei einer solchen Korrespondenz 
vereinigten Elementes zu bestimmen, bedient sich Zeuthen der von ihm gegebenen 
infinitesimalen Regel, Nouv. Ann. de math. (2) 6 (1867), p. 200; in anderer Form 
Kopenhagen Vidensk. Selsk. Skrifter (5) 10 (1873), IV, p. 329—331. und resume 
französisch, p. X- XI; Bull. sciences math. (1) 5 (1873), p. 186; wiedergegeben 
bei E. Bertim‘), 1. Ausg., p. 394— 396; 2. Ausg., p. 481—483; R. Sturm°°), 1, 
p. 231— 232; H.@. Zeuthen'®), p. 186—187; F. Enriques und O. Chisini '), 1, 
p. 158—162. 

94) Die Formeln von Cayley zusammen mit der Formel, die das Maximal- 
geschlecht einer Raumkurve gegebener Ordnung angibt (Nr. 7), verwandte 
A. Rosenblatt, Cracovie Acad. Bull. (A) 1911, p. 292, zur Klassifikation der ab- 
wickelbaren algebraischen Flächen, indem er, für Flächen gegebener Ordnung r, 
eine untere Grenze für die Ordnung n der Rückkehrkurve R sowie eine obere 
Grenze für das Geschlecht p bestimmte. Man findet 


n>yY2r oder n> V2(r+3), 
je nachdem r gerade oder ungerade ist. Ferner (für r > 6) 


sr —53r+1 
ı 53r+138 
18 





Rosenblatt untersucht (mittels Reihenentwicklungen) auch das Verhalten der 
Doppelkurve der abwickelbaren Fläche von R in den Doppelpunkten, Spitzen, 
Wendeberührungspunkten und Wendepunkten von R und leitet daraus in einigen 
Fällen eine obere Grenze für n ab. Vgl. hierüber auch E. Wölffing, Württem- 
berg math.-naturw. Mitt. (2) 5 (1903), p. 70. 

95) Einige dieser Zahlen, auch mit Ausdehnung auf Überräume, bestimmte 
F. Severi, Torino Mem. (2) 51 (1901), p. 81, unter Anwendung des Korrespon- 
denzprinzips von Cayley- Brill [IIB2(W. Wirtinger), Nr. 51; III C3 (H.@.Zeuthen), 
Nr. 17]. 
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die Regelfläche, die der Ort aller Sehnen ist, deren jede in einer 
Schmiegungsebene von R liegt, welche nicht in einem der beiden 
Treffpunkte Schmiegungsebene ist, hat die Ordnung 


Inn — 1Y)n —6)+hm—6)+är—+e. 
Die Punkte von R, durch die noch eine weitere Tangente von 
ihr hindurchgeht, sind Rückkehrpunkte von D; ihre Zahl ist 


A=r(n — 4) —2n(n — 3) +4h— 28 —4G. 
Die Punkte, in denen sich drei Tangenten von R schneiden, sind 
dreifache Punkte von D; ihre Zahl ist 
= ;[8n" — r(r — 6)\(r -) + (är — 26) — 2@]. 
Die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte von D ist 


+1 (d# — 4r + 11) — 3n(n — 5) + r(r? — dr — 2) 
+6h — 66 — 8G], 
und ihre Klasse ist 
r(n — 2) — n’(n — 1) + 2%. 

Hieraus ergeben sich durch Dualität die entsprechenden Zahlen 
für die Doppeldeveloppable, deren Tangentialebenen die Raumkurve R 
zweimal berühren. So ist die Anzahl der Tritangentialebenen von R°?®) 
dual zur Zahl r, und die Anzahl der die Kurve noch in einem wei- 
teren Punkte berührenden Schmiegungsebenen ist dual zur Zahl 4.°”) 

Die erste Polarfläche eines allgemeinen Punktes P in bezug auf 
F schneidet F längs R und D, längs den @ Doppelerzeugenden, den 
ß stationären Erzeugenden und längs den Berührungserzeugenden der 
n’ durch P gehenden Berührungsebenen von F. Beim Schnitt von 
F mit der ersten Polarfläche zählen die Kurve D und die @ Ge- 
raden doppelt, die Kurve R und die ß Geraden dreifach. 

Der von P aus F umschriebene Kegel besteht aus den n’ Tan- 
gentialebenen, aus dem zweifach gezählten Kegel, der D projiziert, 
aus dem dreifach gezählten Kegel, der R projiziert, und aus den G@ 
zweifach und den ß dreifach gezählten Ebenen, die die doppelten 
bzw. stationären Erzeugenden projizieren. 

Die Kurven R und D haben diejenigen Punkte gemeinsam, in 
denen R von ihren «’ stationären Ebenen oskuliert wird, und diese 


96) Über diese Zahl siehe auch H.@. Zeuthen, Nouv. Ann. de math. (2) 7 
(1868), p. 402. 

97) Liegt R auf einem Kegel 2. Ordnung, so erleiden die Formeln bezüg- 
lich der singulären Tangentialebenen von R Änderungen, die von H. Mohrmann, 
Arch. Math. Phys. (3) 27 (1918), p. 43, angegeben wurden; vgl. auch Math. Ann. 
73 (1912), p. 592—593, und H. @. Zeuthen, Arch. Math. Phys. (3) 28 (1919), p. 52. 
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Ebenen berühren D in diesen Punkten. D enthält auch die « Spitzen 
von R, und in jedem dieser Punkte haben die beiden Kurven die 
gleiche Tangente. Außerdem hat — wie schon bemerkt — D als Spitzen 
diejenigen A Punkte, in denen die Tangenten-Sekanten von R die 
Raumkurve R schneiden. Endlich haben R und D die Berührungs- 
punkte der ß stationären Tangenten von R, mit derselben dreipunktigen 
Tangente und derselben vierpunktigen Oskulationsebene, gemein. 

Eine stationäre Tangente von R mit dem Berührungspunkt M 
trifft D in r — 6 Punkten, die stationär für D und dreifach für F 
sind, und deren Tangenten in der Schmiegungsebene an R in M 
liegen. Auch der Punkt M ist dreifach für F‘ 

Ist d eine Doppelerzeugende von F, und sind M und M’ ihre 
beiden Berührungspunkte mit R, so sind diese Punkte dreifach für F 
und d hat in M’und M’ mit D eine dreipunktige Berührung. Die 
Doppelerzeugende d trifft weiter r — 8 einfache Erzeugende in Punkten, 
die zweifach für D und dreifach für F sind. Die Schmiegungsebene 
von R in M hat in M mit D eine sechspunktige Berührung und 
außerdem dreipunktige Berührungen mit D in weiteren r — 7 Punkten, 
von denen M’ einer ist.?’*) 

Die zweite Polarfläche eines allgemeinen Punktes P in bezug auf 
F berührt R in den Berührungspunkten von R mit den von P aus- 
gehenden Schmiegungsebenen; sie hat mit R und mit D eine vier- 
punktige Berührung in einem jeden Punkte, in dem diese Kurven von 
einer stationären Erzeugenden von F' oskuliert sind; sie geht durch 
die Berührungspunkte von R mit ihren G@ Doppeltangenten und hat 
daselbst eine zweipunktige Berührung mit R, eine dreipunktige mit D; 
in den « Spitzen von R hat sie mit R eine vierpunktige Berührung; 
sie schneidet R in den A Punkten, in denen R von den Geraden, die 
R anderwärts berühren, getroffen wird; sie berührt D in den « Spitzen 
von R und hat mit D eine dreipunktige Berührung in jedem der 
4 Punkte, die einfach für R und Spitze für D sind. 

Ein jeder der H Doppelpunkte von R ist vierfach für D und 
vierfach für F und zählt als zwölffacher Schnittpunkt von D mit 
der zweiten Polarfläche von P in bezug auf F. 

Außer den @(r — 8) wirklichen Doppelpunkten, den A + ß(r — 6) 
stationären Punkten, den r dreifachen und den A vierfachen Punkten, 
besitzt die Kurve D noch Doppelpunkte entsprechend den Ebenen, 
die F längs zwei getrennten Erzeugenden berühren, und genau einen . 
Doppelpunkt in jedem zwei solchen Erzeugenden gemeinsamen Punkt. 


97a) Vgl. W. A. Versluys®?). 
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20. Die vollständige Schnittkurve zweier Flächen. Der voll- 
ständige Schnitt zweier Flächen F, und F, von den Ordnungen u 
und v, die keine gemeinsamen Teile haben, ist eine Kurve von der 
Ordnung uv; einer ihrer Punkte ist nur dann mehrfach, wenn er 
wenigstens in bezug auf eine der beiden Flächen mehrfach oder wenn 
er ein Berührungspunkt der beiden Flächen ist.) 


98) Die Gleichung der Schmiegungsebene in einem allgemeinen Punkt der 
Schnittkurve von F, und F, wurde von L.O. Hesse, J. f. Math. 41 (1849), p. 272 
— Werke, München 1897, p. 263, in einer Form gegeben, aus der folgt, daß die 
Berührungspunkte der durch einen vorgegebenen Punkt gehenden Schmiegungs- 
ebenen die Schnittpunkte der Kurve mit einer Fläche 3(w + » — 3)ter Ordnung 
sind. In einfacherer Weise hat A.Clebsch, J. f. Math. 63 (1862), p. 1, dieselbe 
Gleichung abgeleitet und auch, hier und J. de math. (2) 8 (1862), p. 297, die 
Gleichung einer Fläche 2(3u4 4 3» — 10)ter Ordnung aufgestellt, die die Kurve 
in den Berührungspunkten ihrer stationären Ebenen schneidet. Über diese Glei- 
chung vgl. auch J. N. Bischoff, J. f. Math. 58 (1860), p. 179; A. Voß, Math. Ann. 
8 (1874), p. 96. Zu den erwähnten Gleichungen siehe ferner Salmon- Fiedler, 
Raumgeometrie 2, p. 154—158. 

Über die Gleichung der Schmiegungsebene siehe noch F. Studnicka, Prag 
Ber. 1878, p. 37. Über die Gleichungen der Tangente und der Schmiegungs- 
ebene in einem allgemeinen Punkt einer als birationale Transformierte einer 
ebenen Kurve definierten Raumkurve (Nr. 2) siehe @. Loria, Palermo Rend. 17 
(1902), p. 44. 

Über den Krümmungsradius der Schnittkurve zweier algebraischen Flächen 
siehe Salmon-Fiedler, a. a. O., p. 162—163. Über die Bestimmung ihrer Asym- 
ptoten siehe S. Wigert, Ark. f. Math., Astr. och Fys. 9 (1913), Nr. 10. Über die 
Konstruktion der ER siehe H. Böheim, Zitschr. f. d. Realschul- 
wesen 37 (1912), p. 651, 751; 39 (1914), p. 185. 

L. Painvin, Ann. di mat. (2) 4 (1869), p. 281 ae Paris C. R. 68 (1869), 
p. 796] bestimmte die Schmiegungsebenen und die Krümmungsradien in einem 
den beiden Flächen F„ und F, angehörigen mehrfachen Kurvenpunkt. 

L. Painvin, J. de math. (2) 17 (1872), p. 177 [Auszug Paris C.R 71 (1870), 
p. 217] bestimmte auch die Elemente der Rückkehrkante und die Krümmung 
einer abwickelbaren Fläche, die durch zwei Gleichungen in Ebenenkoordinaten 
gegeben ist. 

Über den Charakteren der zwei abwickelbaren Flächen gemeinsamen Kurve 
siehe z. B. Salmon-F'edler, a. a.O., p. 612; über die Schnittkurve zweier Flächen, 
von denen die eine abwickelbar ist, siehe W. A. Versluys, Amsterdam Versl. (4) 
14 (1905), p. 166; über die abwickelbare Fläche, die zwei gegebenen Flächen 
umschrieben erden kann, siehe W. A. Versluys, Liege M&m. (3) 6 (1906), Nr. 8. 
Über all das siehe auch @. A.v. Peschka®?), 2, p. 386—387, 387—389, 384 — 386. 
Über den Schnitt zweier Kegel siehe A. Beck, Ztschr. Math. Phys. 41 (1896), p. 225. 

Nach (©. Hoßfeld, Ztschr. Math. Phys. 29 (1883), p. 242; Progr. Gymn. Eisenach 
1896, kann die Kurve, die dual der Tangentenfläche der Schnittkurve zweier sich 
nicht berührender algebraischer Flächen entspricht, nicht der vollständige Schnitt 
zweier algebraischer Flächen sein. 
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Ein Punkt, s-fach für F, und t-fach für F,, ist” wenigstens 
st-fach für die Schnittkurve; eine größere Multiplizität für die Schnitt- 
kurve hat er nur dann, wenn die in ihm an die beiden gegebenen 
Flächen gelegten Tangentialkegel einen gemeinsamen Teil haben. 

Wenn die beiden Flächen D einfache und X stationäre Berüh- 
rungen haben, dann sind die Charaktere ihres Schnittes durch die 
folgenden Formeln gegeben”): 


n=uv, H>=D, H=-6t=ßml, GR, 
r=uvu+v—2)—2D—3K, 
n =3uv(u+v—3)—6D—S8K, 

= sw De—1), 


99) Diese Formeln, mit Ausnahme derjenigen, die das Geschlecht angibt, 
finden sich zuerst bei @. Salmon, Cambridge Dublin Math. J. 5 (1849), p. 23, und 
sind wiedergegeben bei L. Cremona, Preliminari, n. 95 = Opere 2, p. 353—354; 
Grundzüge, p. 99—102 = Opere 3, p. 204—205; Salmon-Fiedler, Raumgeometrie 
2, p. 128—132; G@. A.v. Peschka®?), 2, p. 315—320; @. B. Guccia®?), p. 315—317; 
A. B. Basset°*), p. 73—75; F. Enriques und O. Chisini!), 2, p. 149—150. Über 
einige dieser Formeln vgl. auch J. N. Bischoff, J. f. Math. 56 (1858), p. 176—177; 
Th. Reye, Math. Ann. 2 (1869), p. 499—500; R. Sturm, Math. Ann. 9 (1875), 
p. 574-575; L. Saltel, Paris C. R. 80 (1875), p. 1285; H. Schubert°®), p. 296; 
Math. Ann. 17 (1880), p. 212; K. Hensel und @. Landsberg‘), p. 465 —466; 
W. A. Versluys, Liege M&m. (3) 6 (1906), Nr. 4; R. de Montessus de Ballore, 
Introduction, zitiert in ?°), p. 93—95. Über die Formel, die A liefert, siehe *°). 

Über die Doppelpunkte und Spitzen der Kurve, die zwei Flächen gemein- 
sam ist, siehe auch W. Spottiswoode, J. f. Math. 42 (1851), p. 372. 

Über die Anzahlen der Singularitäten der doppelt berührenden abwickelbaren 
Fläche der Schnittkurve von zwei Flächen, und allgemeiner der abwickelbaren 
Fläche, welche durch eine stets zwei gegebene derartige Kurven berührende 
Ebene erzeugt wird, vgl. noch J. N. Bischoff, J. f. Math. 59 (1861), p. 394; H. M. 
Taylor, Messenger of math. (2) 5 (1876), p. 1. 

Ein allgemeiner Ausdruck für das Geschlecht der Schnittkurve zweier be- 
liebig gegebener algebraischer Flächen findet sich bei @. B. Guccia, Soc. math. 
de France Bull. 23 (1895), p. 101. 

Über die Verminderung des Ranges der Schnittkurve von F, und F,, die 
durch einen diesen Flächen gemeinsamen und in bezug auf sie mit beliebigen 
Singularitäten ausgestatteten Punkt verursacht wird, siehe @. B. Guccia, Paris 
C. R. 120 (1895), p. 816; W. A. Versluys, Amsterdam Versl. (4) 14 (1905), p. 38. 
Nach Guccia beträgt diese Verminderung i, — c, =i, — c, Einheiten; hierin be- 
deutet c, bzw. c, die Zahlen, um welche die Klasse von F}. bzw. F', durch den 
gemeinsamen singulären Punkt emiedrigt wird, und si, bzw. i, ist die Anzahl 
der in ihm fallenden Schnittpunkte von F, bzw. F, mit einer gewissen Hilfs- 
kurve. Diese Hilfskurve ist der Ort der Berührungspunkte aller Tangential- 
ebenen, die man durch eine allgemeine Gerade an die Flächen des Büschels 
F,+4F,.II= 0 legen kann, wenn II=0 das Produkt von v»— u allgemeinen 
Ebenen durch jene Gerade darstellt (v > u). 


231. Fall einer zerfallenden Schnittkurve zweier Flächen. a7 


e = 2uv(öu + 3v — 10) —3(4D+5K), 

h = zuv(a + v — 3)[9uv(u +9» — 3) — 12(3D+ 4K) — 22] 

+3uv+(8D+4K)(6D+8K +7), 

b= zuv(a +v — 2)[uv(u + v— 2) — 2(2D+3K)— 10] 

+4uv + 10D+SK+1(2D-+3&)", 

H— uva + v— 2lur(a +v— 2) — 2(2D-+3K)—4] 

+4D+UK+10D+3K), 
p=zu(u+v—4)—D—-K+l. 

Für eine irreduzible Kurve ist p > 0; aus der letzten Formel folgt 
daher, daß die größte Anzahl von Punkten, in denen F', und F, sich be- 
rühren können, ohne daß ihre Schnittkurve zerfällt, Zuv(u+v—4)+1 
ist. Ist die Anzahl der Berührungspunkte größer als $uv(u+v— 2), 
so ist sie unendlich, d. h. die beiden Flächen berühren sich in allen 
Punkten einer Kurve. 

Ein Punkt der Kurve, der s-fach für F, und t-fach für F', 
ist, vermindert im allgemeinen die Werte 4uv(u+v— 4) +1 und 
+uv(u — 1)(v — 1) von p und von h um 

sst(s+t—2) bzw. Ist(s — 1) —1) 
Einheiten, während ein Berührungspunkt der beiden Flächen den 
Wert von p, aber nicht den von h erniedrigt.!) 


21. Fall einer zerfallenden Schnittkurve zweier Flächen. Wenn 
die Schnittkurve der beiden Flächen F', und F, in zwei Kurven von 
den Ordnungen n, und »,, den Rängen r,, r,, den Geschlechtern »,, p,, 
mit h,, hg scheinbaren, 7,, H, wirklichen Doppelpunkten und «,,«, 
Spitzen zerfällt, und wenn man mit i die Anzahl ihrer gemeinsamen 
Punkte bezeichnet, so gelten die Formeln: 


nt =uv, 
nn nr=m—n)u +v— 2)— 24, —-H)— 3, — %), 


2(h, — h)= (m —n,)(u — ie 1), 


100) N. Salvatore-Dino, Napoli Rend. 18 (1879), p. 132, beweist die im Text 
angeführten Sätze, die ihm von L. Cremona mitgeteilt wurden. Vgl. auch J. N. 
van der Vries, Amer. Acad. of arts and sciences Proc. 38 (1902), p. 473, wo der 
Einfluß eines singulären Punktes auf A untersucht ist, auch wenn Fu und F, im 
Punkte beliebige Singularitäten besitzen; es ergibt sich, daß dieser Einfluß auch 
noch von der Lage der Tangenten im singulären Punkt abbängen kann; so z. B. 
wird der Wert von Ah nicht erniedrigt, wenn die Kurventangenten des singu- 
lären Punktes in einer Ebene liegen. 

Wir fügen noch den Wert des Geschlechts p des (einfachen) Durchschnitts 
zweier Regelflächen vom Grade m und m’ und Geschlecht x und x’ hinzu: 
p= (m — 1)(m’ — 1) + mm + m’x. F. Amodeo, Ann. di mat. (2) 20 (1892), p. 235. 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 2. 83 
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2(m — PR) = (m —n)(u +v —4) — 2(H — 5) 3(a, — 0), 
en v nn 1) 2a 
= n(u+v—2)— rn, —2H, —3e, 


= nu +v— an —1)+2h 
=nu+vr—2)—n—2H,—3o, 


= zswla + )—- (+9) +) sat) +2. 

Mit diesen Formeln kann man, wenn die Teilkurven weder Knoten 
noch Spitzen haben, aus den charakteristischen Zahlen der einen Kurve 
diejenigen der anderen und auch die Anzahl i ihrer gemeinsamen 
Punkte berechnen.!?!) 

Wenn speziell durch eine Kurve R von der Ordnung n mit 
h scheinbaren Doppelpunkten und ohne wirkliche mehrfache Punkte 
zwei Flächen von den Ordnungen u und v gelegt werden, so berühren 
sich diese in n(u +v—n— 1)-+ 2h Punkten. 

@. Salmon'°”) hat ferner zwei Kurven betrachtet, die der Schnitt 
zweier Flächen F und F', sind, unter der Annahme, daß die erste 
Kurve doppelt ist für F', und einfach für F,; bezeichnet man mit ö 
die Anzahl der den beiden Kurven gemeinsamen Punkte, so gelten 
zwischen den Charakteren n,, r,, h, und n,, r,, ha der beiden Kurven 
die Beziehungen: 

2n FNn=uv, 

in n-(2n — n)e +9 —2)+2nW— 2), 
84, — 2, = (v — 1)[2m, — nn) -— 1) — 20], 
i=n,(u+2v— 4) —2r.. e 

F. Severi!”) hat den wichtigen und im vorhergehenden nicht ein- 
geschlossenen Fall betrachtet, daB 7, zu F', adjungiert ist [III C 6b 
(@. Castelnuovo und F. Enriques), Nr. 10], und F, keine anderen Sin- 
gularitäten besitzt als j Pinch-points [III C 6a (@. Oastelnuovo und 
F. Enriques), Nr. 16] und eine Knotenkurve von der Ordnung n, mit 
t dreifachen bezüglich F', triplanaren Punkten. Man findet: 

N, == uv — 2N,, 
1, = uv(u + v — 2) — 2n,(3v — u) — 2r, — 3j, 

Fee ie 2Aw ut )rn Hs; 

101) @. Salmon, Cambridge Dublin math. J. 5 (1849), p. 34—37; siehe auch 
L. Cremona, Preliminari, n. 96 = Opere 2, p. 354—355; Grundzüge, p. 102—104; 
Opere 3, p. 206; Salmon-Fiedler, Raumgeometrie 2, p. 132; @. A.v. Peschka®*), 
2, p. 320—322; @. B. Guccia®®), p. 317—319; A. B. Basset®?), p. 76—77; F. En- 
riques und O. Chisini!), 3, p. 531—533. 


102) Vgl. Salmon-Fiedler, Raumgeometrie 2, p. 146—148. 
103) Torino Mem. (2) 52 (1902), p. 91-92. 


ee 
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während # und j durch die Beziehung 
+ yena—d—n 
verbunden sind. 

F. Severi!%) hat auch Formeln gegeben, die die Charaktere einer 
zwei Flächen gemeinsamen und in bezug auf beide Flächen mehr- 
fachen Kurve mit den Charakteren der Restschnittkurve verknüpfen 
(auch mit Ausdehnung auf Überräume). 

22. Die Äquivalenz einer Raumkurve. Aus einer Eigenschaft 
von Nr. 21 folgt, daß, wenn durch eine Kurve R n“* Ordnung mit 
h scheinbaren Doppelpunkten und ohne wirkliche mehrfache Punkte 
drei Flächen von den Ordnungen m,, m,, m, hindurchgehen, sich diese 
drei Flächen außer in R in weiteren 


m, mm; — nm, + m + m; — n — 1) — 2h 
Punkten treffen. Man kann daher sagen: 


nm tm tm; —n—1)+2h 

ist die Zahl der gemeinsamen Punkte der drei Flächen, die von der 
Kurve R absorbiert werden. 

Diese Zahl nennt man, nach A. Cayley!®), die Äquivalenz der 
Kurve R. 

Allgemeiner [vgl. III C 6a (@. Castelnuovo und F‘ Enriques), 
Nr. 9], wenn drei Flächen mit gegebenen Multiplizitäten durch ge- 
gebene Punkte und gegebene Kurven hindurchgehen, so heißt Ägqui- 
valenz dieser Punkte und Kurven die Anzahl der den drei Flächen 
gemeinsamen Punkte, die von den Punkten und den Kurven selbst 
absorbiert werden. 

Für eine Kurve wurde das Problem der Bestimmung der Äqui- 
valenz behandelt von @. Salmon!”) für die Fälle, daß die Multipli- 


104) Siehe !°%), p. 90. Vgl. auch M. Pannelli, Giorn. di mat. (2) 11 (1904), 


 p. 201; Palermo Rend. 32 (1909), p. 1, und noch (©. G. F. James, Cambridge Phil. 


Soc. Proc. 21 (1923), p. 435, wo die Darstellung von Kurven mittels Matrizen 
besonders betrachtet wird, mit Erweiterung auf vierdimensionalen Raum. 

105) London Math. Soc. Proc. (1) 3 (1870), p. 165, 179—180 = Papers 7, 
Cambridge 1894, p. 225, 239. 

106) Cambridge Dublin math. J. 2 (1846), p. 70; Quart. J. 7 (1866), p. 327. 
Vgl. auch Salmon-Fiedler, Vorl. über die Algebra der linearen Transformationen, 
2. Aufl., Leipzig 1877, p. 374 ff.; Salmon- Fiedler, Raumgeometrie 2, p. 145—146, 
595ff. Vgl. noch L. Schläfli, Brief an J. Steiner vom 27. März 1855, in Brief- 
wechsel zwischen Jakob Steiner und Ludwig Schläfli, herausg. von J. H. Graf, 
Bern Mitt. d. Naturf. Ges. 1896, p. 208; L. Cremona, Preliminari, n. 97 = Öpere 2, 
Milano 1915, p. 355; Grundzüge, p. 103—104; E. J. Nanson, Messenger of math. 
(2) 33 (1904), p. 33; A. B. Basset®?), p. 30, 288—290; H. G. Zeuthen '?), p. 192 
bis 193; F. Enriques und O. Chisini'), 2, p. 311—312; 3, p. 531—533. 

83 * 
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zitäten gleich 1, 1,1 oder 1,1,2 sind; für den allgemeinen Fall von 
A. Cayley'”), falls die Kurve keine wirklichen mehrfachen Punkte hat. 

M. Noether‘®) behandelte allgemeinere Fälle, indem er auch die 
Äquivalenz von mehreren Kurven mit oder ohne gemeinsame Punkte 
bestimmte. 

Ist die Kurve R von der Ordnung n, vom Rang r und besitzt 
sie D wirkliche Doppelpunkte, sind die drei Flächen von den Ord- 
nungen m,, Mm,, m, und hat die Kurve für die Flächen die Multipli- 
zitäten s,, S;, 5, dann ist die Äquivalenz 

n (8355; + 8351Mg + 5183M;) — 2815955 (n 1 2) 

Die Kurve R trifft den Restschnitt z. B. zweier Flächen von den 

Ordnungen m,, m, in 


2D 
n(s, m; + 53m) — 25,5, (n r an ) 





Punkten. 

Haben die drei Flächen zwei Kurven R und R’ gemein, von denen 
die eine die Multiplizitäten s,, s,, s;, die andere die Multiplizitäten 
Sy), 83, Ss besitzt, und bezeichnen wir mit M und M’ die Äquiva- 
lenzen der beiden Kurven und mit ‘ die Anzahl der den Kurven 
gemeinsamen Punkte, dann ist die Äquivalenz des Systems (R, R’) ge- 
geben durch 

M-+M' — (835 + 55188 + Sı 52 83 — Sı 5 53); 
vorausgesetzt, daß zwei der Zahlen s,, s;, s; nicht kleiner als die ent- 
sprechenden Zahlen s,’, s,', s, sind. 

Allgemeiner betrachtete M. Noether den folgenden Fall: Die drei 
Flächen sollen einen mehrfachen Punkt P mit den Multiplizitäten 
l,, la, I, sowie die Kurven R, R',... gemeinsam haben; die erste 
Kurve soll für die Flächen die Multiplizitäten s,, sg, s; besitzen und 
jmal durch P gehen, die zweite Kurve habe die Multiplizitäten 
5), 89, 5; und gehe j mal durch P usw. Dann setzt man voraus, daß 
die Schmiegungskegel der Flächen in P keine gemeinsamen Teile, als 
Folge der zugelassenen Singularitäten, haben, was eine untere Grenze 


für die Zahlen /,, l,, !, festlegt. Der Rang r von R ist in diesem Fall 
r=nn—1)—2h—2D-jG—]), * 
und unter der Äquivalenz M von R soll man die Größe 


r+2D 
107) London Phil. Trans. 159 (1869), p. 221 = Papers 6, Cambridge 1893, 
p- 350. 
108) Ann. di mat. (2) 5 (1871), p. 163. 
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verstehen; und ähnliche Bedeutungen sollen M’ für R’ usw. haben. 


Die Äquivalenz 
ha + MM +... 
des Systems (P,R,R’,...) erhält dann die Reduktion 
PP + PPLH DER — 2:PSPP]0, 


wo die Summierung sich über alle verschiedenen durch P gehenden 
Kurven erstreckt. 
Die Restschnittkurve der Flächen von den Ordnungen m,, m, 
trifft R in 
pen 


[In (m, ss + m,s)— 28,8 (n Zr = )] — (+ %s — 2585)5 
Punkten, außer P, und besitzt in P die Multiplizität 
ll, — > ss. 


Hilda P. Hudson‘) bestimmte die Äquivalenz einer Kurve R in 
den Fall dreier Flächen, die mit einer gegebenen Fläche längs R eine 
einfache Berührung oder eine solche von höherer Ordnung besitzen, 
und brachte Anwendungen auf die Theorie der birationalen Transfor- 
mationen des Raumes.) 





23. Weitere Ergebnisse abzählender Art über Sekanten und 
Tangenten algebraischer Raumkurven. Verschiedene Autoren haben 
Formeln aufgestellt, durch die verschiedene Probleme abzählender 
Natur über Punkte, Geraden und Ebenen, die zu einer oder mehreren 
gegebenen Kurven vorgegebene Beziehungen haben, gelöst werden. 
Einige von ihnen wurden bereits in Nr. 19 angeführt, andere sollen 
jetzt behandelt werden. 

Wenn für eine Raumkurve die Voraussetzungen und Bezeich- 
nungen von Nr. 17 gelten, dann bilden ihre Trisekanten eine Regel- 
fläche von der Ordnung 


(n — 2) [% an 2, 





6 








109) Ann. di mat. (3) 19 (1912), p. 45; Math. Ann. 73 (1912), p. 73; London 
Math. Soc. Proc. (2) 11 (1912), p. 398. 

110) Andere Untersuchungen, die mit der Äquivalenz im Zusammenhang 
stehen, bei @. B. Guccia, Palermo Rend. 1 (1887), p. 338; 2 (1887), p. 79; Paris 
C R. 105 (1887), p. 741; Rom Line. Rend. (4) 5! (1889), p. 349, 456, 490. $. auch 
F. Enriques und O. Chisini'), 2, p. 310—312; ©. G. F. James ie 

Das allgemeine Problem der Äquivalenz algebraischer Mannigfaltigkeiten 
in einem beliebigen linearen Raum wurde untersucht von F. Severi, Torino Mem, 
(2) 52 (1902), p. 61. Vgl. auch E. Lasker, Math. Ann. 60 (1904), p. 112—113; 
A. B. Coble, Amer. J. of Math. 36 (1914), p. 167, 398. 
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und die Zahl ihrer Quadrisekanten ist 
sh(kh— An + 11) — Inn — 2)(n — 3)(n — 13). 
Führt man das Geschlecht p ein, so werden diese Ausdrücke!!!) 
(n — 1)(n — 2) (n — 3 


— 2) (n — 3)!n — 4 uni Er 
(n —_ı. )__M > N 





bzw. 





Die Zahl der Sehnen, die zwei Kurven von den Ordnungen n,, %, 
mit h,, hg, scheinbaren Doppelpunkten und i gemeinsamen Punkten 
gemein haben, ist!!?) 

W-D 


ht zn (ea - 2); N) — ir - DD; —D+ r 3 
111) Die beiden Formeln verdankt man A. Cayley, London Phil. Trans. 153 
(1863), p. 453 —= Papers 5, Cambridge 1892, p. 168, der sie aufstellte, indem 
er die Kurve zerfallen ließ und dann gewisse funktionale Gleichungen löste, 
wobei er die Annahme machte, daß die gesuchten Zahlen allein von n und von 
h abhängen. Unter strenger Anwendung des Korrespondenzprinzips von Chasles 
[s. Fußn. °®%)] wurden sie, zusammen mit vielen andern, von H. @. Zeuthen °°) 
aufgestellt; die erste auf algebraischem Wege von A. Brill, Gött. Nachr. 1901, 
p- 167. Wiederum mit Hilfe des Zerfallens wurden beide Formeln von neuem 
aufgestellt von E. Picquet, Paris ©. R. 77 (1873), p. 474; Soc. math. de France Bull. 
1 (1873), p. 260; die erste auch von (©. F. Geiser, Collectanea math. in memoriam 
D. Chelini, Milano 1881, p. 294; @. Schaake, Amsterdam Versl. (4) 33 (1924), 
p: 160; beide von L. Berzolari, Palermo Rend. 9 (1895), p. 186; A. Tanturri, Ann. 
di mat. (3) 4 (1900), p 97 und 119. Für eine Kurve, die der vollständige Schnitt 
zweier Flächen ist, wurden die beiden Formeln aufgestellt von H. Schubert*®), 
p. 319—323, als Spezialfälle der Üharakteristikenformeln für das Gebilde, das 
aus einem Strahle und darauf befindlichen Punkten besteht; für eine beliebige 
Kurve von H.Krey, Math. Ann. 15 (1879), p. 214, 223, als Anwendungen der 
Schubertschen Korrespondenzsätze; und von A. Beck so mittels einer infinitesi- 
malen zentrischen Kollineation. Vgl. noch Salmon- Fiedler, Raumgeometrie 2, 
p. 299 — 302; A. B. Basset°?), p. 229— 232; H. @. Zeuthen '®), p. 57—59, wo, 
p. 100—103, die Methode von Beck wiedergegeben ist und wo, p. 255—260, 
diese Formeln unter Anwendung des Korrespondenzprinzipes von Cayley-Brill 
angegeben sind; F. Enriques und O. Chisini!), 2, p. 289—310, wo u. a. die Me- 
thode des Ausartens und die Methode von Beck dargelegt sind und 3, p. 471—476, 
wo man das Cayley-Brillsche Korrespondenzprinzip anwendet; endlich F'. Severi !?®). 
Dieselben Formeln sind in den ganz allgemeinen von @. Z Giambelli, 
Torino Mem. (2) 59 (1908), p. 433, für die Kurven eines mehrdimensionalen 
Raumes gegebenen Formeln enthalten. 
Für rationale Kurven siehe Em. Weyr®’), erstes Zitat, p. 222; E. Genty®°), 
p. 161; W. F. Meyer, Math. Ann. 38 (1890), p. 380; W. Stahl, Math. Ann. 40 (1891), 
p. 18 und 21; Fr. Deruyts, Belgique Bull. (3) 35 (1898), p. 287. 
112) L. Oremona, J. f. Math. 60 (1861), p. 192 = Opere 2, p. 45. Die gleiche 
Zahl kann aus der Formel, die die Zahl der Geraden angibt, die zwei algebrai- 
schen Kongruenzen von Geraden gemeinsam sind, abgeleitet werden: @. Halphen, 
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Die Anzahl der Sehnen einer Kurve »t® Ordnung mit h schein- 
baren Doppelpunkten, die zwei andere Kurven von den Ordnungen 
N,, N, treffen, ist, wenn diese mit der ersten Kurve i,, i, und unter 
sich i,, Punkte gemein haben, 

R—1) 


nn, |h +" 3 ]-%-— ana tn) —histüh: 


Die Anzahl der Geraden, die vier gegebene Kurven von den Ord- 
nungen %,, Ng, N,, N, treffen (wobei die Kurven von den Ordnungen 
n, und n, i,, gemeinsame Punkte haben), ist 


ZNNINN, — Inn i,, +3, 
wobei die Indizes », q, r, s alle voneinander verschieden sind, so daß 
die erste Summe aus sechs, die zweite aus drei Termen besteht. 

Bei diesen Formeln ist, wohlverstanden, vorausgesetzt, daß die 
Punkte, in denen jede dieser Geraden die gegebenen Kurven trifft, 
voneinander verschieden sind.!!?) 

Die eben besprochenen Probleme hat A. Brill!!t) auf algebraischem 


Paris C. R. 68 (1869), p. 142; 74 (1872), p. 41 = Oeuvres 1, p. 75, 87. Vgl. auch 
R. Sturm, Math. Ann. 6 (1873), p. 540; H. @. Zeuthen, Paris C. R. 78 (1874), 
p. 1553; '®), p. 267—268, 275—276, 363—364, 385—386; H. Schubert, Math. Ann. 
10 (1876), p. 96—98; °%), p. 62; P. H. Schoute, Amsterdam Versl. (2) 14 (1879), 
p. 251; C©. Segre, Torino Mem. (2) 36 (1883), p. 90, wiedergegeben in E. Bertini '), 
1. Ausg., p. 140—141; 2. Ausg., p. 162—164, und in R. Sturm°®), 3, Leipzig 1896, 
p. 242; F.Chizzoni, Catania Acc. Gioenia Atti (3) 20 (1888), p.299; @. B. Guccia®®?), 
p. 289— 292; R. Sturm°®), 1, Leipzig 1892, p. 42; C. M. Jessop, A treatise on the 
line complex, Cambridge 1903, p. 259—260; @. Z. Giambelli, Alcune questioni 
sulle figure di rette in geometria descrittiva (lith.), Torino 1906, p. 12—17; 
A. Beck°®*); H.F. Baker, London Math. Soc. Proc. (2) 21 (1922), p. 116; Principles 
of geometry 4, Cambridge 1925, p. 50—52; G@.Schaake, Amsterdam Versl. (4) 31 
(1923), p. 173. Siehe noch, auch für Erweiterungen, H. Schubert, Hamburg 
Math. Ges. Mitteil. 1 (1885), p. 149—150; M. Pieri, Torino Atti 25 (1890), p. 365; 
F. Severi, Rom Linc. Rend. (5) 9? (1900), p. 321. 

Über den Fall zweier kubischen Raumkurven siehe L. Cremona, a. a. O., 
p. 191—192 — Opere 2, p. 44—45; R. Sturm, Ann. di mat. (2) 3 (1869), p. 28; 
5), 4, p. 33—34; H. F. Baker, Principles of geometry 3, Cambridge 1923, p. 141 
bis 142. Über den Fall einer kubischen Raumkurve und einer rationalen R,, 
Em. Weyr, Wien Ber. 85 (1882), p. 840. 

113) Über die vorangehenden Formeln siehe @. Salmon, Cambridge Dublin 
math. J. 8 (1852), p. 45; ®°); ferner A. Cayley und E. Picquet in den in !!!) an- 
geführten Arbeiten, wo jedoch die von Picquet gegebenen Formeln Korrektionen 
erleiden, die von @. B. Guccia, Palermo Rend. 1 (1885), p. 26—27, angebracht 
worden sind; endlich Salmon- Fiedler, Raumgeometrie 2, p. 296—299; W. Fiedler ®), 
2, p. 412—413, 428—430; @. B. Guccia®®), p. 283—289; H. G. Zeuthen '®), p. 52. 

114) Gött. Nachr. 187y, p. 525; Math. Ann. 2 (1870), p. 473; 3 (1871), p. 459; 
4 (1871), p. 510, 527; 5 ‚1#11), p. 378; 6 (1872), p. 33 (Auszug Gött. Nachr. 1871, 
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Wege gelöst, indem er sie auf Probleme der ebenen Geometrie zurück- 
führte, die sich auf Schnitt und Berührung von Kurven eines linearen 
Systems mit einer auf die gegebene Raumkurve birational bezogenen 
ebene Kurve beziehen [vgl. IIIC4 (L. Berzolari), Nr. 34]. 

F. Severi”°) löste einige der vorhergehenden Probleme (mit Aus- 
dehnung auf Überräume) durch eine Vervollständigung der funktio- 
nellen Methode von A. Cayley''’) und auch unter Anwendung des 
Cayley-Brillschen Korrespondenzprinzips [|IIB2 (W. Wirtinger), Nr. 51; 
IIIC3(A.@. Zeuthen), Nr. 1%]. Unter anderem bestimmte er auf einer 
Kurve von der Ordnung n, von der Klasse »’, vom Geschlecht p die 
Anzahl der Hauptsehnen, d.h. derjenigen Sehnen, die in den Schmie- 
gungsebenen ihrer Treffpunkte liegen; diese Anzahl ist 


a er en =, 


und jeder s-fache Punkt mit verschiedenen Tangenten erniedrigt diese 
Zahl um —_ Einheiten. 


24. Fortsetzung; Regelflächen von Geraden, welche eine oder 
mehrere gegebene algebraische Kurven treffen. Von verschiedenen 
Autoren'!%) werden die Singularitäten der Regelflächen, die gebildet 
werden aus den Trisekanten einer Kurve oder aus den Sehnen einer 
Kurve, die eine andere Kurve treffen, oder aus den Geraden, die drei 
gegebene Kurven treffen, untersucht. 

Bei jeder dieser Regelflächen bezeichnen wir mit N den Grad, 
R den Rang, D die Summe der Ordnungen ihrer doppelten Leit- 
kurven, E die Anzahl der Doppelerzeugenden, D’ die Sümme der Ord- 
nungen der verbleibenden doppelten Kurven außer den doppelten Leit- 
kurven und Doppelerzeugenden (so dad D+ E-+ D’ die Gesamtzahl 


p. 507). Vgl. A. Clebsch, Vorlesungen über Geometrie, herausg. von F'. Linde- 
mann, 1, Leipzig 1876, p. 459—474, 720—753; französ. Übersetzung von A. Be- 
noist, Legons sur la geome6trie 2, Paris 1880, p. 170—188; 3, Paris 1883, p. 76 
bis 118. Vgl. noch A. Brill und M. Noether, Die Entwicklung der Theorie der 
algebraischen Funktionen in älterer und neuerer Zeit, Jahresb. Deutsch. Math.- 
Ver. 3 (1894), p. 349. 

115) Über diese Methode vgl. noch H.@.Zeuthen'®), p. 59—60, ferner 
IIC3 (H.@. Zeuthen), Nr. 9. 

116) G. Salmon, die in !!°) angeführten Arbeiten; A. Cayley, London Phil. 
Trans. 153 (1863), p. 453; 154 (1864), p. 559 = Papers 5, Cambridge 1892, p. 168, 
201; H.@. Zeuthen‘®); O. Rupp, Math. Ann. 18 (1881), p. 366; J. ©. Kluyver, 
Amsterdam Versl. (3) 7 (1890), p. 121. $. auch Salmon- Fiedler, Raumgeometrie 
2, p. 296—303. Speziell über die Konoide d. h. Regelflächen mit zwei Leit- 
geraden, von denen eine im Unendlichen liegt, vgl. @. A. v. Peschka®*), 4, Wien 
1885, p. 70—82. 
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der Doppelpunkte eines ebenen Schnittes ist), S die Anzahl der sta- 
tionären Erzeugenden (oder der Rückkehrpunkte eines allgemeinen 
ebenen Schnittes), d. h. im allgemeinen die Anzahl der Erzeugenden, 
die durch die stationären Punkte einer Leitkurve hindurchgehen, 
T die Anzahl der Torsallinien der Regelfläche. 


Das liefert für eine Regelfläche mit drei Leitkurven (ohne gemein- 
same Punkte) von den Ordnungen N,,%,,",, von den Rängen r,, r5, ?3, 
mit A,, h,, A, scheinbaren Doppelpunkten und «,, «,, «, stationären 
Punkten die Formeln: 

N=2nn1N,, 

R = 2n,NgNz + NgNzr, + NzN,rz + N Nyr5, 

D = ZNNgNz(NgN, + Ngn, + nn, — 3), 

E = ZN NgN(M HN tn; — 3) + NgN;h, + Nzn, hg + NıNghz, 

D — ZNıNn?nz[EN,Nynz — (Nynz + Ngn, + N,n;) 

— 2m +%+n)+ 5], 

IS N.Nga + NyN,dg + NıNy05, 

T=2(nNnr 4 Nr + NNr). 

Für die Regelfläche der Sehnen einer Kurve mit den Charakteren 
(R,, 71, Ar, &,), die eine Kurve mit den Charakteren (n,, 75, As, &) 
treffen, hat man: 

N=n[lh,+ nn —1)], 

Rnn(n, — 1) + ran, — 3) + hrs — 30,N,, 

D-sn[nno 1’ nn, — 1) +hhh— 2], 

E=hh, + 4nn(n — 1), — 1) 

+ 3n,(n, — 2)[h, — sm —1)], 

D=3nn — 2), —-3)imn a -—D)+M] 

+ 32% — 1)[h’+ hm’ — m — 1) 
+40, — Y)m?— 5n, + 2)], 

S— ha + 0n,(n, — 2), 

T=nr(2n, —5) + 2hrz — 30,nzg. 

Für die Regelflächen der Trisekanten wurden die Ausdrücke für 
die Ordnung N und für die Zahl E, die das Sechsfache der Anzahl 
der Quadrisekanten ist, in Nr. 23 gegeben; hat die Kurve die Cha- 
raktere (n, r, h, «), so gilt außerdem 

R= — 2h?+ h(n?+ 5n — 24) — In(8n? — 42n + 52) 
— 3a(h—2n-+6), 
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.D=4tn(h—n+1)h—n-+2), 
D = +h’n(n — 1) — zhln — 5n? + 5n?— 49n + 120) 
+ „nln® — 6n! + 31n? — 270n? + 868n — 840), 
S=e(h—2n+6), 
T= — 4h?+ 2h(n? + An — 22) — n(Bn?— 2Tn + 34) 
—6balh —2n-+6). 

25. Anzahlen für Kegelschnitte, die gegebene algebraische 
Kurven schneiden oder berühren. Die funktionelle Methode und 
das Zerfällen einer Kurve in Gerade haben L. Berzolari "”) und 
F. Severi‘'?) auch dazu verwandt!!?), um die Zahlen für die Kegel- 
schnitte, die eine oder mehrere algebraische Kurven'?®) schneiden oder 
berühren, zu bestimmen. Wir geben hier einige der hierauf bezüg- 
lichen Formeln und bezeichnen mit (n, h), (n’, W),.... Kurven von den 


Ordnungen n, n,... mit h,W,... scheinbaren Doppelpunkten, und 
mit (n, r), (n, r),.... Kurven von den Ordnungen n, w,.... und von 
den Rängen », r', 

Es gibt 


18nh — 64h + 4 (19n? — 261n?-+ 1052n — 1290) 


117) Lomb. Ist. Rend. (2) 33 (1900), p. 664, 809. 

118) Torino Atti 35 (1900), p. 774; 36 (1900), p. 74. 

119) L. Berzolari gab in zahlreichen Fällen (worunter sich alle die hier 
wiedergegebenen befinden) für die schneidenden Kegelschnitte die bezüglichen 
Formeln explizit als Funktionen von n und Äh. 

F. Severi gab, als Funktionen von n und r, Formeln, die mit den symbo- 
lischen Bezeichnungen der abzählenden Geometrie [IIIC3 (H. @. Zeuthen)] alle 
möglichen Bedingung*n für Schneiden oder Berühren eines Kegelschnitts mit 
einer gegebenen algebraischen Kurve ausdrücken. Daraus läßt sich, mittels 
symbolischer Produkte, die Anzahl der Kegelschnitte bestimmen, die einigen 
der gegebenen Bedingungen (beliebig kombiniert) und charakteristischen fun- 
damentalen Bedingungen genügen. 

Der Übergang von den Formeln mit n und h zu den Formeln mit n und 
r erfordert im allgemeinen weitläufige Rechnungen, die Berzolari und Severi zur 
Kontrolle in einzelnen Fällen ausgeführt haben. Die hier wiedergegebenen For- 
meln sind die, die sich in ihren Arbeiten finden. 

120) Über einige spezielle Fälle, betreffend Kegelschnitte, welche rationale 
Kurven schneiden, siehe auch M. Stuyvaert, Belgique M&m. cour. et autres mem. 
62 (1902), Nr. 2; Inauguraldiss. Gand 1902, p. 1—37; Liege M&m. (3) 7 (1907), 
Nr. 2, p. 78—80. Andere spezielle Fälle, in denen die Gesamtzahl der Treff- 
punkte 5 ist, bei @. Marletta, Giorn. di mat. (3) 9 (1918), p. 113. 

Abzählende Probleme über Kegelschnitte, welche Kurven eines mehrdimen- 
sionalen Raumes (speziell von vier Dimensionen) treffen oder berühren, löste 
E. Crepas, Lomb. Ist. Rend. (2) 36 (1903), p. 255, 381. 
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Kegelschnitte, die eine Kurve (n, h) in drei Punkten schneiden und 
außerdem fünf allgemeine Sehnen der Kurve treffen.'?") 
Es gibt 
4h? + 2(2n"?— 5n + 1)h — zn(n — 1)(n? — 2n + 53) 
Kegelschnitte, die vier gegebene Ebenen berühren und in vier Punkten 


eine gegebene Kurve (n, h) schneiden. 
Es gibt 


1a) 8) +72) 120(d) + 1000) +) 


MEET UPEETHIHESERTHE JHTEETE 
0) +) rl) 4 


Kegelschnitte, die eine gegebene Kurve (n, r) in einem Punkte be- 
rühren und sie in fünf anderen Punkten schneiden. 
Es gibt 


24.(}) — 96 & +192n + 2 (5) (3) — 23, (1) + T6rn — 12n(}) 
N 


Kegelschnitte, die eine gegebene Kurve (n, r) in zwei Punkten be- 
rühren und in zwei anderen Punkten schneiden. 

Die Kegelschnitte, die eine Kurve (n, h) in fünf Punkten schnei- 
den und durch einen Punkt A außerhalb der Kurve hindurchgehen, 
bilden eine Fläche von der Ordnung 

+(n—4)[h? +4 (n— 11in+ 21)h— „nn —2)(n — 3) (In — 27), 
für welche der Punkt A die Multiplizität 

+(n — 4) [h? — (2n — 5)h — „nn — 2)(n — 3) (3n — 23)] 
und die Kurve die Multiplizität 


1 (n — 3)(n — 4)[6h — (n — 2)(n + 3)] 
besitzt. 


Die Kegelschnitte, die eine Kurve (n, h) in fünf Punkten und 
eine Kurve (n’, A’) in zwei Punkten schneiden, bilden eine Fläche von 
der Ordnung 





121) Fürn = 4, h= 2 siehe J. Lüroth, Math. Ann. 3 (1869), p. 124; M. Noether, 
Math. Ann. 3 (1870), p. 569; L. Cremona, Math. Ann. 4 (1871), p. 219 = Opere 3, 
Milano 1917, p. 265—266. Siehe noch A. Clebsch, Gött. Abh. 15 (1370), p. 62; 
M. Noether, Math. Ann. 3 (1870), p. 201—202. 
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3 (an — 4) IR? + (a — 11n + 21) — Zn(n— 2)(n — 3)(7n — 27)] 
+ zn (" — D[En — 8)n + 4(ön?— 57n? + 175% — 168) 
— „nn — 2)(21n? — 188n?+ 479 — 432)] 
+ sm — 2) —3)n — 4)[h — on —1)], 
für welche die Kurve (n, h) die Multiplizität 
3 (n — 3)(n — 4)hW" + in" — 1)h(h — 1) 
+3" — 1) (n—2)(n—5)h— ;(n—2)(n—3)(n—4)(n+3)h 
+ in’ (n — 1)(n — 2)(n — 3)(n — 4) 
— „nu (n — 1)(n — 2)(n? + 8n? — 81n + 96) 
und die Kurve (%’, A’) die Multiplizität 
3(n — 4) {(n — 1)h? + 4 [nv (n?— 11n + 21) + 3(2n — 5)] h 
— unln — 2)(n — 3) [m (Tn — 2T) — 3n + 23]) 
besitzt.!??) 
Es gibt 
un (vn — 1)[4h®P + 12(n? — In + 15)? 
— (n! + 18 n? — 265n? + 846n — 776) h 
— „nn — 2)(13nt — 409n? + 3347 n? — 9911 + 9840)] 
+ „(n — 4)(n — 5)hh’ (3h — n"— 3n + 15) 
+ 0 — 2)(n — 3)(n — 4)(n — 5)[60nh + 6n(n +29)K 
— nn (Inn + 11n + 87n’ — 101)] 
Kegelschnitte, die eine Kurve (n, h) in sechs und eine, Kurve (n’, A) 
in zwei Punkten schneiden.!??) 
Es gibt 
1n(h — 1) [n’(n — 1)h” + n” (n” — 1)h] 
+ 3(n — 2)(n — 3) h[h’h” + n (m — 1)h’ + m’(n” — 1) 
+ Inn” (m — 1)(n’ — 1) [2h? + (9n? — 35% + 34)h] 
— In(n —1)(n—2)(n — 3) [4h’h’ + n’ (n— 3)h”+ n’(n’—3)h’] 
+ Inn” (n — 2)(n — 3) (n’ + n” — 2)h 
— Anna” (n—1)[2 (n—2n +3) —n(n+1)(n+n")+6n'n”’(n—1)] 
122) Au n"=2, "= 0 bestimmt man die Ordnung der Fläche, die der 
Ort der euklidischen Kreise ist, die eine Kurve (n, h) ohne Schnittpunkte mit 
dem absoluten Kegelschnitt in 5 Punkten treffen, und ihre Multiplizitäten für 
die Kurve und den absoluten Kegelschnitt. 
123) Für "=1, W"=0 erhält man die Klasse der Fläche, welche durch 


die Ebenen umhüllt wird, die eine Kurve (n, h) in n Punkten treffen, von denen 
sechs auf einem Kegelschnitt liegen. 
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Kegelschnitte, die eine Kurve (n, h) in vier Punkten und jede der 
Kurven (n’, W) und (n”, h”) in zwei Punkten schneiden.!?*) 

Die Kegelschnitte, die eine Kurve (n, h) in sieben Punkten schnei- 
den, bilden eine Fläche von der Ordnung 


(nm — 6) [840 HR? + 420(n? — 21n + 50) h? 
— 42 (Tnt — 78n? + 27Tn? + 972n — 1640) h 
+ n(n — 2)(n — 3)(29n? + 46n? — 3023n + 6980)}, 
für welche die Kurve die Multiplizität 
3 (n — 5) (n — 6) [60 R? — 20(n? + 5n — 21)h 


+ (n — 3)(n? + 35n? — 48n — 72)] 
besitzt. 
Es gibt 
ln — Mn — 5)[60R? — 20(n? + 3n — 15) h 


240 
+ nn — 2m —3)(n + 29)] 
Kegelschnitte, die eine Kurve (n, h) in sechs Punkten schneiden und 
durch einen nicht auf der Kurve gelegenen Punkt hindurchgehen. 
Es gibt 
ln — 6)(n — T) [420 h?— 210(n — 3)(n + 10)? 
+ 21 (nt + 40n? — 167 n? — 146n + 760) h 
+ nn — 3) (n! — 103n? — 21n?-+ 2323n — 3880)] 
Kegelschnitte, die eine Kurve (n, h) in acht Punkten schneiden. 


Mittels Ordnung n und Geschlecht p kann diese letzte Zahl auch 
folgendermaßen geschrieben werden '?°): 


2 ee) 
36-305, )»+e-3(07 )0)-(07 6) 


26. Beurteilung der vorhergehenden Ergebnisse. Um zu er- 
kennen, bis zu welchem Punkt die in Nr. 23 und Nr. 25 angegebenen 
Resultate, die durch die Methode des (totalen oder partialen) Zerfällens 
und unter Anwendung der funktionellen Methode von A. Cayley '?°) 


124) Für n"=1,=0,n’=2, W’—=0 erhält man die Klasse der Fläche, 
welche durch die Ebenen eingehüllt wird, die die euklidischen Kreise ent- 
halten, die in vier Punkten eine Kurve (n, h) treffen. Über n—=4, h=2 oder 
auch Ah=3 vgl. R. Sturm, Ann. di mat. (2) 4 (1869), p. 73; L. Cremona, a. a. 0., 
p. 85 = ÜOpere 3, p. 226. 

125) A. Tanturri, nach einer Mitteilung von F. Severi, Torino Atti 36 
(1900), p. 93. 

126) Über die Methode des Zerfällens, auch für Kurven eines Überraums, 
und über die diesbezüglichen Arbeiten von @. Castelnuovo, A. Tanturri, @G. Z. 
Giambelli u. a. siehe IIIC7 (C. Segre), Nr. 25. 
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erhalten wurden, gültig sind, muß man entscheiden, ob jede Gattung 
von eigentlichen alsebraischen Raumkurven solche Grenzformen zu- 
läßt, die aus lauter Geraden zusammengesetzt sind. Diese Frage, die 
auch für andere Probleme wichtig ist, muß nach F\ Severi bejaht 
werden, wie in Nr. 42 gesagt werden wird. Man gelangt so!) zu 
folgendem allgemeinen Schluß, der eine vollständige Rechtfertigung 
der angewandten Methoden gibt und der auch eine Frage, die schon 
von @. Halphen'?®) gestellt worden war, beantwortet: Jede Zahl, die 
sich auf eine algebraische Kurve von der Ordnung n und vom Ge- 
schlecht p bezieht (auch in einem Überraum), soweit diese Zahl von 
einer algebraischen Bedingung abhängt, die eine Bedeutung in bezug 
auf eine jede Kurve von gegebener Ordnung und gegebenem Geschlecht 
hat, ist eine rationale Funktion der Variabeln n und » allein. 

Daß alle die angegebenen Resultate, die mit den angedeuteten 
Methoden erhalten wurden, genau sind, bewies auch F. Severi'?®), in- 
dem er zeigte, wie sich die Zahlen, die sich auf eine Kurve vom 
beliebigen Geschlecht p beziehen, aus den entsprechenden Zahlen der 
rationalen Kurven ableiten lassen.'?®) 


V. Die Schnittpunktstheorie und die Geometrie auf einer 
algebraischen Raumkurve. 


27. Schnittpunktssätze für algebraische Raumkurven und Flä- 
chen. @. Lame'?!) und J. D. Gergonne'®?) haben bemerkt, daß alle 
Flächen n** Ordnung, die durch die Schnittkurve zweier solcher Flä- 


127) F. Severi, Rom Line, Rend. (5) 24! (1915), p. 1018—1019. 

128) Soc. math. de France Bull. 2 (1874), p. 70 = Oeuvres 1, p. 204. 

129) Lomb. Ist. Rend. (2) 54 (1921), p. 243. 

130) Dies ist die erste der beiden Methoden, die von E. de Jonquieres, J. 
f. Math. 66 (1866), p. 289 [Auszüge Paris ©. R. 63 (1866), p. 423, 485, 522] an- 
gewandt wurden, um (in einer Ebene) die Anzahl der Kurven eines linearen 
Systems, die Berührungen gegebener Ordnungen mit einer gegebenen irreduzibeln 
algebraischen Kurve haben, zu bestimmen; vgl. III C4 (L. Berzolari), Nr. 34; 
II C7 (©. Segre), Nr. 25. Diese Methode von de Jonquieres wird erst streng, 
wenn bewiesen ist, daß man eine irreduzible ebene Kurve von der Ordnung n 
n— m — 2) 
ee rat 
innerhalb eines örreduzibeln algebraischen Systems derartiger Kurven so variieren 
kann, daß sie eine rationale Kurve (mit p-+ d Knoten) zur Grenze hat. Das 
wurde von F. Severi, Vorlesungen, p. 349, bewiesen (Nr. 86). 

131) Ann. de math. 7 (1816—1817), p. 229; Examen des differentes methodes 
employees pour resoudre les problömes de geom6trie, Paris 1818 (r&impression 
Paris 1903), p. 28—29. 

132) Ann. de math. 17 (1826—27), p. 235. 


und dem Geschlecht p mit d= — p Knotenpunkten tatsächlich 
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chen /,—=0 und 9, —= 0 hindurchgehen, durch eine Gleichung von 


der Form !??) 
ıf, + ug, = 0 


dargestellt werden können; und J. D. Gergonne hat daraus gefolgert: 
wenn eine Kurve von der Ordnung m:n (m>n), die auf einer 
Fläche nt” Ordnung liegt, Teilschnitt zweier Flächen m** Ordnung 
ist, dann liegt der Restschnitt, von der Ordnung m(m — n), auf einer 
Fläche von der Ordnung m — n.!*) 

Setzt man!®) 


N(n) = n+ a) En ent er 








so folgt noch, daß durch die Schnittkurve zweier Flächen nt“ Ord- 
nung oo! Flächen dieser Ordnung hindurchgehen (und man sagt: diese 
Flächen bilden ein Düschel, die Kurve ist dessen Basiskurve). Die 
Kurve ist bestimmt durch N(n) — 1 ihrer Punkte; darum gehen alle 
Flächen n‘® Ordnung, die durch N(n) — 1 in allgemeiner Lage ge- 
gebene Punkte hindurchgehen, auch durch eine Kurve von der Ord- 
nung n? hindurch.!?®) 

Ist ähnlich %, = 0 die Gleichung einer dritten Fläche nt Ord- 
nung, die dem vorangehenden Büschel nicht angehört, dann bilden 
alle die oo? Flächen »!® Ordnung, die durch die n° gemeinsamen Punkte 
von f,, p, und », hindurchgehen, ein Netz, das durch die Gleichung”) 


‚ft up, + vV,—=0 


dargestellt wird; daraus folgt: alle Flächen »** Ordnung, die durch 
N(n) — 2 in allgemeiner Lage gegebene Punkte hindurchgehen, gehen 


133) Für n— 2 war die Bemerkung schon von Ch. Dupin, J. Ee. Polyt. 14 
(1808), p. 81, gemacht worden. 

134) J. D. Gergonne'°?), p. 237; J. V. Poncelet, Traite des proprietes pro- 
jeetives des figures 2 (Manuskript von 1830—31), 2. €d., Paris 1866, p. 262—264. 
Allgemeiner: wenn eine Fläche /!ter Ordnung F', eine Fläche mter Ordnung F', in 
einer Kurve schneidet, die vollständiger Schnitt von F', mit einer Fläche nter Ord- 
nung ist (von der kein Teil doppelt ist bezüglich 7‘), dann ist der Restschnitt 
von F, und F,, auch vollständiger Schnitt von F', mit einer Fläche (I — n)ter 
Ordnung: H. Valentiner, Raumkurven, p. 158—164. 

135) Das Symbol N(n) wurde eingeführt von L. Oremona, Preliminari, n. 18, 
Fußn. = Opere 2, Fußn. zu p. 299; Grundzüge, p. 19, Fußn. — J. Plücker, System 
der Geometrie des Raumes, Düsseldorf 1852, p. 36, hatte dieselbe Zahl mit p(n) 
bezeichnet. 

136) J. Plücker, Ann. de math. 19 (18283—29), p. 129 = Abh. 1, Leipzig 
1895, p. 83. 

137) J. D. Gergonne'?®), p. 245. 
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durch weitere 
""—N(n)+2 = 


Punkte hindurch.) 

Allgemeiner: wenn 1>m>.n, so besitzt jede Fläche !* Ordnung 
f, = 0, die durch die Schnittkurve zweier Flächen g,=0 und y, —=0 
hindurchgeht, eine Gleichung von der Form 


f; == And + Din u 9: 

wo A und B Polynome vom Grade der Indizes sind.'?°) 

Daraus folgt‘): ist m > n und werden auf einer gegebenen Fläche 
n** Ordnung N(m) — N(m — n) — 1 Punkte in allgemeiner Lage an- 
genommen, dann schneiden alle Flächen »m*” Ordnung, die durch diese 
Punkte hindurchgehen, die Fläche n** Ordnung in einer und derselben 
Kurve von der Ordnung mn. Ist daher eine Fläche »!* Ordnung ge- 
geben, so ist ihre Schnittkurve mit einer Fläche m** Ordnung (m > n) 
durch N(m) — N(m — n) — 1 auf ihr gelegene, in allgemeiner Lage 
gewählte Punkte bestimmt. 


(n — 1)(dön?— n — 12) 
6 





138) J. Plücker '?°). Für diesen und für den vorangehenden Satz s. auch 
0. @.J. Jacobi, J. f. Math. 15 (1836), p. 285 = Werke 3, Berlin 1884, p. 329. 

139) Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß, wenn 
zwei Flächen durch ihre Gleichungen f=0 und g=0 gegeben sind, dann die 
Gleichung einer dritten Fläche in der Form Af+Byp=0 dargestellt werden 
kann, wurden von M.Noether gegeben, und zwar für den Fall, daß die den 
Flächen f und g gemeinsame Kurve keine mehrfachen Teile hat, in Math. Ann. 
2 (1869), p. 314; für den allgemeinen Fall in Math. Ann. 6 (1872), p. 358. Siehe 
auch E. Picard und @. Simart ?°), 2, p. 17—18. Über die Erweiterung des Satzes 
und seine Verknüpfung mit der Modultheorie vgl. Nr. 32 und die in IIIC4 
(L. Berzolari), Fußn. ?**); III C 7 (©. Segre), Nr. 40 angeführten Arbeiten. 

Für die Anwendungen besonders wichtig ist der folgende Satz von M. Noether, 
der hinreichende Bedingungen für die gegebene Darstellung angibt: wenn die 
Flächen f=0 und p=0 keine gemeinsamen Teile haben, dann ist dafür, daß 
die Gleichung einer dritten Fläche F die Form Af+ Bp= 0 haben kann, hin- 
reichende Bedingung, daß in einer allgemeinen Ebene x eines Büschels, dessen 
Achse die Kurve fp nicht trifft, die Bedingungen erfüllt sind, die erfüllt sein 
müssen, wenn die Kurve F'x als lineare Kombination der Kurven fx und px 
dargestellt werden kann. 

Wenn speziell die Flächen f und g eine Kurve ohne mehrfache Teile ge- 
meinsam haben, dann ist dafür, daß eine dritte Fläche durch eine Gleichung 
von der Form Af+By=0 dargestellt werden kann, notwendig und hin- 
reichend, daß sie durch die gegebene Kurve hindurchgeht. Vgl., auch über Er- 
weiterungen auf Überräume, F'. Severi!’?) und vor allem Rom Line. Rend. (5) 11! 
(1902), p. 105; E. Bertini‘), 1. Ausg., p. 261—269; 2. Ausg., p. 309—339. Siehe 
noch E. B. Elliott, Messenger of math. 53 (1924), p. 153; F'. Enriques und 
O. Chisini'), 3, p. 529—530. 

140) J. Plücker, J.f. Math. 16 (1836), p. 47 = Abh. 1, p. 323; 0. @ J. Jacobi '?®). 
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Es folgt auch: wenn man eine Fläche I! Ordnung nötigt, durch 
eine gegebene Kurve R, die der Schnitt zweier Flächen m* und 
n'® Ordnung ist, hindurchzugehen, so auferlegt das jener Fläche %k 
lineare Bedingungen *!), wo 


k=N() -—Nt—m)—Ni—n)+Ni—m—n), 


wenn man N(0)—= 0 und N(x) = — 1 für £<0O zu setzen überein- 
kommt.!#?) 

Damit deshalb Imn gegebene Punkte die Schnittpunkte dreier 
Flächen 1‘, m‘* und n‘* Ordnung sind, die keine Kurve gemeinsam 
haben, so müssen zwischen ihnen im» — k + 1 Bedingungen bestehen; 
mit anderen Worten: diese Punkte sind alle bestimmt, wenn man 
gewisse k — 1 von ihnen kennt.) Man kann auch sagen, daß von 
den Imn Punkten der Kurve R, die auf einer Fläche It Ordnung 
liegen können, eine bestimmte Anzahl, und zwar genau 

Imn -— N) +N!— m) +Ni— mn) —Ni—m—n)+1, 
durch die übrigen bestimmt sind.) 

€. @. J. Jacobi hat auch die algebraischen Beziehungen untersucht, 
die zwischen den Koordinaten der Schnittpunkte dreier Flächen be- 
stehen.!*?) 


141) Im allgemeinen können /: solche Punkte von R, daß alle Flächen 
3er Ordnung, die durch sie hindurchgehen, darum auch durch die ganze Kurve 
hindurchgehen, nicht ganz beliebig gewählt werden; eine entsprechende Bemer- 
kung gilt für die andern entsprechenden Sätze der Schnittpunktstheorie. Wie 
diese Auswahl vorgenommen werden kann, hat L. Berzolari, Lomb. Ist. Rend. (2) 
47 (1914), p. 556, gezeigt. Vgl. auch S. Cherubino, Lomb. Ist. Rend. (2) 48 (1914), p. 144. 

142) Für 2 >m-+n kann man auch schreiben 

k=imn—p-+1, 
wenn man mit p das Geschlecht von R bezeichnet (Nr. 20). 

143) In nicht exakter Weise bei J. Plücker '), p. 55—57 — Abh. 1, p. 331 
bis 333; in korrekter Weise bei ©. @. J. Jacobi '°®); daraufhin richtig gestellt von 
.J. Plücker '*°), p. 41—44; Abh. 1, p. 607—610. Vgl. die Erklärung Plückers, J. f. 
Math. 34 (1847), Fußn. zu p. 339 —= Abh. 1, Fußn. zu p. 415. 

144) Über diese und über die vorangehenden Sätze siehe noch A. Cayley, 
Cambridge Dublin math. J. 2 (1847), p. 52 = Papers 1, Cambridge 1889, p. 259. 
Siehe ferner L. Schläfli, Brief an J. Steiner vom 7. Juli 1854, im Briefwechsel 19), 
p. 144, und J. Steiner, Brief an L. Schläfli vom 24.—27. Januar 1855, a.a. O,, 
p- 168 ff.; L. Cremona, Preliminari, Fußn. zu n. 20, und n. 93, 94 — Üpere 2, 
p- 301—302 Fußn., p. 351—353; Grundzüge, Fußn. zu p. 21—23, und p. 97—99; 
Salmon- Fiedler, Raumgeometrie 2, p. 3—4, 575—581; @. A. v. Peschka en..2 
p- 236— 260; G. B. Guccia®?), p. 36—40; H. Valentiner, Raumkurven, p. 164; 
H. F. Baker '®), p. 159—162; H. @. Zeuthen '®), p. 285— 286. 

145) Siehe '*°). Hier benutzte Jacobi die Erweiterung eines von ihm J. f. 
Math. 14 (1835), p. 281 — Werke 3, p. 287 gegebenen algebraischen Satzes. Vgl. 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 2. 54 
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Alle die und nur die Flächen /* Ordnung f, = 0, die durch die 
(als verschieden vorausgesetzten) mnr Punkte, welche drei Flächen 
m'®, n’* und r** Ordnung 9, =0, Y„,—=0 und y,= (0 gemeinsam 
haben (wobil>m=>n2> r sei), hindurchgehen, haben eine Gleichung 
von der Form 


I A095 7 D,..D, En IRB =(, 


wobei die A, B, © Polynome von der Ordnung der angeschriebenen 
Indizes sind.!:®) 

Daraus folgt: Wenn man eine Fläche !* Ordnung nötigt, durch 
die genannten mnr Punkte hindurchzugehen, so ist das gleichbedeu- 
tend damit, daß man dieser Fläche 


N) — Ni—m) -— Ni—n)— Ni—r)+N(i—n—r) 
+ N -r— m) +Nii—m—n)—- NiI—m—n—») 


lineare Bedingungen auferlegt. Diese Anzahl ist gleich mnr (in die- 
sem Falle auferlegen die gegebenen Punkte der Fläche /#" Ordnung 
lauter unabhängige Bedingungen) oder ist kleiner als mnr, je nach- 
dem i>m+n-+r—4 oderl<m+tn-+r—4 ist.) 
Allgemeinere Sätze haben H. Valentiner‘) auf Grund von Kon- 
stantenabzählungen und M. Noether'*”) auf Grund strenger und aus- 
nahmslos gültiger algebraischer Methoden aufgestellt. Unter anderen 
(siehe Nr. 29) hat Noether den folgenden Satz bewiesen, der das Ana- 
logon eines für die ebenen Kurven geltenden Satzes ist [III C 4 
(L. Berzolari), Nr. 32]: wenn der Schnitt zweier Flächen u‘ und »** 
Ordnung in A irreduzible Kurven zerfällt, die keine mehrfachen Punkte 
enthalten und im ganzen i einfache Schnittpunkte aufweisen, dann ist 
die Bedingung dafür, daß die Flächen von der Ordnung u +v — 4 


IBıib(E. Netto), Nr. 23; A. Brill und M. Noether''*), p. 291—292. — Eine Aus- 
dehnung auf den Fall, in dem die drei Flächen außer isolierten Punkten auch 
noch eine Kurve gemeinsam haben, bei W. End, Diss. Tübingen 1887; Auszug 
Math. Ann. 35 (1889), p. 82. 

146) Siehe F. Severi!?®); E. Bertini ?°). 

147) Th. Reye, Math. Ann. 2 (1869), p. 475; hier finden sich weitere Sätze 
der Schnittpunktstheorie und Anwendungen davon auf die projektive Erzeugung 
algebraischer Flächen und Raumkurven (Nr. 44). Über alle vorangehenden Sätze 
siehe III C 6a (@. Castelnuovo und F. Enriques), Nr. 7. Vgl. noch E. Köftter, 
Die Entwicklung der synthetischen Geometrie von Monge bis auf Staudt (1847), 
Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 5? (1901), p. 471—476. 

148) Raumkurven, p. 136. Siehe auch Math. Tidsskrift (4) 3 (1879), p. 22, 
mit Anwendungen auf die Erzeugung von Flächen durch projektivische Büschel 
und auf Flächen 4. Ordnung. 

149) Acta math. 8 (1886), p. 161. 
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durch alle diese © Punkte hindurchgehen, äquivalent ©<— A + 1 linear 
unabhängigen Bedingungen. 

Für A= 2 gibt es ein genaueres Resultat, daß sich schon bei 
H. Valentiner'°) findet: jede der © Bedingungen, die den Flächen 
(u + v» — 4)'® Ordnung von den i Punkten auferlegt werden, ist eine 
lineare Folge der — 1 übrigen. 

28. Fortsetzung; Anwendungen des Abelschen Theorems; Be- 
rührungsaufgaben. Die Schnittpunktssätze hat A. Olebsch'°") mit Hilfe 
des Abelschen Theorems'??) untersucht, indem er die von ihm für die 
ebenen Kurven gegebene Methode'°®) [III C 4 (L. Berzolari), Nr.33, 34] 


ausdehnte auf die Raumkurve AR von der Ordnung uv und vom Ge- 
schlecht RR un. r 





pP 


die vollständiger Schnitt zweier sich in keinem Punkte berührenden 
Flächen u‘ und »'* Ordnung ist. 

Mit derselben Methode hat A. COlebsch für die Kurve R auch die 
Probleme behandelt, die sich auf Berührungsflächen und ihre Systeme 
beziehen, d. h. auf Flächen, die durch feste Punkte von R hindurch- 
gehen und mit R in jedem anderen Treffpunkte Berührungen von 
einer und derselben Ordnung haben, sowie Systeme solcher Flächen 
gleicher Ordnung, die stetig aus einer gegebenen Fläche abgeleitet 
werden können. Man erhält so tatsächlich ganz entsprechende Resul- 
tate wie für die ebenen Kurven. 





150) Raumkurven, p. 199. 

151) J. f. Math. 63 (1863), p. 218. Über den Fall rationaler Kurven siehe 
@. Korndörfer, Math. Ann. 3 (1870), p. 415; P. Appell, Arch. Math. Phys. (1) 60 
(1877), p. 125. Über einige der Sätze von COlebsch siehe auch A. V. Bäcklund, 
Lunds Univ. Ärsskrift 8 (1871), Nr. 4, p. 11—13. 

152) Über die Ausdehnung des Abelschen Theorems auf Raumkurven (und 
Flächen) vgl. noch A. R. Forsyth, London Phil. Trans. 174! (1883), p. 339; 
H. Poincare, Paris C. R. 100 (1885), p. 40; Amer. J. of math. 8 (1886), p. 308; 
@G. Humbert, J. de math. (4) 5 (1889), p. 81; (4) 6 (1890), p. 233; (5) 1 (1895), 
p. 181; P. Appell und E. Goursat, Theorie des fonctions algebriques et de leurs 
integrales, Paris 1895, p. 432—454, 525—526; J. Hadamard, Acta math. 20 
(1897), p. 201; H. F. Baker'*), p. 231—234; Ch. Michel, Ann. Ec. Norm. (3) 18 
(1901), p. 77 [Auszug Paris C. R. 130 (1900), p. 885]. 

Über die Darstellung der Abelschen Integrale und der algebraischen Formen 
auf die vollständige Schnittkurve zweier Flächen, die ohne mehrfache Punkte 
vorausgesetzt und als „kanonische Kurve“ im Sinne von F. Klein [vgl. A. Brill 
und M. Noether ''*), p. 462—470 und IIB2 (W. Wirtinger), Nr. 27, 37] betrachtet 
wird, und über die Erweiterung auf Überräume, vgl. H. S. White, Diss. Göttingen 
1891 = Nova Acta Leop.-Carol. der deutschen Akad. der Naturf. 57° (1891), p. 41; 
Auszug Math. Ann. 36 (1890), p. 597. 

153) Siehe '!°'), p. 189. 

84” 
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It k> u-+ v— 3 und man nehme willkürlich auf R uvk — pr 
feste Punkte, so gehen durch sie im allgemeinen r?? Flächen X** Ord- 
nung hindurch, die R in » Punkten r-punktig berühren. Legt man 
durch die festen Punkte und durch die Berührungspunkte von r — 1 
der r?? Flächen eine Fläche X" Ordnung, so schneidet diese R außer- 
dem noch in p Punkten, die Berührungspunkte einer anderen durch 
die festen Punkte gehenden Fläche 4” Ordnung mit R sind. 

Wenn immer noch k> u+v— 3, aber auf R nur uvk — (p-+4)r 
feste Punkte gegeben sind, so gibt es r?? Systeme von Berührungsflächen 
k‘* Ordnung, die durch diese Punkte hindurchgehen und Rinp—+% 
Punkten r-punktig berühren. Ein jedes dieser Systeme hat die Eigen- 
schaft, daß die Berührungspunkte von r beliebigen seiner Flächen auf 
einer durch die Fixpunkte hindurchgehenden Fläche X** Ordnung liegen. 
Wenn man ferner durch diese Fixpunkte und durch r — 1 Systeme 
von je p + 4 Berührungspunkten — die übrigens demselben oder 
verschiedenen Systemen angehören können — eine Fläche k* Ord- 
nung legt, so schneidet diese R außerdem in einem rt" System von 
Berührungspunkten. 

Sei immer noch k> u -+ v — 5, so ist der Fall, daß uvk durch 
r teilbar ist, von besonderem Interesse. Setzt man uvk=(p--A)r, 
so gibt es Systeme von Flächen %'* Ordnung, die die Kurve R in 
p + 4 Punkten r-punktig berühren. Die Anzahl dieser Systeme ist r??, 
wenn k und r relative Primzahlen sind; ist das nicht der Fall, so ist 
die Anzahl dieser Systeme r®— r'??, wo k=Kks, r=rs und # 
und r’ relative Primzahlen sind. 

Es gibt 2r- Ir 1) Flächen (u + v — 4)" Ördauhr, die die 
Kurve in jedem Punkt, in dem sie sie treffen, d. h. in a» — 1 Punkten, 
zweipunktig berühren. 

Unter den 2?? Systemen von Berührungsflächen %** Ordnung (wo 
k gerade oder ungerade ist, je nachdem u + v gerade oder ungerade), 
die die Kurve R stets zweipunktig berühren, wo sie sie treffen, gibt 
es 2r-1(2?— ]) Systeme, bei denen die Berührungspunkte einer jeden 
Fläche mit einer bestimmten von den (im vorangehenden Theorem 
betrachteten) Flächen (u A v — 4)'* Ordnung auf einer Fläche von 


u 


der Ordnung - * Jiegen; ferner gibt es, wenn u + »v gerade, 


2-12? 4+-1)—1, en wenn #— v ungerade, 2?-!(2?r-- 1) solche 
Systeme, bei denen die Berührungspunkte einer Fläche nie auf einer 


a 5 dia ae 
2 





Fläche von der Ordnung liegen. 
Die Anzahl der Flächen eines linearen Systems von %k Dimen- 


sionen und von der Ordnung m, die mit einer beliebigen Raumkurve 
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von der Ordnung » und dem Geschlecht » Berührungen von beliebig ge- 
gebenen Ordnungen eingehen, berechnet man mit der Formel von E. de 
Jonquieres'”*), die in IIITC4 (Z. Berzolari), Nr. 34 und in IIIC7 
(©. Segre), Nr. 25 wiedergegeben ist. Siehe Fußn. 139), 

Über Ausdehnung auf nicht lineare Systeme von Flächen siehe 


Nr. 45. 


29. Die Geometrie auf einer algebraischen Raumkurve; die 
Postulation einer Raumkurve für Flächen gegebener Ordnung; 
Sätze von M. Noether. Die Schnittpunktssätze und Berührungsaufgaben 
von Nr. 27 und 28 können als Anwendungen der Geometrie auf einer 


154) Im einfacheren Fall, wo man die Anzahl der Flächen des gegebenen 
linearen Systems sucht, die mit der Kurve eine Berührung Xk* Ordnung haben, 
fanden diese Zahl wieder @. Halphen, Soc. math. de France Bull. 6 (1877), p. 40 
= Oeuvres 2, p 149, mit Hilfe der Differentialkovarianten (Nr. 15) und @. Humbert, 
Palermo Rend. 4 (1890), p. 109, unter Zuhilfenahme der Darstellung der Koordi- 
naten des auf die Kurve laufenden Punktes durch Theta- Fuchssche Funktionen 
eines Parameters. Für k—=3, im Falle einer Kurve, welche vollständiger Schnitt 
zweier Flächen ist, vgl. auch F. Thalreiter, München Ber. 37 (1907), p. 211; für 
p=0, m=2 siehe Em. Weyr, Ann. di mat. (2) 4 (1871), p. 328. 

Besitzt die Kurve nur mehrfache Punkte mit getrennten Tangenten, so ist 
die vorige Zahl 


(1) k+1)[mn+k(p—1)], 

und vermindert sich um s(k+ 1) Einheiten, wenn s einfache Basispunkte des 
linearen Systems auf der Kurve liegen. Wenn indessen durch die Kurve h linear 
unabhängige Flächen des Systems hindurchgehen, dann gibt es in dem System 


k—h+U)[mn+(k—h)(p—1] 
Flächen, die mit der Kurve eine Berührung (k — h)'® Ordnung haben. 

Liegt z. B. die Kurve nicht auf einer Fläche 2. Ordnung, dann besitzt sie 
20n +90(p — 1) Punkte, in denen sie mit einer Fläche 2. Ordnung eine Berüh- 
rung 9. Ordnung hat; liegt sie aber auf einer Fläche 2. Ordnung, dann enthält 
sie 18n + 72(p— 1) Punkte, in denen sie eine Berührung 8. Ordnung mit einer 
Fläche 2. Ordnung hat. 

Ist die gegebene Kurve vollständiger Schnitt zweier Flächen, dann liefert 
Formel (1) den Grad der Berührungsinvariante von drei Flächen bezüglich der 
Koeffizienten ihrer Gleichungen, d. h. der Invariante, deren Verschwinden die Be- 
dingung dafür, daß zwei ihrer Schnittpunkte zusammenfallen, angibt. Sind die 
drei Flächen von den Ordnungen m, m’, m’’, dann ist der Grad der Invariante be- 
züglich der Koeffizienten z. B. der ersten Gleichung 

m m’ (Am + m’ + m” — 4). 
Vgl. G. Salmon, Quart. J. 1 (1857), p. 339; Th. Moutard, Nouv. Ann. de math. 
(1) 19 (1860), p. 58. Siehe auch Sulmon-Fiedler, Raumgeometrie 2, p. 608—609. 

Über die Verminderung der Anzahl der Flächen eines allgemeinen Büschels, 
die den Schnitt zweier gegebener Flächen berühren, durch einen gemeinsamen 
singulären Punkt dieser Flächen vgl. L. Lo Monaco-Aprile, Palermo Rend. 18 
(1903), p. 164. 
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algebraischen Kurve betrachtet werden (lineare Scharen von Punkt- 
gruppen, Korrespondenzprinzip usw.), wie es für die ebenen Kurven 
in IIIC4 (Z. Berzolari), Nr. 23—34 entwickelt wurde. Die in jener 
Theorie betrachteten Eigenschaften gelten, da sie bezüglich biratio- 
naler Transformationen invariant sind, ohne Änderungen auch für 
Raumkurven (und Kurven eines Überraums), auf die die ebenen Kurven 
birational bezogen werden können (Nr. 2). Eine Ausnahme machen 
nur diejenigen Sätze, die projektiven Charakter haben und wesent- 
lich der Geometrie der Ebene angehören, wie der Restsatz und die 
daraus folgende Konstruktion der linearen Scharen mittels adjungierter 
Kurven. 

Auf einer Raumkurve wird eine lineare Schar g/, wenn man von 
eventuellen festen Punkten absieht, durch die Gruppen der Schnittpunkte 
der Kurve mit den Flächen eines linearen Systems von k Dimensionen 
gebildet.55) Bezeichnet man mit i die Dimension des linearen Systems, 
das aus den Flächen des gegebenen Systems, die durch die gegebene 
Kurve hindurchgehen, gebildet wird, so besteht zwischen r, k und t 
die Beziehung RN 


Die Zahl k — 4, d.h. r + 1, drückt die Anzahl der unabhängigen 
linearen Bedingungen aus, denen die Flächen des gegebenen Systems 
unterworfen sind, wenn sie genötigt werden, durch die gegebene 
Kurve hindurchzugehen; diese Zahl heißt nach A. Cayley'°°) die Po- 
stulation der Kurve für diese Flächen [vgl. hierüber III C 6a (@. Castel- 
nuovo und F. Enriques), Nr. 9]. e 

Die Bestimmung der Postulation ist daher gleichbedeutend mit 
der Bestimmung der Zahl r. 

Außerdem kann, wie in der Ebene, eine lineare Schar von r Di- 
mensionen auf der Raumkurve immer durch ein ©” lineares System 
von Flächen ausgeschnitten werden, von dem durch eine jede Gruppe 
der Schar eine einzige Fläche hindurchgeht (von dem daher keine 
Fläche durch die Kurve hindurchgeht). 

Zwei irreduzible Kurven ohne mehrfache Punkte, die zusammen 
den vollständigen Schnitt zweier Flächen bilden, heißen zueinander 
residual, oder die eine heißt der Rest der andern. Zwei Kurven, die 
der Rest einer dritten Kurve sind, heißen zueinander korresidual. 

Wenn zwei Kurven R und R’ zueinander residual sind, so heißt 
jede Fläche, die durch R’ hindurchgeht, zu R adjungiert. 


155) Über einige Eigenschaften der elliptischen und hyperelliptischen 
Kurven siehe Nr. 68. 
156) Siehe Fußn. '°°). 


EN 
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Der Restsatz für die Raumkurven lautet dann wie folgt!?”): Ist 
auf R eine beliebige lineare Schar gegeben, dann gehört jede zu R 
adjungierte Fläche, die durch eine Punktgruppe der Schar hindurch- 
geht, zu einem linearen System von adjungierten Flächen, das auf R 
die ganze Schar ausschneidet. 

Insbesondere schneiden alle adjungierten Flächen einer gegebenen 
Ordnung, ob sie durch eine gegebene Punktgruppe von R hindurch- 
gehen oder nicht, auf R eine Vollschar aus. Ferner: Ist R eine irre- 
duzible Kurve, die keine mehrfachen Punkte besitzt und den vollstän- 
digen Schnitt zweier Flächen bildet, dann schneiden die Flächen einer 
beliebigen gegebenen Ordnung auf ihr eine lineare Vollschar aus.!®) 

Aus dem Restsatz folgt: um auf R die durch eine gegebene Punkt- 
gruppe @ bestimmte Vollschar zu konstruieren, genügt es, durch @ 
eine beliebige zu R adjungierte Fläche von einer bestimmten Ord- 
nung _ zu legen, ihren Restschnitt @’ mit R zu bestimmen und R 
mit dem ganzen System der adjungierten Flächen von der Ordnung o, 
die durch die Punktgruppe @’ hindurchgehen, zu schneiden. 

Was die Postulation einer Kurve R anbetrifft, so kann sie in 
einzelnen Fällen genau angegeben werden. So kann ein Satz von 
Nr. 27 folgendermaßen ausgesprochen werden: 

Ist R der vollständige Schnitt zweier Flächen u* und »** Ord- 
nung, gleichgültig ob reduzibel oder irreduzibel, mit beliebigen Sin- 
gularitäten, aber in endlicher Anzahl, dann ist ihre Postulation für 
die Flächen von der Ordnung />u-+v—3 


(1) luv —- zuv(u+v—4), 
während sie für die Flächen von der Ordnung /<u+v—4 


Iuv — zZuv(u tv —4)+ (re 
ist. 
Nimmt man wiederum an, R sei der vollständige Schnitt zweier 
Flächen u‘ und »** Ordnung, aber irreduzibel und ohne mehrfache 


Acta math. 8 (1886), p. 180. Siehe auch E. Picard und @. Simart 20), 1, p. 212— 219, 
und, auch für Kurven eines Überraumes, F. Severi, Palermo Rend. 17 (1902), 
p. 79. — In den ersten beiden Arbeiten betrachtete M. Noether allgemeiner 
den Fall zweier Flächen, die außer R und R’ noch eine mehrfache Kurve ge- 
mein haben. 

158) Insbesondere ist jede irreduzible Kurve ohne mehrfache Punkte, die 
der vollständige Schnitt zweier Flächen ist, eine Normalkurve (Nr. 2). Das ist 
nicht mehr der Fall, wenn die Kurve mehrfache Punkte besitzt. Vgl. F. Severi, 
Palermo Rend. 15 (1901), Fußn. zu p. 51; 17 (1902). p. 81. 
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schlecht, so schneiden die Flächen von der Ordnung !>u+v—3 
auf R nicht-speziale Vollscharen aus, so daß die Postulation von R 
für diese Flächen nl —p--1 ist; die Flächen von der Ordnung 
au + v — 4 schneiden auf R die kanonische Schar aus, und die Flä- 
chen niedrigerer Ordnung speziale Vollscharen. 

Wenn indessen zwei Flächen u‘ und »®* Ordnung durch eine 
irreduzible Kurve R von Ordnung n und Geschlecht p und ohne 
mehrfache Punkte hindurchgehen und sich außerdem in einer eben- 
falls irreduziblen Kurve R’ schneiden, die auch keine mehrfachen 
Punkte hat und die R in s einfachen und getrennten Punkten trifft, 
dann schneiden alle Flächen einer gegebenen Ordnung > u+»v—4 
auf R eine nicht-speziale Vollschar aus, so daß die Postulation von 
R für diese Flächen nl! —p--1 ist. Ist ferner p >0, dann gibt es 
Flächen von der Ordnung u + v — 4, die durch R’ aber nicht durch 
R hindurchgehen, und die auf R, außer den s gemeinsamen Punkten 
von R und R’, die kanonische Schar ausschneiden. Auch die Flächen 
von der Ordnung > u-+»v— 4, die durch R’ und nicht durch R 
hindurchgehen (Flächen, die immer existieren, sofern nicht n =1, 
!=u-+rv— 3), schneiden auf R eine Vollschar aus.!?®) 1%) 


159) M. Noether, Math. Ann. 8 (1874), p. 510. Für den Noetherschen Satz 
über die kanonische Schar und eine Umkehrung desselben vgl. auch F. Enrs- 
ques®®), p. 56—57; für den Noetherschen Satz betreffend die kanonische Schar 
auf dem vollständigen oder partialen Schnitt zweier Flächen, siehe auch F\ Enri- 
ques und ©. Chisini!), 3, p. 525—531, 533—535. 

160) Im Zusammenhang mit der Geometrie auf einer Raumkurve und mit 
dem Problem der Postulation, siehe noch A. Cayley !"®); R. Sturm ®?); G. Halphen, 
Courbes gauches, p. 15—18, und auch p. 32-42 (wo jedoch einiges nicht genau 
ist) = Oeuvres 3, p. 275—277 und 291—300; H. Valentiner, Raumkurven, p. 191 ff.; 
M. Noether '°'); @. B. Guccia, Palermo Rend. 2 (1887), p. 79; K. Rohn, Leipzig 
Ber. 49 (1897), p. 627; Verhandl. des II. int. Math.-Kongresses in Heidelberg 1904 
(Leipzig 1905), p. 347; Ch. Bioche, Rev. de math. spec. 9 (1899), p. 91; K. Hensel 
und @. Landsberg'), p. 474—476; M. Pannelli, Torino Atti 44 (1908), p. 443; 
M Legaut, Paris ©. R. 178 (1924), p. 2157; 179 (1924), p. 17. — Über die Mini- 
malordnung einer Fläche, die durch eine vorgegebene algebraische Raumkurve 
hindurchgeht, siehe auch T. Hayashi, Ann. of math. (2) 18 (1915), p. 1. 

In der ersten der beiden angeführten Arbeiten von K. Rohn ist der fol- 
gende Satz bewiesen: Zerfällt der Schnitt zweier Flächen u" und »** Ordnung 
in zwei Kurven Rund R’, und sind i und j zwei solche Zahlen, daß «+j=u-+v—4, 
dann haben die linearen Scharen, die auf R von den Flächen :*" Ordnung und 
auf R’ von den Flächen jt*" Ordnung ausgeschnitten werden, denselben Defekt 
[III C4 (L. Berzolari), Nr. 25]. Mit andern Worten: sind e; und e, die Dimen- 
sionen dieser beiden Scharen und eg,‘ und g, die Dimensionen der Vollscharen, 
in denen sie enthalten sind, so ist g’— g=e; —e;. Wenn insbesondere die 
Flächen i'* Ordnung auf R eine Vollschar ausschneiden, so tun die Flächen 
j'" Ordnung auf A’ dasselbe. 
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30. Untersuchungen von G. Castelnuovo. Ist eine algebraische 
Kurve R gegeben, die irreduzibel ist, keine mehrfachen Punkte be- 
sitzt und Ordnung » und Geschlecht p hat, dann ist nach M. Noether '*') 
ihre Postulation für die Flächen von genügend hoher Ordnung / 


(1) n—p+]; 
oder auch ist die lineare Schar, die auf R von diesen Flächen aus- 
geschnitten wird, eine nicht-speziale Vollschar.!®®) 

Für eine irreduzible Kurve R mit beliebigen Singularitäten und 
von Ordnung n und Geschlecht p hat @. Castelnuovo!®) die folgenden 
beiden Probleme behandelt: 1. eine untere Grenze ® für l anzugeben, 
von der an (> ») der Wert der Postulation durch (1) genau ge- 
liefert wird; 2. eine obere Grenze anzugeben für den Fehler, den man 
begeht, wenn man die Formel (1) für Werte von 1< © anwendet. 

Zu diesem Zwecke bediente er sich des Begriffs der Summe von 
zwei oder mehreren linearen Scharen von Punktgruppen, der von ihm 
mit der Bedeutung, wie sie in lIIC4 (L. Berzolari), Nr. 26 Schluß, 
wiedergegeben wurde, eingeführt worden ist, ferner der Eigenschaften 
der Adjungierten einer ebenen Kurve, die durch Projektion einer ge- 
gebenen Raumkurve entsteht. 

Abweichend von der Noetherschen Definition der adjungierten Fläche 
(Nr. 29), nennt er zu einer Raumkurve R adjungierte Fläche eine 
Fläche, die in jedem mehrfachen Punkte von R mit jedem ihrer von 
diesem Punkt ausgehenden Zweige dieselbe Schnittmultiplizität hat, 
wie sie eine allgemeine ebene Projektion von R mit einer ihrer ad- 
jungierten Kurven, im entsprechenden Punkt und auf dem entspre- 
chenden Zweig, besitzt. Dann findet @. Castelnuovo, daß die adjun- 
gierten Flächen von der Ordnung 7>n — 2 auf der Kurve R (mit 
Ausnahme der durch die Adjunktion in den mehrfachen Punkten von 
R bestimmten Schnittpunkte) eine nicht-speziale Vollschar ausschnei- 
den, so daß die Postulation von R für diese Flächen die durch (1) 
gegebene ist. 


161) Raumkurven, p. 47. Vgl. auch E. Picard und @. Simart?®) 1, p. 223— 230; 
K. Hensel und @. Landsberg‘), p- 474—478. Siehe auch @. Halphen, Courbes 
gauches, p. 36 = Oeuvres 3, p. 294, wo jedoch Formel (20) nicht genau ist. 
L. Autonne*®), erste angeführte Arbeit, Chap. Il (p. 24—37), hat die Analyse von 
G. Halphen richtig gestellt und sie auf den Fall einer Kurve mit beliebigen Sin- 
gularitäten ausgedehnt. 

161a) Daß die Schar nicht-spezial ist, kann behauptet werden z. B. wenn 
In>2p— 2 oder wenn 21>n— 3: F. Enriques und O. Chisini!), 3, p. 535—539. 

162) Palermo Rend. 7 (1893), p. 89. Die hauptsächlichsten Resultate von 
@. Castelnuovo sind wiedergegeben in E. Picard und @. Simart ?°), 1, p. 230— 235; 
2, p. 40—49. 
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Wenn insbesondere R keine mehrfachen Punkte hat, dann trifft 
die Eigenschaft zu, falls R von allen Flächen von der Ordnung 
!>n— 2 geschnitten wird, wie schon H. Valentiner!®®) bemerkt hatte. 

Wieder wenden wir uns dem allgemeinen Fall einer irreduziblen 
Kurve R mit beliebigen Singularitäten zu, dann schneiden die Flächen 
von genügend hoher Ordnung ! auf R immer eine nicht-speziale Schar 
aus, deren Defekt [IIIC4 (L. Berzolari), Nr. 25] d von I! nicht ab- 
hängt (und nur Null ist, wenn R keine mehrfachen Punkte hat). 

Bezeichnen wir mit = das Maximalgeschlecht, das eine Kurve 
»““ Ordnung haben kann (Nr. 7), und mit %k die größte ganze Zahl, 


die in — enthalten ist, so genügt es, Z so zu wählen, daß !> 


k + rn — p, und die Postulation von R ist dann nl —p—d-+1, wo 
d sich mit wachsendem ? nicht ändert und allein von den Charakteren 
von R abhängt. 

Dieser Defekt d — konstant für genügend großes Z — ist gleich 
der Differenz zwischen der Anzahl der festen Punkte, in denen die 
adjungierten Flächen R schneiden, und der Anzahl der Bedingungen, 
die diese Punkte einer Fläche von genügend hoher Ordnung, welche 
sie enthalten muß, auferlegen. Es ist d<x — p, woraus folgt, daß 
die größte Anzahl von Doppelpunkte, die eine irreduzible Kurve R 
von Ordnung n und Geschlecht p enthalten kann, m —p ist. Bei 
dieser Eigenschaft muß ein s-facher Punkt als äquivalent s— 1 
Doppelpunkten angesehen werden, so daß, wenn s, die Multiplizitäten 
der singulären Punkte von R sind, I(s,— 1) <x — ,p ist. 

Ist R eine Kurve n‘* Ordnung vom Maximalgeschlecht (d. h. 


= x), und wieder bezeichnet %k die größte ganze Zahl, die in — 


enthalten ist, dann schneiden die Flächen von der Ordnung 1>% auf 
JR eine nicht-speziale Vollschar aus, und darum ist die Postulation 
von R für diese Flächen gegeben durch (1); ist indessen 7<’%k, dann 
ist die Postulation (2 +2) + 1.%) | 

Wenn die irreduzible Kurve R, die übrigens mit beliebigen Sin- 
gularitäten behaftet sein mag, der vollständige Schnitt zweier Flächen 
u“ und v Ordnung ist, dann hat der Defekt einen konstanten Wert d 
für! >w+v— 3 und hat den Wert d— 1 fürl=u-+ v — 4.) 

Was den Beitrag anbetrifft, den die mehrfachen Punkte von R zum 
konstanten Defekt d beitragen, oder, was dasselbe ist, die Verminderung 

163) Raumkurven, p. 194. Siehe auch F. Enriques und O. Chinini!), 3, 
p. 535-537. 


164) Alle diese Eigenschaften verdankt man @. Castelnuovo !°°). 
165) E. Bertini, Torino Atti 44 (1908), p. 4. 
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der Postulation in (1), die sie verursachen, so hat @. Castelnuovo !°?) 
gezeigt, daß er nicht allein von den Zahlen, welche ihre Multiplizi- 
täten ausdrücken (und für einen s-fachen Punkt mindestens s— 1 
beträgt), sondern auch von den Beziehungen, die zwischen den Tan- 
genten von R in jedem mehrfachen Punkte bestehen, abhängt. So 
bringt ein dreifacher Punkt mit drei getrennten Tangenten dem kon- 
stanten Defekt einen Zuwachs von drei oder zwei Einheiten, je nach- 
dem die drei Tangenten in einer Ebene liegen oder nicht. 

Auf Grund des von Üastelnuovo eingeführten Begriffs der zu einer 
Kurve adjungierten Flächen können einige der oben angegebenen Sätze 
auf irreduzible Kurven mit beliebigen Singularitäten ausgedehnt wer- 
den. So wird auf einer solehen Kurve, die vollständiger Schnitt zweier 
Flächen ist, von den adjungierten Flächen beliebig gegebener Ord- 
nung, wenn man von den festen Punkten absieht, eine Vollschar aus- 
geschnitten.!%) 

Auch der Restsatz kann auf irreduzible Kurven mit beliebigen 
Singularitäten ausgedehnt werden, sofern man Flächen betrachtet, die 
gleichzeitig im Sinne von Noether und im Sinn von Castelnuovo ad- 
jungiert sind. Ist R eine solche Kurve, so können immer zwei der- 
artige Flächen durch sie festgelegt werden, daß der Restschnitt R’ 
(der auch fehlen kann) keine mehrfachen Teile hat. Unter dieser An- 
nahme bestimmen die Flächen von beliebig vorgegebener Ordnung, 
die durch R’ hindurchgehen und zu R adjungiert sind, wenn man 
von festen Schnittpunkten absieht, auf R eine Vollschar.!) Sind u 
und v» die Ordnungen zweier jener durch R hindurchgehenden Flächen, 
dann schneiden die adjungierten Flächen, welche durch R’ hindurch- 
gehen und die Ordnung > u-+v— 3 besitzen, auf R eine nich- 
speziale Vollschar aus.!®®) 


31. Andere Untersuchungen über die Postulation. E. Picard!) 
hat auf transzendentem Weg, F. Severi”®) auf geometrischem Weg 
gezeigt, daß, wenn eine Kurve von Ordnung % und Geschlecht p mit 
t dreifachen Punkten als Doppelkurve einer Fläche u‘ Ordnung be- 
trachtet werden kann, dann die Postulation der Kurve den Wert 
In—p-+ 1— 2t besitzt für alle Flächen von der Ordnung ! > u —4. 


166) E. Bertini, Torino Atti 43 (1908), p. 847. Ein Spezialfall schon vorher 
bei F. Severi, Rom Line. Rend. (5) 12? (1903), p. 252. 

167) E. Bertini, Torino Atti 43 (1908), p. 847; F. Severi, ebenda p. 852. 
Vgl. auch F. Severi, Torino Atti 40 (1905), p. 771. 

168) E. Bertini '°°). 

169) J. f. Math. 129 (1905), p. 284. Vgl. auch E. Picard und @. Simart *°) 
2, p. 437—438. 

170) Rom Linc. Rend. (5) 17? (1908), p. 465. 
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M. Noether‘') hat auch in verschiedenen Fällen die Anzahl der 
linearen Bedingungen bestimmt, die von einer Fläche gegebener Ord- 
nung erfüllt sein müssen, damit sie eine gegebene Kurve R mit 
einer gegebenen Multiplizität s enthält. Ist z. Be R von der Ord- 
nung n und vom Rang r und enthält außer D Knotenpunkten keine 
weiteren mehrfachen Punkte, dann ist diese Anzahl bei genügend 
großen Werten von | 

„ns(s + 1)(31 — 25 +5) — 5s(s + 1)(2s + 1)(r + 2D). 

Denken wir dagegen die Flächen der Ordnung !, welche einen 
gegebenen Punkt P k-fach und gegebene Kurven R,, R,,.... (von den 
Ordnungen %,, %,, ... und den Rängen r,, 73, -- -) S}-, Sy, . . .-fach 
enthalten, wobei diese Kurven in P die Multiplizität h,, A,,... be- 
sitzen, so ist, wenn man k so groß voraussetzt, daß die Schmiegungs- 
kegel der betrachteten Flächen in P keine mehrfachen Bestandteile 
haben, die Postulation des Systems (P, R,, R,, ...) für die genannten 
Flächen 


gk(k+1)(k+ 2) +233:6+ [8 — 2, +5), —z(2s,+1)r] 


45 + DB — 25 + Dh. 

Hilda P. Hudson’) gab die Postulation einer Kurve an, die Be- 
rührungskurve für Flächen genügend hoher Ordnung sein soll. 

Im allgemeineren Fall, wenn es sich handelt um die Postulation einer 
gegebenen Gruppe von Punkten und Kurven für die Flächen von ge- 
gebener Ordnung /, d. h. um die Anzahl der linearen Bedingungen, denen 
diese Flächen unterworfen sind, wenn sie durch jene Punkte und Kurven 
mit angegebenen Multiplizitäten hindurchgehen, findet man'’®), daß 
sie immer in der Form kl — % ausgedrückt werden kann, wo k und 
k‘ für genügend hohe Werte von / Konstante, unabhängig von I und 
nur von der Natur der gegebenen Gruppe von Punkten und Kurven 
abhängig sind. Was % betrifft, so hängt es einzig von den gegebenen 
Kurven ab, weil es die Postulation der Gruppe der Schnittpunkte 
solcher Kurven mit einer allgemeinen Ebene, bezüglich ebener Kurven 


171) Ann. di mat. (2) 5 (1871), p. 167. Für einige Spezialfälle vgl. auch 
M. Noether, Math. Ann. 3 (1871), p. 177—178; A. Cayley ib. 3 (1871), p. 526 = 
Papers 8, Cambridge 1895, p. 394. 

172) Literatur bei !%%), Ein Spezialfall bei @. Loria, Torino Atti 26 (1890), 
Fußn. zu p. 294—295. 

173) G@. Castelnuovo, Ann di mat. (2) 25 (1897), p. 235 (Cap. I). Vgl. auch 
E. Picard und @. Simart*%), 2, p. 75-77; E. Bertini‘), 1 Ausg., p. 249 — 254; 
2. Ausg., p. 295—301. Vgl. auch F. Enriques®), p. 59 ff. 
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von genügend hoher Ordnung, ausdrückt: seine Bestimmung reduziert 
sich dadurch auf ein Problem der ebenen Geometrie.!'?*) Die Bestim- 
mung von /’, das positiv oder negativ sein kann und von den ge- 
gebenen Kurven und Punkten zusammen abhängt, ist indessen im 
allgemeinen ein viel schwächeres Problem. 


32. Das Problem der Postulation in Beziehung zur Modul- 
theorie. Die Fragen, die in Nr. 29, 30 und 31 behandelt wurden 
und sich auf die Postulation beziehen, sind innig verknüpft mit der 
Theorie der algebraischen Formenmoduln und mit dem Problem der 
Darstellung einer algebraischen Form als lineare Kombination von 
mehreren anderen algebraischen Formen: vgl. IB1c (@. Landsberg), 
Nr. 18; IIIC7 (©. Segre), Nr. 40. 

Als Folge sehr allgemeiner Untersuchungen hat D. Hübert*) 
gezeigt, daß man durch eine algebraische Kurve AR immer eine end- 
liche Anzahl % algebraischer Flächen #\, =(,..., F,= 0 legen kann, 
so daß jede andere durch R hindurchgehende algebraische Fläche 
durch eine Gleichung von der Form 

4,FR+::+4f,=0 
dargestellt werden kann, wo A,,..., A, Formen der Punktkoordinaten 
bedeuten.!”) 

Die Gesamtheit der Formen, die gleich Null gesetzt durch R 
hindurchgehende Flächen darstellen, bildet daher einen Formenmodul, 
und die Postulation von R für die Flächen einer gegebenen Ordnung / 
ist die Hilbertsche charakteristische Funktion des Moduls. 

Als Spezialfälle gab Helbert!'®) für genügend großes I die Postu- 
- lationsformel (1) von Nr. 30, dann insbesondere die Formel (1) von 
Nr. 29 und den letzten Ausdruck von Nr. 21 für die Anzahl i der 
Schnittpunkte zweier Kurven, die zusammen den vollständigen Schnitt 


173a) Hierfür s. III C4 (L. Berzolari), Nr. 35. Wenn ! hoch genug ist, dann 
ist das lineare System der Schnittkurven vollständig und regulär: @. Castel- 
nuovo!?3), p. 246—248; E. Picard und @. Simart?°), 2, p. 7%—75; E. Bertini zit 
1. Ausg., p. 249—251; 2. Ausg., p. 295—297; Ausdehnungen 1. Ausg., p. 256 ff.; 
2. Ausg., p. 302ff. Für eine untere Grenze von 2, von der ab der Satz gilt, s. 
M. Legaut, Paris C. R. 180 (1925), p. 718; Soc. math. de France Bull. 53 (1926), 
p. 149. 

174) Math. Ann. 36 (1890), p.473; Auszüge Gött. Nachr. 1888, p. 450; 1889, 
p. 25, 423. Siehe auch Gött. Nachr. 1891, p. 232; 1892, p. 6, 439; Math. Ann. 
42 (1892). p. 320. 

175) Die so gelöste Frage nach der Endlichkeit der Mannigfaltigkeit der 
durch eine vorgegebene algebraische Kurve hindurchgehenden Flächen war von 
G. Salmon gestellt worden: siehe Salmon- Fiedler, Raumgeometrie 2, p. 93—94. 

176) Math. Ann. 36 (1890), p. 519, 520. 
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zweier Flächen ausmachen (falls die beiden Kurven keine mehrfachen 
Punkte haben).!”) 


33. Das Problem der Postulation in Beziehung zu den Ord- 
nungen der Kurven, die zur ebenen Projektion einer Raumkurve 
adjungiert sind. Maximalgeschlecht der Kurven, die auf Flächen 
gegebener Ordnung liegen. Man verdankt G. Halphen, M. Noether 
und H. Valentiner Sätze, welche die Verknüpfung der Postulation einer 
irreduziblen Raumkurve R} für die Flächen einer gegebenen Ordnung 
mit den Ordnungen der Kurven, die zur allgemeinen ebenen Projek- 
tion der Raumkurve (vgl. Nr. 9) adjungiert sind, liefern. Wenn z. B. 


p>mi— (FT) ++ 1 
(fürk=0,1,2,..;i=1,2,...) 
und wenn die A Doppelpunkte der Projektionskurve den adjungierten 


Kurven von der Ordnung » — i — 3 mehr als h — ( z ’ —+ %k lineare 


Bedingungen auferlegen, dann liegt die Raumkurve R, auf wenigstens 
k + 1 linear unabhängigen Flächen '* Ordnung.'”) 

Wir bezeichnen mit % den kleinsten Wert, den die Ordnung eines 
Kegels, der durch die h von einem allgemeinen Punkt ausgehenden 


177) Über diese Fragen und über allgemeinere Fragen bezüglich überräum- 
licher Mannigfaltigkeiten (Moduln, Postulation, Ausdehnung des Fundamental- 
satzes Af+ Ey von M. Noether, usw.) vgl. noch W. Wirtinger, Untersuchungen 
über Thetafunktionen, Leipzig 1895, p. 20; F. Severi, Rom Linc. Rend. (5) 11' 
‚1902%), p.105; Palermo Rend. 17 (1903), p. 73; 28 (1908), p. 38‘ (Nr. 1—7); Torino 
Atti 41 (1905), p. 205; J. König‘), p. 385—400; E. Lasker, Math. Ann. 60 (1904), 
p. 20, 607; R. Torelli, Torino Atti 41 (1905), p. 224; Ann. di mat. (3) 18 (1910), 
p. 81; @. Z. Giambelli, Torino Atti 41 (1905), p. 235; Lomb. Ist. Rend. (2) 45 
(1912), p. 1016; (2) 46 (1913), p. 797, 981; E. Bertini‘), 1. Ausg., p. 240—269; 
2. Ausg., p. 286—339; Rom Linc. Rend. (5) 18! (1909), p. 365, 637; (5) 18? (1909), 
p.3; F. S. Macaulay, Verh. d. III. int. Math.-Kongresses in Heidelberg 1904 
(Leipzig 1905), p. 284; Math. Ann. 74 (1912), p. 66; British Assoc. for the Advanc. 
of science Report, 84 Meeting, Australia 1914, p. 310; The algebraic theory of 
modular systems, Cambridge 1916; S. Cherubino, Napoli Rend. (3) 21 (1915), p. 194; 
A. Hurwitz, Math. Ann. 79 (1918), p. 313; A. Ostrowski, Abh. aus dem math. 
Seminar der Hamburgischen Univ. 1 (1922), p. 281; in Beziehung auf die singu- 
lären Punkte siehe auch W. Schmeidler, Math. Ann. 81 (1920), p. 223; 84 (1921), 
p- 303. 

Über die allgemeine Gleichung der Flächen von gegebener Ordnung, die 
durch die Schnitte mehrerer gegebener algebraischer Flächen hindurchgehen, 
sowie über entsprechende Fragen in höherdimensionalen Räumen, siehe auch 
L. Kronecker'), p. 76 = Werke 2, p. 334; E. Delassus, Paris C. R. 123 (1896), 
p. 546; Bull. sciences math. (2) 21! (1897), p. 59; Ann. Ee. Norm. (3) 14 (1897), p. 21. 

178) M. Noether, Raumkurven, p. 25. Siehe auch F. Löflund®"), p. 25. 
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Sehnen von R; gelegt wird (vgl. Nr. 34 und 39), annehmen kann, 
d.h. die Mindestordnung einer Kurve, die zu einer allgemeinen ebenen 
Projektion von R7 adjungiert ist. Dann!”®) liegt für 

n< er a -:— 1) 
die Kurve R auf einer Fläche :** Ordnung (oder auf Flächen niedri- 
gerer Ordnung). 

An die vorangehenden Betrachtungen reihen sich die in Nr. 9 
angeführten Sätze von M. Noether über Kurven n‘® Ordnung, die Teil- 
schnitte zweier Flächen sind, wenn der Restschnitt (der auch fehlen 
kann) eine ebene Kurve ist. Solche Kurven sind nichts anderes als die 
Kurven von gegebener Ordnung rn, die auf einer irreduziblen Fläche 
von gegebener Ordnung « F', liegen und das größtmögliche Geschlecht 
haben. 

Es sei ß die Ordnung dieser ebenen auf F', gelegenen Kurve, und 
die gegebene Kurve R,“ von der Ordnung n und vom Maximalge- 
schlecht =, sei der Restschnitt von F', mit einer durch die ebene 
Kurve gelegten Fläche F', von der Ordnung «'®°), so daß also 


n=au—ß, O<p<u. 
Das Maximalgeschlecht x, ist dann 
.=3ß—-DE—D+ Frl —2P)lu + — 4). 


Speziell ist eine Kurve von der Ordnung uv und dem Geschlecht 
+uv(wu +v— 4) +1, die auf einer Fläche u‘ Ordnung ohne mehr- 
fache Punkte liegt, vollständiger Schritt dieser Fläche mit einer 
anderen Fläche v'" Ordnung.'?) 

G. Halphen, a. a. O., gibt dem vorangehenden Satz über den Wert 
von x, die folgende Form: 

Zu jeder ganzen Zahl u, die kleiner oder höchstens gleich der 


179) @. Halphen, Courbes gauches, p. 149 = Oeuvres 3, p. 401. Für i=2 
schon a. a. O., p. 51—55 —= Oeuvres 3, p. 309—313. 

180) Man bemerke, daß, auch wenn F'. irreduzibel ist, die Raumkurve R7“ 
vom Maximalgeschlecht x, reduzibel oder irreduzibel sein kann; sie ist sicher 
reduzibel, wenn «<{ß ist. 

181) Die vorangehenden Resultate verdankt man @. Halphen, Paris C. R. 
70 (1870), p. 380 = Oeuvres 1, p. 80; Courbes gauches, p. 195 ff. = Oeuyres 3, 
p. 449 ff. S. auch MH. Valentiner, Raumkurven, p. 189—191; M. Noether, Raum- 
kurven, p. 36. M. Noether, a. a. O., p. 41—42, machte nützliche Bemerkungen 
über den Verlauf der Aufeinanderfolge der Zahlen x„, die nicht ganz regelmäßig 
ist. Von hier aus folgerte er auch den Satz von Nr. 7 über das Maximalgeschlecht 
einer Raumkurve. 
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kleinsten ganzen, der Beziehung 


(M+N(M+DM +3) 
= >Mn-+3 





genügenden Zahl M ist, gehört eine andere Zahl H(u), die eine be- 
ständig wachsende Funktion von u bildet, derart, daß jede irreduzible 
Kurve, für die h<H(u) ist, auf einer Fläche von niedrigerer Ord- 
nung als u liegt. 

Zu jeder Zahl u, > M gehört auf gleiche Weise eine ähnliche 
Funktion A, (u,), für die die gleiche Eigenschaft zutrifft, und der Aus- 
druck dieser Funktion ist 


Aa)=4n- u)r - u Dtm —). 
Was die Funktion H(u) anbelangt, so ist sie mit =, nur iden- 
tisch, wenn u — u <n, was sicher zutrifft, wenn u < «; ist das nicht 
der Fall, so kann sie nicht in einfacher Weise ausgedrückt werden. 


VI. Klassifikation der Raumkurven; die Gesamtheit der Raum- 
kurven R.. 


34. Vorläufige Bemerkungen über die Bestimmung einer Kurven- 
gattung. Während alle ebenen Kurven von einer gegebenen Ordnung n 
eine einzige Gattung bilden, weil sie sich aus der Kurve, die durch die 
allgemeine Gleichung n*" Grades dargestellt wird, ableiten lassen, in- 
dem man die Koeffizienten dieser Gleichung in stetiger Weise ver- 
ändert (vgl. Nr. 36), gilt dies für die Raumkurven nicht mehr. Wohl 
gibt es einige Eigenschaften, die allein von der Ordhung n abhängen 
(so die Anzahl der Schnittpunkte mit einer gegebenen Fläche), aber 
im allgemeinen genügt die Ordnung nicht, um eine Gattung algebra- 
ischer Raumkurven zu charakterisieren. In der Tat erhält man schon 
für n— 4 zwei vollständig verschiedene Kurvenarten, von denen die 
eine zwei, die andere drei scheinbare Doppelpunkte besitzt: die Kurven 
der ersten Art sind der vollständige Schnitt zweier Flächen 2. Ord- 
nung, die der zweiten Art sind der Restschnitt einer Fläche 2. Ord- 
nung und einer Fläche 3. Ordnung, die ein Paar windschiefer Ge- 
raden gemeinsam haben.'??) 

Der Umstand, daß viele Eigenschaften der Raumkurven allein 
von den Zahlen n und h abhängen, verlockte dazu, die Kurven allein 
auf Grund dieser beiden Zahlen zu unterscheiden. Aber auch diese 


182) Dies wurde zuerst von @. Salmon, Cambridge Dublin math. J. 5 (1849), 
p. 37—40, bemerkt. Siehe auch .J. Steiner, J. f. Math. 53 (1357), p. 138 = Werke 2, 
Berlin 1882, p. 655—656. 
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Einteilung ist ungenügend; denn '#?) z.B. für n=9,h=18 gibt es 
zwei Kurvenarten, die, obwohl sie beide von der gleichen Konstanten- 
zahl 36 abhängen, doch vollständig verschieden sind. Die eine ist der 
vollständige Schnitt zweier Flächen 3. Ordnung, die andere ist der 
Schnitt einer Fläche 2. Ordnung mit einer Fläche 6. Ordnung, deren 
Restkurve aus drei sechspunktigen Sehnen besteht'#*): die Minimal- 
ordnung der durch die Kurven hindurchgehenden Monoide ist für die 
erste Kurve 5, für die zweite 6. 

Man kann daran denken, zu den Zahlen n und h eine dritte 
charakteristische Zahl hinzuzufügen, z. B. die Zahl % (von Halphen 
mit % angegeben, da er die Ordnung mit d bezeichnete), die die 
Minimalordnung eines Kegels angibt, der durch die h von einem all- 
gemeinen Punkt an die Kurve gelegten Sehnen hindurchgeht. So ist 
bei den beiden oben angeführten Kurven %—= 4 für die erste, „—Ö5 
für die zweite. Aber auch diese drei Zahlen n, h, % vermögen eine 
Kurvengattung nicht zu charakterisieren, da es z.B. fürn —=15,h—63, 
= 9 zwei verschiedene Kurvenarten gibt"), von denen die eine 
von 61, die andere von 60 Parametern abhängt: die Kurven vom 
ersten Typus sind der Schnitt einer Fläche 3. Ordnung mit einer 
Fläche 6. Ordnung, deren Restschnitt aus drei Geraden besteht; die 
Kurven vom zweiten Typus sind der Schnitt von zwei Flächen 4. Ord- 
nung, die durch dieselbe Gerade hindurchgehen. 

Übrigens hat A. Cayley!®®) bemerkt, daß für gegebene Werte von 
n, h und % die tatsächliche Existenz einiger von @. Halphen an- 
gegebener Kurven an das Vorhandensein von bestimmten Beziehungen 
zwischen den h von einem allgemeinen Punkt ausgehenden Sehnen 
gebunden ist; so ist z. B. für die Existenz einer Kurve mit n— 9, 
h=16, nr — 4") notwendig, daß die 16 Sehnen die Basis eines 
Kegelbüschels 4. Ordnung bilden. 

Das alles läßt vermuten, daß es überhaupt nicht möglich sei, eine 
endliche Anzahl numerischer Elemente anzugeben, die eine Kurven- 
gattung im allgemeinen zu charakterisieren vermögen. 


183) Ed. Weyr, Diss. Göttingen 1873 (Prag 1873) = Prag. Abh. (6) 6 (1874); 
@. Halphen, Soc. math. de France Bull. 2 (1874), p.69 = Oeuvres 1, p. 203. 8. 
noch F. Enriques und O. Chisini'), 3, p. 563—564. 

184) Über diese Kurven vgl. noch G@. Halphen, Courbes gauches, p. 166 
= Oeuvres 3, p.417; M. Noether, Raumkurven, p. 101. 

185) G@. Halphen, Courbes gauches, p. 178 — Oeuvres 3, p. 429—430. 

186) Papers 5, Cambridge 1892, p.613—617; J. f. Math. 111 (1893), p. 347 
= Papers 13, Cambridge 1897, p. 468. Vgl. auch (nicht in Papers enthalten) 
Intermed. des math. (1) 1 (1894), p. 5; 5 (1898), p. 25. 

187) @. Halphen, Courbes gauches, p. 166 = Oeuvres 3 p. 417. 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 2. 85 
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35. Kurvenfamilien und Konstantenzahl. Man kann eine Kurven- 
gattung in präziser Weise wie folgt definieren.) 


Betrachten wir alle Raumkurven einer gegebenen Ordnung », so 
bilden sie eine, im allgemeinen reduzible, algebraische Mannigfaltig- 
keit, deren irreduzible Gebiete auch verschiedene Dimensionen und 
auch gemeinsame Untergebiete haben können. 


Eine Kurvenfamilie n‘® Ordnung ist eine vollständige irreduzible 
algebraische Mannigfaltigkeit algebraischer Raumkurven n*" Ordnung, 
d. h. derart, daß sie nicht in einer mächtigeren irreduzibeln Mannig- 
faltigkeit von Kurven derselben Ordnung enthalten ist. 

Jede irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit von Kurven ner 
Ordnung, der die allgemeine Kurve einer gegebenen Familie angehört, 
ist vollständig in dieser Familie enthalten. 

Eine irreduzible algebraische Raumkurve ohne mehrfache Punkte 
bestimmt eine vollständige Familie von Kurven derselben Ordnung 
und desselben Geschlechts. Mit anderen Worten: zwei verschiedene 
Familien von irreduzibeln Raumkurven ohne mehrfache Punkte, der- 
selben Ordnung und desselben Geschlechts, können nur Kurven mit 


mehrfachen Punkten (insbesondere zerfallende Kurven) gemeinsam 
haben.'?®) 


Eine Unterfamilie einer Familie M ist eine irreduzible algebra- 
ische Mannigfaltigkeit von Kurven von M, die einer bestimmten Be- 
dingung genügen, vorausgesetzt daß sie nicht in einer mächtigeren 
Mannigfaltigkeit von Kurven von M enthalten ist, die der gegebenen 
Bedingung genügen.!*®) ö 

Die Unterteilung der Kurven einer Kurvenfamilie in Unterfami- 


188) Vgl. M. Noether, Raumkurven, p.71; F. Severi, Rom Linc. Rend. (5) 24* 
(1915), p. 877; Vorlesungen, p. 353 ff. 

189) F. Severi, Rom Linc. Rend. (5) 25! (1916), p. 558. 

190) Eine in gewisser Weise konkrete Darstellung der von den Kurven ge- 
gebener Ordnung n gebildeten Mannigfaltigkeit kann man bekommen, wenn 
man z. B. eine solche Kurve als durch den Komplex ihrer Treffgeraden gegeben 
ansieht (Nr. 4). Die Linienkomplexe nt" Grades können ein-eindeutig und ohne 
Ausnahme durch die Punkte eines linearen Raumes von 


a 


5 


Dimensionen dargestellt werden [vgl. J. Lüroth, J. f. Math. 67 (1866), p. 132; 
A. Voß, Math. Ann. 9 (1874), p. 59—60], und in einem solchen Raum bilden die 
Punkte, die den Komplexen der Treffgeraden einer Kurve nt" Ordnung zugeordnet 
sind, genau eine algebraische Mannigfaltigkeit, die im allgemeinen in eine be- 
stimmte Anzahl von irreduzibeln algebraischen Mannigfaltigkeiten zerfällt. 
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lien kann nach verschiedenen Kriterien geschehen '®"); solche Kriterien 
sind z. B. die Minimalordnung der durch die betrachtete Kurve hin- 
durchgehenden Flächen!*!®) und die Konstantenzahl, die die Definition 
der Kurve nach sich zieht. Man kann auch die Indices der linearen 
Scharen brauchen, die auf der Kurve von den Flächen der verschie- 
denen Ordnungen ausgeschnitten werden, wenn man Index einer line- 
aren Schar (oder einer einzelnen Gruppe) die Zahl der linear unab- 
hängigen kanonischen Gruppen nennt, die eine allgemeine Gruppe 
derselben enthalten (so daß der Index gleich Null, wenn die Schar 
nicht spezial ist). 

Hierzu bemerke man, daß, wenn p<n—2, die Ebenen aus der all- 
gemeinen R? keine Spezialgruppen ausschneiden, und noch weniger 
tun dies die Flächen 2.,3.,... Ordnung. Nun gibt es N(i) +1 linear 
unabhängige Flächen <'* Ordnung (Nr. 27); sie schneiden die R? in 
einer linearen Vollschar g;" ?, so daß durch die R’ noch N(i)—in-+p 
linear unabhängige Flächen :'* Ordnung hindurchgehen, wenn diese 
Zahl positiv ist.!”2) 


Ist © der kleinste dieser Bedingung genügende Wert, so gehört 
die R? keiner Fläche (« — 1)‘ Ordnung an; wohl aber erscheint sie 
als Teilschnitt einer Fläche i'* Ordnung mit einer Fläche ( + 1) 
Ordnung oder zweier Flächen :** Ordnung, je nachdem die vorstehende 
Zahl gleich oder größer als 1 ist. 


Auch für p<3(n— 3) gilt das eben Gesagte, da hier nur die 
Ebenen aus der R? Spezialgruppen ausschneiden. 


191) Z. B. verteilen sich die Raumkurven 4. Ordnung auf zwei Familien, 
deren allgemeine Kurven vom Geschlecht 0 bzw. 1 sind. Beide Familien besitzen 
die Dimension 16 und haben eine gemeinsame Unterfamilie von der Dimension 
15, die von den Kurven 4. Ordnung mit einem Knotenpunkt gebildet wird. — 
So bilden auch die rationalen Kurven 5. Ordnung (ohne mehrfache Punkte) eine 
Familie von der Dimension 20, deren allgemeine Kurve eine einzige vierfache 
Sehne besitzt; in ihr bilden die Kurven mit oo! Quadrisekanten eine Unterfamilie 
von der Dimension 18. 

191a) Hier führen wir den Satz von Letizia Onali an, Rom Linc. Rend. (6) 


1 (1926), p. 808: Trifft jede ebene Kurve n" Ordnung, die durch Panki 
einer algebraischen Raumkurve geht, diese Raumkurve mindestens in anderen 
ee —+ 1 Punkten, so liegt die Raumkurve auf einer Fläche nt" Ord- 


nung. — Es folgt daraus: Wenn eine Raumkurve, deren Ordnung >n?-+ 2 ist, 
von jeder Ebene in Punkten getroffen wird, welche auf einer Kurve nt Ordnung 
liegen, so gehört die Raumkurve einer Fläche nt“ Ordnung an. 
192) Siehe F. Severi, Rom Linc. Rend. (5) 24! (1915), p. 1018. 
85* 
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Überschreitet p diese Grenze, so können auch die von den Flächen 
2.,3., ..., 2° Ordnung aus der R ausgeschnittenen Gruppen G,,, 
Gay, +, @;„ Spezialgruppen sein, die alsdann Spezialscharen an- 
gehören. Die von den Ebenen ausgeschnittenen Gruppen G, bilden 
dann eine Spezialschar vom Index g, =p —n-+3. 

Die von den Flächen 2., 3.,...., @‘* Ordnung ausgeschnittenen 
Gruppen G,,, @31, ::, @;, mögen Spezialscharen vom Index g,, o,, 
..., 0, angehören, so daß die Dimension der Vollschar g,, gleich 
in —p-+- eo, ist. Es ist jedoch gleich zu betonen, daß die von den 
Flächen :'* Ordnung aus der R ausgeschnittenen Gruppen G,, nicht 
immer die Vollschar g,, ausmachen, einerlei ob es sich dabei um 
Spezialscharen handelt oder nicht. 

Die Zahlen o, sind nun charakteristisch für die einzelnen Raum- 
kurven, indem die allgemeinen Raumkurven von gegebener Ordnung 
und gegebenem Geschlecht noch verschiedene Familien bilden können, 
die sich durch die ihnen zukommenden Zahlen @,, 0,5, . . . teilweise 
unterscheiden. 

Schneiden die Flächen %'* Ordnung aus der RP noch Spezial- 
gruppen G,, aus, die zu einer Spezialschar vom Index o, gehören, 
während die Flächen (% + 1)" Ordnung keine Spezialgruppen mehr 
ausschneiden, so gehen durch die Doppelkanten eines beliebigen Pro- 
jektionskegels der RP genau go, Kegel (n — 4)" Ordnung, o, Kegel 
(n — 5) Ordnung, ..., 0, Kegel (n — 3 — k)'* Ordnung, aber keine 
Kegel von geringerer Ordnung. Zugleich gehen durch die Restkurve 
R’ der R? — als Schnitt zweier Flächen u‘* und »'* Ordnung — 
genau o, Flächen (u + » — 5)'® Ordnung, g, Flächen (u + v — 6)" 
Ordnung, ..., e, Flächen (u + v» — 4 — k)'* Ordnung, aber keine 
Fläche von geringerer Ordnung. Hierbei ist von den Flächen, die 
neben R’ auch die R? enthalten, immer abgesehen. Aus dem Gesagten 
geht hervor, daß eine Fläche (u + v — 3 — £)'* Ordnung, die 0, ,— 0; 
Punkte einer ebenen Gruppe @, der R? enthält, diese Gruppe ganz 
enthalten muß. Insbesondere muß o0,_,— 0,25 sein, da zur Bestim- 
mung einer Ebene drei Punkte erforderlich sind. 

Aber die Bestimmung der Zahlen @,, @,, . . -, auf denen die Ein- 
teilung der Raumkurven R? in verschiedene Familien beruht, und 
von denen auch die Konstantenzahl dieser Kurven abhängt, bietet 
erhebliche Schwierigkeiten. 

Was die Konstantenzahl der Kurven R?, d. h. die Dimension der 
algebraischen Mannigfaltigkeit, die von der Gesamtheit der Raum- 
kurven von Ordnung n und Geschlecht p gebildet wird, anbelangt, 
so ist ihre Bestimmung gleichbedeutend mit der Bestimmung der 
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linearen Scharen g° auf einer Kurve vom Geschlecht p [vgl. II C4 
(L. Berzolari), Nr. 28]. Darum ist für die irreduzibeln Kurven R? mit 
allgemeinen Moduln [a.a. O0, Nr. 30], wenn 


(1) n24@+4), 

die Konstantenzahl gleich 4n. Wenn aber n<3(p-+- 4), und wenn 
solche Kurven existieren, dann haben sie gewiß spezielle Moduln und 
ist ihre Konstantenzahl > 4n.19) 

Eine Lücke, die sich in der Behandlung des genannten Problems 
noch vorfand, die Unendlichkeit der linearen Scharen g, auf einer 
Kurve vom Geschlecht p mit allgemeinen Moduln anzugeben, hat 
F. Severi'*) ausgefüllt; dieser bewies in strenger und vollständiger 
Weise einige andere Sätze über die Geometrie auf einer Kurve, sowie 
einige Irreduktibilitätseigenschaften und Existenztheoreme, die mit den 
vorstehenden Resultaten zusammenhängen, sowohl für ebene als für 
Raum- und überräumliche Kurven. Weil er aber seine Untersuchungen 
auf die derartigen Eigenschaften ebener Kurven gegründet hat!®%), so 
wird es zweckmäßig sein, hierüber einen Exkurs einzuschalten. 


193) A. Brül und M. Noether®”), p. 307—308; M. Noether, Raumkurven, 
p. 18—19. Siehe C. Segre, Math. Ann. 30 (1887), p. 207; E. Picard®), p. 570; 
F. Severi, Vorlesungen, p. 159—161; F. Enriques und O. Chisini'), 3, p. 519—525. 

Die Sätze über lineare Scharen von Punktgruppen gestatten übrigens, einige 
spezielle Fälle eingehender zu behandeln. So ist für 2» — 2>n>p + 2 die 
Konstantenzahl der spezialen R2 3n +p + 2: M.Noether, Raumkurven, p.19—20; 
C. Segre, a. &.0., p. 208. 

Wir geben noch die Konstantenzahl des vollständigen Schnitts zweier 
Flächen u" und »** Ordnung. Wenn u <», so ist sie 


tt zt+2) 1, 


und wenn u—=»v, so muß diese Zahl noch um Eins vermindert werden. Hier 
haben wir Beispiele, in denen die Konstantenzahl > 4n ist: wenn z. B. u<y, 
so genügt, daß v» — u >4; und wenn u —», so genügt, daß u >4. 

Andere Beispiele von Raumkurven n!* Ordnung, für welche die Konstanten- 
zahl >4n ist, hat man bei den auf einer Fläche 2, Ordnung liegenden Kurven. 
Trifft nämlich eine solche Kurve die Erzeugenden beider Scharen bzw. in «, ß 
Punkten, so daß «+ = n ist, so beträgt die Konstantenzahl 4% +(@ —3)(ß — 3). 

Über die Bestimmung der Konstantenzahl siehe noch R. Sturm, J. f. Math. 
88 (1879), p. 233—240; K. Rohn, Jahresber. Deutsch. Math.-Ver. 5 (1901), p. 84; 
Verh. des IIl. int. Math.-Kongresses in Heidelberg 1904 (Leipzig 1905), p. 347; 
4A. Brill, Ebene algebraische Kurven und algebraische Funktionen, Braunschweig 
1925, p. 308—310, 333—334. 

194) Rom Line. Rend. (5) 24! (1915), p. 881; Vorlesungen, p. 380 ff. 

195) Die Untersuchungen von F. Severi sind von @. Albanese??) weiter- 
geführt und erweitert worden. — Für diese Untersuchungen hat F. Severi zuerst 
(Vorlesungen, p. 309—313) einige Eigenschaften aufgestellt über die Mäntel ana- 
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36. Exkurs über die Familien von ebenen algebraischen Kurven. 

Wenn die Zahlen n und d so gegeben sind, daß 
a<sn —1)(n— 2), 

dann gibt es immer irreduzible Kurven n‘” Ordnung mit d Knoten- 
punkten (und ohne weitere Singularität)'°), und diese bilden ein 
einziges stetig vollständiges irreduzibles System von der Dimension 
ön+p—1, wo £ 
(1) pr TI _ gm) 
gesetzt ist. Dieses System enthält alle Familien der Kurven n'* Ord- 
nung mit mehr als d Doppelpunkten, insbesondere die Familie der 





lytischer (im besonderen algebraischer) Mannigfaltigkeiten; und er benutzte auch 
(a. a. O., p. 313—316) die Abbildung der Mannigfaltigkeit der ebenen Kurven 


nn + 
ars 


on 
. . . o . . 
n* Ordnung auf die Punkte eines linearen Raumes von 2 Dimensionen. 


Eine weitere Untersuchung dieser Darstellung, wo Kurven mit höheren Singu- 
laritäten als Knotenpunkten betrachtet werden, stammt von E. Bompiani, Rom 
Line. Rend. (5) 31? (1922), p. 471 und @. Albanese?”), p. 14—21. 

196) Über diese Eigenschaft vgl. auch V. Snyder, Amer. math. Soc. Bull. (2) 
15 (1908), p.1; S. Lefschetz, Diss. Clark Univ. 1911 = Amer. math. Soc. Trans. 
14 (1911), p.23; Auszug Amer. math. Soc Bull. (2) 18 (1912), p. 61; F. R. Sharpe 
und C. F. Craig, Ann. of Math. (2) 16 (1914), p.15; Auszug Amer. math. Soc. 
Bull. (2) 20 (1913), p. 76; F. Enriques und O. Chisini'), 3, p. 358. Bei Lefschetz 
werden auch Kurven mit Knoten und Spitzen betrachtet. Hierüber siehe auch 
J. L. Coolidge, Amer. math. Soc. Bull. (2) 28 (1922), p. 451, wo das Ergebnis 
von Lefschetz vereinfacht und vervollständigt ist. S. auch M. W. Haskell, Amer. 
math. Soc. Bull. (2) 23 (1916), p. 164; T. R. Hollcroft, Amer. miath. Soc. Bull. (2) 
29 (1923), p. 407; Ann. of Math. (2) 26 (1924), p. 37. 

197) F‘. Severi, Vorlesungen, p. 329 und 347. Ein Beweis, auf Kontinuitäts- 
betrachtungen gegründet, der Irreduzibilität des Systems, wird von F'. Enriques, 
Bologna Ist. Rend. (2) 25 (1921), p. 90 angedeutet, und befindet sich in F. Enri- 
ques und O. Chisini!), 3, p. 366. Ein algebraisch-geometrischer Beweis jener 
Irreduzibilität war schon vorher von F. Enriques, Torino Atti 47 (1912), p. 300, 
angedeutet worden, und ist bei F. Enriques und O. Chisini'), 3, p. 376—384 ent- 
wickelt. Hier findet man auch einen allgemeineren Satz: alle ebenen Kurven 
eines gegebenen Geschlechtes p und einer gegebenen Ordnung n + h, mit einem 
festen h-fachen Punkte, bilden immer ein stetig irreduzibles System: einen Satz, 
den auch F‘. Severi, Palermo Rend. 46 (1921), p. 105 bewiesen hat. Einen anderen 
Beweis s. bei F. Enriques und O. Chisini‘), 3, p. 361 ff. Daraus folgt der schon 
von F. Klein, Über Riemanns Theorie der alg:braischen Funktionen, Leipzig 1882, 
p. 66 — Ges. math. Abh. 3 (1923), p. 558—559; *°), 1, p. 95—96, angegebene Satz, 
daß die Kurven von gegebenem Geschlecht p eine irreduzible algebraische Mannig- 
faltigkeit bilden (deren Elemente die Klassen der birativnal äquivalenten Kurven 
vom Geschlecht p sind). Vgl. auch F. Severi, Rom Linc. Rend. (5) 24! (1915), 
p. 880-881; Vorlesungen, p. 341; F. Enriques, Torino Atti 47 (1912), p. 802; 
F. Enriques und O. Chisini‘), 3, p. 366. 


Bee 
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rationalen Kurven n‘" Ordnung und auch alle aus n Geraden zu- 
sammengesetzten Kurven.'”®) 

Die Mannigfaltigkeit V, die aus allen — reduzibeln wie irredu- 
zibeln — ebenen Kurven n‘® Ordnung mit d Knotenpunkten gebildet 
ist, kann aber reduzibel sein; ist sie aber reduzibel, dann zerfällt sie 
in eine gewisse Anzahl von irreduzibeln Mannigfaltigkeiten, deren 
jede die Dimension 3n + p —1 besitzt.!%) 

Jede — reduzible oder irreduzible — ebene Kurve ( nt Ord- 
nung mit d (und nur d) Knotenpunkten, d.h. vom wirklichen Ge- 
schlecht p, das durch (1) gegeben ist, gehört einem einzigen voll- 
ständigen irreduzibeln System von Kurven »** Ordnung mit d Knoten- 
punkten an, das die Dimension 3» + p -—1 besitzt und dessen all- 
gemeine Kurve in gleicher Weise zerfällt wie C, falls C redu- 
zibel ist.?°0) 

F. Severi?"') gab die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, daß eine ebene zerfallende Kurve n‘* Ordnung als Grenzlage einer 
irreduzibeln Kurve von Ordnung » und Geschlecht » angesehen werden 
kann. Betrachtet man eine ebene Kurve © mit d Doppelpunkten als 
Grenzlage, nach der eine Kurve 0’ mit d’<d Doppelpunkten in be- 
stimmter Weise hinstrebt, dann gibt es unter den d Doppelpunkten 
von © d’ bestimmte, die Grenzlagen der Doppelpunkte von (’ sind, 
während die andern d — d’ Doppelpunkte wesentlich neu sind. Man 
kann sich auch denken, C habe das virtuelle Geschlecht 


(n — 1) (n — 2) ‚ 
2 ze 





198) F. Severi, Rom Line. Rend. (5) 24! (1915), p. 885; Vorlesungen, p. 343. 
Diese Eigenschaft liefert die strenge Grundlage zu den Verfahren, die E. de Jon- 
quieres benutzte, um zu seiner Formel zu gelangen (von der am Schluß von Nr. 28 
und in Fußn.'?°) die Rede war). 

Der Fall des Systems aller irreduziblen ebenen Kurven von der Ordnung n 
mit d Knotenpunkten und % Spitzen ist viel komplexer, und man weiß noch 
nicht, ob dieses System irreduzibel oder reduzibel ist. Es wurde von @. Alba- 
nese?®), p. 39—51 studiert; er hat gefunden, daß für k<3n— 3yn—4 und be- 
liebiges d das System irreduzibel und von der Dimension 3n +p—1—k ist. 

199) F. Severi, Vorlesungen, p. 318. 

200) F. Severi, Rom Line. Rend. (5) 25! (1916), p. 459; Vorlesungen, p. 317. 
— Daraus folgt, daß, wenn eine Kurve (’ zwei solchen verschiedenen Systemen der 
Mannigfaltigkeit V gemeinsam angehört, dann muß sie mehr als d Knotenpunkte 
besitzen. Insbesondere ergibt sich so (für ebene Kurven) auf algebraisch -geo- 
metrischem Weg (F. Severi, Vorlesungen, p. 319) der Satz von Nr.5, daß eine 
stetig variierbare algebraische Kurve nicht zerfallen kann, ohne neue mehrfache 
Punkte zu erlangen. 

201) Rom Linc. Rend. (5) 24! (1915), p. 886; (5) 25! (1916), p. 554; Vor- 
lesungen, p. 322—334. 
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sofern man die genannten d — d’ Doppelpunkte als virtuell nicht exi- 
stierend auffassen will, d. h. als Punkte, bei denen zugelassen ist, daß 
man in jedem vom einen zum andern der beiden Zweige von 0” 
durchgehen kann (vgl. Nr. 6). Dies vorausgesetzt, so ist, damit eine 
zerfallende Kurve »‘* Ordnung CO als Grenzlage einer irreduzibeln 
Kurve von Ordnung n und wirklichem Geschlecht p angesehen werden 
kann, notwendig und hinreichend, daß man einige Knoten von C in 
solcher Zahl und solcher Lage wählen kann, daß man, wenn sie als 
nicht vorhanden angesehen werden, aus Ü eine Kurve vom virtuellen 
Geschlecht p erhält, die noch zusammenhängend ist, d. h. bei der 
man durch diese Doppelpunkte von einem beliebigen Teil von C auf 
jeden andern gelangen kann.?”?) 


202) Hierauf gründete F'. Severi, Rom Linc. Rend. (5) 24! (1915), p. 887 —888; 
Vorlesungen, p. 334—340, einen vollständigen und strengen algebraisch - geo- 
metrischen Beweis des Riemannschen Existenztheorems der algebraischen Funk- 
tionen, das in den klassischen Darstellungen [vgl. IA 7b (H. Burkhardt 
und W. Fr. Meyer), Nr. 24ff.; II Bi (W.F. Osgood), Nr.19, 22; II B2 (W. Wir- 
tinger), Nr.12] gewöhnlich mit Hilfe der Betrachtung der harmonischen Funk- 
tionen und der Lösung des Dirichletschen Problems aufgestellt wird und das wie 
folgt lautet: Von einer irreduzibeln algebraischen Funktion mit n > 2 Bestim- 
mungen und vom Geschlecht » > 0 können die 2n + 2p — 2 (einfachen) Ver- 
zweigungspunkte und ihre bezüglichen Vertauschungen beliebig gewählt werden, 
sofern die Gruppe dieser Vertauschungen transitiv ist und ihr Produkö die Iden- 
tität ergibt. Eine solche Funktion bleibt durch diese Daten bis auf birationale 
Transformationen definiert. 


Einige Vereinfachungen zu seinem Beweis gab F. Severi,. Palermo Rend. 46 
(1921), p. 108. 


Zu dem gleichen Resultat in Zusammenhang mit dem Problem der Ab- 
zählung der Moduln, ist unabhängig, auf zwei verschiedenen Wegen, F'. Enriques 
gelangt, Torino Atti 47 (1912), p. 301; Bologna Ist. Rend. (2) 25 (1921), p. 89; 
eine ausführliche Darstellung bei F. Enriques und O. Chisini'), 3, p. 355—376. — 
Mit einer dieser Methoden beweist Enriques nur, daß die 2n + 2p — 2 Verzwei- 
gungspunkte einer n-fachen, eine irreduzible Kurve vorstellenden Geraden, will- 
kürlich angenommen werden können, und braucht Betrachtungen, welche von 
der Geometrie auf der Kurve unabhängig sind: insbesondere die direkte Kon- 
struktion einer ebenen irreduziblen Kurve der Ordnung n-+h und des Ge- 
schlechtes p, welche einen gegebenen h-fachen Punkt besitzt [Auf diese Kon- 
struktion gründet sich auch der Beweis des Existenztheorems, welches F. Severi, 
Palermo Rend. 46 (1921), p. 105 gegeben hat, vgl. '%°); um aber die Irreduzibi- 
lität der auf diese Weise konstruierten Kurven festzustellen, bedarf es der Geo- 
metrie auf der Kurve angehörende Betrachtungen]. Es folgt daraus die Mög- 
lichkeit, alle Sätze der Geometrie auf der Kurve aufzustellen, indem man sie 
aus der Abzählung der Moduln ableitet: siehe O. Chisini, Rom Line. Rend. (5) 
32? (1923), p. 193; F. Enriques und O. Chisini'), 3, p. 384—389. 
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37. Weiteres über Kurvenfamilien; Kurven mit Knotenpunkten 
und zerfallende Kurven. Kehren wir zu den Raumkurven zurück! 
Aus dem Theorem von Riemann-Roch [UI C 4 (L. Berzolari), Nr. 27} 
folgt, daß, wenn eine irreduzible Kurve R? nicht-spezial (Nr. 2) ist, dann 
ist n>p-+ 3. Wenn umgekehrt n>p-+- 3, dann bilden die irredu- 
zibeln Kurven R? eine einzige irreduzible Familie von der Dimen- 
sion 4n, deren allgemeine Kurve nicht-spezial ist und keine mehr- 
fachen Punkte besitzt; eine Normalkurve (Nr. 2) ist sie aber nur, 
wenn n=p-+3. 

Für die spezialen irreduzibeln Kurven R?, die mit allgemeinen 
Moduln vorausgesetzt werden, gilt daß, wenn 

u ED Pu 
so verteilen sich solche R auf eine endliche Anzahl von irreduzibeln 
Familien, deren jede die Dimension 4» besitzt und deren allgemeine 
Kurve spezial und normal ist und keine mehrfachen Punkte hat.?%) 

F. Severi?”*) nennt diese Familien regulär. Irregulär nennt er 
jedoch eine Familie, deren Dimension 4» übersteigt: solche Familien 
können nur mit partikulären Moduln existieren, und dann tritt an 


Stelle von Formel (1) von Nr. 35 die Ungleichung”) 


a. 1e02, 
wo r die durch folgende Ungleichheiten definierte ganze Zahl ist: 
tr -1)<p<r(r+]). 

Was die Kurven mit Doppelpunkten anbelangt, so können — ganz 
im Gegensatz zur Ebene, wo eine irreduzible Kurve RP, veränderlich in 
(n — 1) (n — 2) 

2 
keinen neuen Knotenpunkt erlangen kann, ohne daß ihr wirkliches 
Geschlecht kleiner wird — hier zwei Fälle eintreten. V sei eine 
Familie irreduzibler Raumkurven R von der Ordnung n, und » sei 
das Geschlecht der allgemeinen Kurve R. Wenn die veränderliche 
Kurve von V in einer besonderen Lage R, einen neuen Doppelpunkt 
P erlangt, dann kann eintreffen, daß das Geschlecht der Kurve sich 
um eine Einheit erniedrigt, oder daß es unverändert bleibt.205®) Im 





einer Familie von Kurven mit d = — p Knotenpunkten, 


203) F'. Severi, Rom Line. Rend. (5) 24! (1915), p. 883; Vorlesungen, p. 369, 399. 

204) Vorlesungen, p. 396. 

205) A. Comessatti, Ist. Veneto Atti (8) 17°? (1915), p. 1685. 

205a) Dagegen kann, umgekehrt, eine im Raume kontinuierlich variierende 
Kurve ihr Geschlecht nicht vermindern, ohne einen neuen (verschieden oder 
nicht verschieden von den Grenzen der veränderlichen singulären Punkte) mehr- 
fachen Punkt zu erhalten. Hierüber siehe F. Severi, Rom Linc. Rend. (5) 23? 
(1914), p. 530-531 und 536—537. 
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ersten Fall heißt P ein eigentlicher, im zweiten ein uneigentlicher 
Knotenpunkt.?®) 

Hinsichtlich der Sehnenkongruenz und hinsichtlich der Tangenten- 
fläche der in der Familie V variabeln Kurve, verhalten sich die eigent- 
lichen und die uneigentlichen Doppelpunkte wesentlich verschieden. Wenn 
R in der speziellen Lage AR, einen eigentlichen Knotenpunkt P auf- 
nimmt, so hat die Sehnenkongruenz der variabeln Kurve R als Grenz- 
lage stets nur die Sehnenkongruenz von R,, und die Tangentenfläche 
von R hat als Grenzlage die Tangentenfläche von AR, zusammen mit 
dem doppelt gezählten Strahlenbüschel, das durch die beiden Tan- 
genten in P an AR, bestimmt ist (d. h. mit dem doppelt gezählten 
Strahlenbüschel der uneigentlichen Sehnen von R,). Wenn indessen 
R in der Grenzlage R, einen uneigentlichen Knotenpunkt P aufnimmt, 
dann hat die Sehnenkongruenz von R als Grenzlage eine Kongruenz, 
die in die Sehnenkongruenz von R, und in das Strahlenbündel mit 
dem Zentrum P zerfällt; die Tangentenfläche von R hat als Grenz- 
lage nur die Tangentenfläche von R,. 

Wenn die in Y veränderliche Kurve R vom Geschlecht p in zwei 
Teile R’ und R” vom Geschlecht p’ und p” mit i gemeinsamen 
Punkten zerfällt, dann sind diese Punkte eigentlich hinsichtlich PY, 
wenn PP Rt 
Wenn hingegen p<p+tp’+i—l, 
dann sind einige der i Schnittpunkte von R’ und R” uneigentliche 
Knotenpunkte (s. Nr. 6.20%) 

Dieses vorausgesetzt, ergibt sich, daß der nicht-spezialen Fa- 
milie Y der irreduzibeln Kurven R? von Ordnung n und Geschlecht 
p(n>p-+5) alle irreduzibeln Kurven von Ordnung n und Geschlecht 
p— k mit k Doppelpunkten angehören, welche eine einzige Familie 
V,(k=1,2,..., p) bilden. Diese Familie V, gehört auch der nicht- 
spezialen Familie W, an, die aus allen irreduzibeln Kurven von Ord- 
nung n und Geschlecht p — k gebildet wird. Die k Doppelpunkte 
der Kurven von V, sind eigentliche Doppelpunkte hinsichtlich der 
Familie V, uneigentliche hinsichtlich der Familie W,. 

Für k=p folgt, daß der Familie Y alle rationalen Kurven n'* 
Ordnung mit » Doppelpunkten angehören, welche eine einzige Familie 
von der Dimension 4n — p bilden.:®) 

206) Gehört R, auch einer anderen Familie W an, so kann der neu von 
R erlangte Knotenpunkt bezüglich W von anderer Art sein als bezüglich V. 

207) Über all das siehe F. Severi, Rom Line. Rend. (5) 24! (1915), p. 1011; 


Vorlesungen, p. 355—359. 
208) F. Severi, Vorlesungen, p. 366, 371—372. 
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Ähnliche Resultate, wenngleich weniger vollständig, bestehen für 
die regulären spezialen Familien. In jeder solchen Familie W von 
irreduzibeln R? gibt es Familien von der Dimension 4n — k, deren 
allgemeine Kurve %k (eigentliche) Doppelpunkte besitzt; insbesondere 
gehören hierhin rationale Kurven mit nur p (eigentlichen) Doppel- 
punkten.?0®) 

Was endlich zerfallende Kurven anbelangt [deren Betrachtung 
z. B. bei Fragen abzählender Art (Nr. 23, 25, 26) von Nutzen ist], 
gelten folgende Sätze: Jede Familie von irreduzibeln Kurven R? ohne 
mehrfache Punkte enthält Kurven, die in eine irreduzible ebene Kurve 
von Ordnung n — 1 und Geschlecht p und in eine Gerade, die jene 
in einem einzigen Punkt trifft, zerfallen ?!%); die nicht-speziale Familie 
von irreduzibeln Kurven R? ohne mehrfache Punkte enthält alle Kurven, 
die in eine irreduzible R? ” (i<p) und in © beliebige ihrer Sehnen 
zerfallen ?!!); insbesondere, für ©=p, enthält sie alle Kurven, die in 
eine rationale Kurve (n — p)“" Ordnung und in p beliebige ihrer 
Sehnen zerfallen.?!?) 


38. Das Problem der Klassifikation der algebraischen Raum- 
kurven. Beim Problem der Klassifikation der algebraischen Raum- 
kurven kann man sich auf irreduzible Kurven ohne mehrfache Punkte 
beschränken. In der Tat, wenn eine reduzible Kurve in einer Familie 
variiert, so beschreibt jede ihrer irreduzibeln Komponenten eine Fa- 
milie von irreduzibeln Kurven. Andererseits (Nr. 12) kann eine ir- 
reduzible Kurve mit beliebigen Singularitäten als Grenzfall einer an- 
dern irreduzibeln Kurve ohne mehrfache Punkte angesehen werden, 
so daß sich die Kurven mit beliebigen Singularitäten auf eine be- 
stimmte Anzahl von Unterfamilien verteilen, die in den Familien von 
Kurven ohne mehrfache Punkte enthalten sind. 

Die erste Grundlage für die Klassifikation der Raumkurven der 
niedrigsten Ordnungen gab @. Salmon*'?); dieser betrachtete die Kurven 


209) F' Severi, Vorlesungen, p. 396—399. 

210) F. Severi, Vorlesungen, p. 367 und 372. 

211) F. Severi, Rom Line. Rend. (5) 24! (1915), p. 1012; Vorlesungen, p. 372 
bis 373. 

212) Für die Annahme eines solchen Zerfallens einer R# in eine rationale 
Kurve (n — p)!® Ordnung und in p ihrer Sehnen hatten F'. Klein *°) 2, p.114—115 
und E. Ritter, Math. Ann. 46 (1894), p. 247, eine Berechtigung auf Grund der Aus- 
artung Riemannscher Flächen nachgewiesen bei Gelegenheit des Gebrauchs, den 
@G. Castelnuovo, Rom Linc. Rend. (4) 5? (1889), p.130, davon gemacht hatte, um 
die Anzahl der rationalen Involutionen zu bestimmen, die auf einer Kurve von 
gegebenem Geschlecht liegen [vgl. II B2 (W. Wirtinger), Nr.29; II C4 (L. Ber- 
zolari), Nr. 28]. Hierüber vgl. auch F. Enriques und O. Chisini'), 3, p. 395—399. 

213) Cambridge Dublin math. J. 5 (1849), p. 23. 
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als Schnitte der Flächen niedrigsterer Ordnungen und bestimmte so 
alle Raumkurven der ersten fünf Ordnungen. 

Mit Hilfe der monoidalen Darstellung (Nr. 3) bestimmte A. Cay- 
ley*'‘) von neuem und in vollständigerer Weise die Kurven 4. und 
5. Ordnung, und Ed. Weyr®'®) die Kurven 5. und 6. Ordnung, ferner?) 
die Kurven 7. Ordnung.?!”) 

Das allgemeine Problem, alle Kurven R? von gegebener Ordnung 
und gegebenem Geschlecht, die auf einer gegebenen Fläche liegen, 
und damit alle im Raum vorhandenen R? anzugeben, wurde, für 
Kurven ohne mehrfache Punkte, in eingehender Weise untersucht von 
@. Halphen und M. Noether, deren Arbeiten 1882 von der Berliner 
Akademie mit dem Steinerpreis ausgezeichnet wurden *8); sie betrach- 
teten die Kurven als Erzeugnisse von Schnitten algebraischer Flächen 
und wandten darauf fundamentale Sätze der Algebra oder der Funk- 
tionentheorie an.?!?) 


214) Siehe die Zitate in 19). 

215) Paris C.R. 76 (1873), p. 424 [vgl. @. Halphen, ebenda, p. 558 — Oeuvres 
1, p.158], 475, 555; Diss. Göttingen 1873 (Prag 1873) = Prag Abh. (6) 6 (1874). 
Über die Typen der Kurven 5. Ordnung siehe auch Salmon-Fiedler, Raumgeo- 
metrie, 2, p.141—142; A. B. Basset®?), p.111—114; W.J. Montgomery, Amer. math. 
Soc. Bull. (2) 17 (1911), p.524. Für die Kurven 6. Ordnung siehe auch A. Baule, 
Diss. Göttingen 1872; A. B. Basset°?), p. 255—258. 

216) Wien Ber. 69 (1874), p.399. Hier und in der Dissertation *'5) machte 
Ed. Weyr häufig Gebrauch von folgendem Satz [vgl. II C 4 (L. Berzolari), 
Fußn. ®1%)]: liegt auf einer irreduzibeln Kurve vom Geschlecht p eine lineare 
Schar g7, (mit r>0) und können in einer ihrer Gruppen mehr'als m — r Punkte 
beliebig angenommen werden, so ist notwendig p< m — r +1. Diesen selben 
Satz benutzte auch @. Halphen, Courbes gauches, p. 37—42 und 161 ff. = Oeuvres 
3, p.295—300 und 413ff. zur Klassifikation der Raumkurven, aber, wie er selber 
bemerkte, ist seine Anwendungsmöglichkeit bei Kurven höherer Ordnung außer- 
ordentlich beschränkt. 

217) Die Typen der Kurven 6. und 7. Ordnung sind jedoch in diesen Ar- 
beiten nicht in vollständiger Weise bestimmt. Viele Typen von Kurven wurden 
angegeben von M. Chasles, A. Clebsch, L. Cremona, R. Sturm und andern in 
ihren Arbeiten über die Flächen 2. und 3. Ordnung‘ Über die Durchschnitte 
zweier Flächen 3. Ordnung und ihre Ausartungen siehe noch P. H. Schoute, Arch. 
Musee Teyler (2) 7 (1901), p. 219. 

218) @. Halphen, Courbes gauches; M. Noether, Raumkurven. — In dieser 
Richtung liegen auch die Arbeiten von K. Rohn, Leipzig Ber. 46 (1894), p. 84; 
49 (1897), p. 631, der die auf einer Fläche 3. und 4. Ordnung liegenden Kurven 
bestimmte, und von M. Haure, Ann. Ec. Norm. (3) 13 (1896), p.176, der aus- 
gehend von der Definition einer Raumkurve als birationaler Transformierten einer 
ebenen Kurve (Nr. 2) einige Klassen von Raumkurven untersuchte. 

219) Sowohl @. Halphen als M. Noether haben ihre Sätze und ihre Me- 
thoden in vielen besonderen Fällen mit Beispielen belegt und beleuchtet. Hal- 
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Von einem ganz anderen Gesichtspunkt (und auch für Kurven 
eines Überraums) wurde das Problem von F. Severi??°) untersucht; 
er suchte die verschiedenen Kurvenfamilien mit Hilfe rationaler oder 
zerfallender Kurven, die ihnen angehören, zu unterscheiden. 


39. Das Problem bei G. Halphen. G. Halphen stützt sich wesent- 
lich auf die monoidale Darstellung der Raumkurven (Nr. 3) und auf 
die Eigenschaften einer gewissen Doppelreihe von Polynomen, die in 
folgender Weise hergestellt wird: Es seien S, und $, zwei ganze 
Polynome in zwei Variabeln x und y und derart, daß die zwei ebenen 
Kurven S,—=0 und S,—=0 von der Ordnung d, und d, sich in lauter ein- 
fachen Punkten schneiden, von denen einige (und zwar h,) Berührungs- 
punkte der beiden Kurven sind. Es seien ferner ß, und ß, zwei andere 
Polynome vom Grade d,+ 1 und d, +1 derart, daß die Kurven 
ß, = 0 und ß,—= 0 durch alle den beiden ersten Kurven gemeinsamen 
Punkte hindurchgehen und daß ferner in jedem der h, Berührungs- 
punkte von S,=0 und 8,= 0 folgende Beziehung stattfindet: 


OB 08, _ 08. 68, | 26, 28, _ O8 _ g 
Oz 0y ey 0x x 0y ey 0x 

Diese vorausgesetzt, beweist man, daß es möglich ist, eine in den 
beiden entgegengesetzten Richtungen fortfahrende Doppelreihe von 
Ainlıchen Folynomen 8,, Ps, 8, Bar... 82, BD, 8.5 Bar, zu 
konstruieren, derart, daß zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Poly- 
nomenpaaren $,, 8,1; Bj, P;;ı Immer die gleichen Beziehungen statt- 
finden, die für die vier Polynome angenommen wurden, von denen 
man ausgegangen ist. Vertauscht man $, und $, und gleichzeitig 
auch ß, und ß,, so erleidet die Doppelreihe keine Änderung. 





phen gab alle allgemeinen Typen von Kurven n‘* Ordnung an für n=1,2,..., 20 
(Courbes gauches, p. 161—183 — Oeuyvres 3, p. 413—438); um dann noch gewisse 
Umstände klarzulegen, die bei niedrigeren Ordnungen nicht vorkommen, klassi- 
fizierte er auch noch die Typen der Kurven von der Ordnung 120 (a.a.O., p.156 
bis 160 und 184—187 = Oeuvres 3, p.408—411 und 438—442). 

M. Noether gab alle Typen der Kurven der ersten sechs Ordnungen (Raum- 
kurven, p. 80—89), sowie alle Typen der irreduzibeln Kurven von der Ordnung 7, 
8, 9 (a. a. O., p. 90—102) an, ferner die allgemeinen Arten der Kurven von den 
Ordnungen 10, 11,..., 17 (a.a.O., p.103—111) und endlich (a. a. O., p. 111—114) 
einige Typen von Kurven der Ordnung 20, 22, 28, 50. 

Beide machten Anwendungen auch auf die Kurven, die auf besonderen 
Flächen gelegen sind, insbesondere auf Flächen von der Ordnung 2, 3, 4, 5. 

220) Rom Linc. Rend. (5) 24' (1915), p. 877, 1011; (5) 25! (1916), p.459, 551; 
ausführlicher in Vorlesungen, p. 853—401. Vgl. auch Ist. Lomb. Rend. (2) 54 
(1921), p. 243. 
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Für den Grad d, von S,, wobei man m z. B. positiv annimmt, 
gilt die Formel 
(1) m + (4 —h—1)m+ ds; 
darum, wenn die zweite Seite Null ist oder negativ für einen ganzen 
Wert von m, und ist d,,, die erste der negativen Zahlen in der 
Reihe d,, d,, dy,..., dann hört die Doppelreihe bei 5, auf, und 
dieses S, ist ohne Rest in ß,, enthalten.?”!) Wenn aber die zweite 
Seite für jeden ganzen positiven oder negativen Wert von m positiv 
bleibt, dann kann die Doppelreihe in der entsprechenden Richtung 
unbegrenzt verlängert werden. Im zweiten Fall sind die sukzessiven 
Polynome $,, nicht mehr ganz bestimmt: sie können aber so gewählt 
werden, daß eines von ihnen identisch Null ist, so daß die Reihe 
mit dem ihm vorangehenden Polynom beendet werden kann, wie im 
ersten Fall. 

Schließlich kann man die Doppelreihe der Polynome $ und ß 
immer als in beiden Richtungen begrenzt ansehen, und derart, daß 
das letzte Polynom $ ohne Rest im letzten Polynom ß aufgeht, so 
daß die Doppelreihe mit den Polynomen $,,, S_,,;ı aufhört, während 
S,„;, und S_,„, identisch gleich Null sind. 

Setzt man nun voraus, daß man von solchen Polynomen $,, S,, 
ß, ausgegangen ist, die eine Raumkurve ohne mehrfache Punkte in 
monoidaler Darstellung in der Form 


-m 





(2) Le 22 

geben, dann geben die Gleichungen 5 
Pm- 

(3) m, Anal ir 


die monoidale Darstellung einer andern Kurve von der Ordnung d,,. 
Diese Kurve wurde von Halphen Adjungierte der ersten Kurve genannt. 
Sie hat keine geometrische Definition, da sie wesentlich von den Ele- 
menten der Darstellung (2) abhängt, und diese in unendlicher Weise 
variieren können. Trotzdem spielt sie eine Rolle bei allen Eigenschaften, 
die für die Klassifikation der Raumkurven von Wichtigkeit sind. 
Soll die Kurve (2) einer Fläche m“* Ordnung angehören, so ist 
notwendig und hinreichend, daß die Reihe S,, 8,,..., die aus den 
Elementen $,, S, und ß, abgeleitet wird, mit 8, aufhört (und in 
diesem Fall liegt auch die Adjungierte (3) auf einer Fläche m'* Ord- 





221) In dem speziellen Fall, in dem die Gleichung (1) d„— 0 liefert, hat 
man anzunehmen, die Reihe mit S,, abzubrechen; $,, ist dann eine Konstante, 
während ß,, vom ersten Grade ist, so daß ß,, noch durch S$,, teilbar ist. 
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nung).””) Die Bedingung dafür, daß die Kurve vollständiger Schnitt 
zweier Flächen ist, ist’ die, daß die Reihe der Polynome $ mit einer 
Konstanten endigt.??°) 

Da die Methode direkt von der Betrachtung der Doppelreihe ab- 
hängt, so sieht man, daß das Problem der Klassifikation der Raum- 
kurven immer zurückgeführt wird auf das Problem der ebenen Geo- 
metrie: zwei Kurven gegebener Ordnung zu finden, die sich in einer 
gegebenen Anzahl von Punkten berühren. 

Von den besonderen von Halphen aufgestellten Sätzen nennen 
wir die folgenden, wobei wir mit [k] die größte ganze in k enthal- 
tene Zahl bezeichnen. 

Der kleinste Wert von h für einen gegebenen Wert n ist (Nr. 7) 


[e>=)} zwischen diesem kleinsten Wert und dem Wert 


re Go = kann h nicht jeden Wert annehmen, so daß die Auf- 


einanderfolge der Werte von h für ein gegebenes n gewisse Lücken 
aufweist.??°*) | 
Alle Kurven n‘” Ordnung (ohne mehrfache Punkte), für die 


h< Fr Sn 1 ist, liegen auf einer Fläche 2. Ordnung, und die 





bezüglichen Werte von k sind durch die Formel 


A a 


gegeben, wo A eine willkürliche ganze Zahl ist, deren kleinster Wert 


+] ist. 


Wenn man von der Grenze [> zunn 


5 =] ausgeht, so enthält 
die Folge der Werte von h keine Lücken mehr, und zu jedem ge- 
gebenen Wert von h existiert eine Familie von Kurven, die auf einer 
Fläche 3. Ordnung liegen. Von diesem Wert an bis zur neuen Grenze 





3 [3] (diese ausgenommen) stellen diese Kurvenfamilien allge- 








222) @. Halphen, Courbes gauches, p. 101-—-104 = Oeuvres 3, p. 355—358. 

223) @. Halphen, Courbes gauches, p. 105—106 = Oeuvres 3, p. 359—360. 
Hieraus folgt der Satz von Nr. 9 Ende über die von einem Punkt ausgehenden 
Sehnen einer ltaumkurve. 

223a) Solche Lücken in den Werten von Ah treten ein, wenn (mit Halphen) 
nur Kurven ohne mehrfache Punkte betrachtet werden. Hingegen, werden auch 
Kurven mit mehrfachen Punkten betrachtet, so existieren (auch in den Über- 
räumen) Kurven von gegebener Ordnung n, deren Geschlecht alle möglichen 
zwischen Null und dem höchsten Wert enthaltenen Werte haben kann. Vgl. 
A. Comessatti*°®), p. 1697. 
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meine Typen dar, so daß diese Kurven zusammen mit denen, die auf 
einer Fläche 2. Ordnung liegen, die einzigen für die gegebenen Werte 
von n und von h sind. 

n— 2° 


Zu jedem Wert von r>3|7 E | gehört eine Familie von 
Kurven n‘® Ordnung, die (außer wenn n durch 4 teilbar ist) anf 
Ges udaz =] 

5 ’ 





einer Fläche 4. Ordnung liegen; und insofern ist h < 2| 
oder, wenn n durch 5 teilbar ist, insofern ist h <2 ‚ gibt es nur 
diese Kurven zusammen mit denen, die einer Fläche 2. oder 3. Ord- 
nung angehören. Und so weiter. 

Ein analoges, aber kompliziertes Prinzip besteht für höhere Werte 
von h; es wurde von @. Halphen?*) allgemein formuliert und an vielen 
Beispielen erläutert. 

Halphen®?°) hat auch den kleinsten Wert von h für die Kurven 
von gegebener Ordnung n und gegebenem Charakter # (Nr. 33 und 34) 
angegeben. Das Ergebnis ist: setzt man voraus, daß die Kurve keiner 
Fläche von niedrigerer als (u + 2)" Ordnung angehört, so gilt für 
n—en—3—u 


1>24m-2—-)a-3-0+()): 


Liegt indessen die Kurve auf einer Fläche von der Ordnung 
m<w- 2, und setzt man u + 1< YVn voraus, so gilt??®) 


22 -ETEN) 


224) Courbes gauches, p. 192ff. = Oeuvres 3, p. 446 ff. Siehe jedoch die Be- 
merkung von M. Noether, Raumkurven, Fußn. zu p. 57. 

225) Courbes gauches, p 154 == Oeuvres 3, p. 406. 

226) Über Halphens Sätze und ihre Erweiterungen vgl. M. Legaut, Soc. 
math. de France Bull. 54 (1926), p. 69. 

Von den andern Sätzen, die Halphen gefunden hat, nennen wir noch 
den (Courbes gauches, p. 56 — Oeuvres 3, p. 314) über die Kurven, die auf einer 
Fläche 2. Ordnung liegen, für den er, Soc. math. de France Bull. 1 (1872), p. 19 
— Oeuyvres 1, p. 91, auch einen direkten Beweis gegeben hat: Die Flächen kleinster 
Ordnung, die durch eine auf einer Fläche 2. Ordnung beliebig gelegene alge- 
braische Kurve hindurchgehen, schneiden die Fläche außerdem in einer Gruppe 
von Erzeugenden derselben Schar. 

Wie G. Humbert, Soc. math. de France Bull. 21 (1893), p. 3 bemerkt hat, 
folgt daraus: jede algebraische Kurve von der Ordnung 2% oder 2k +1, die auf 
einem Kegel 2. Ordnung liegt, ist der vollständige Schnitt des Kegels mit einer 
Fläche kr Ordnung oder bildet zusammen mit einer beliebigen Erzeugenden des 
Kegels den vollständigen Schnitt des Kegels mit einer Fläche (k + 1) Ordnung. 
Daher kann man längs jeder algebraischen Kurve, die auf einem Kegel 2. Ord- 
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40. Das Problem bei M.Noether. M. Noether bedient sich, ebenso 
wie @. Halphen, der Darstellung der Raumkurven als spezieller oder 
allgemeiner Schnitte von Flächen, aber er stützt sich hauptsächlich auf 
die Theorie der linearen Scharen von Punktgruppen auf einer Kurve, 
und macht daher ausschließlich Gebrauch von immer gültigen alge- 
braisch-funktionentheoretischen Sätzen. 

Er gibt zunächst (Raumkurven, $ 7) hinreichende Bedingungen 
dafür, daß durch eine gegebene irreduzible Raumkurve R? eine Fläche 
u“ Ordnung F', hindurchgeht, und findet, daß, wenn der größte Wert 
der ganzen Zahl A, der die Ungleichungen 


() un <2[N(u) — A], p>un— N(u+A 
befriedigt, nicht negativ ist [wobei N(u) die in Nr. 27 angegebene 
Bedeutung hat], durch die Kurve ein lineares oo? System von Flä- 
chen F, geht (und im allgemeinen kein System von höherer Di- 
mension). 

Damit insbesondere durch die R? eine F,, hindurchgeht, dafür 


ügt, daß 
ae n<2N(u), p2Zun— N(u)+1, 


un<s2N(u), p>un—N(w)-+1. 


Ist bereits eine irreduzible Fläche u‘* Ordnung F', bekannt, auf 
welcher die R} liegt (etwa die Fläche niedrigster Ordnung, die über- 
haupt RP enthält), so findet er auf ähnliche Weise (a.a. O., $ 8), daß, 
wenn der größte Wert der ganzen Zahl A, die die Ungleichungen 


vn<2(W,„—4), p>vn—W,,. +1 
erfüllt, nicht negativ ist (wobei nach Annahme v» > u— 3), durch 
die Kurve ein lineares oo” System von Flächen F, geht, die F, 


nicht als Teile enthalten (aber im allgemeinen kein Ayılen von 
höherer Dimension). Hierin ist mit W,,, die Dimension der aus allen 


oder auch daß 


nung liegt, dem Kegel eine algebraische Fläche umschreiben, die mit dem Kegel 
nur diese Kurve gemein hat: eine Eigenschaft, die weder den allgemeinen Flächen 
2. Ordnung noch den Kegeln von höherer als 2. Ordnung zukommt. 

@. Halphen, Courbes gauches, p. 56 — Oeuvres 3, p. 314 fügte bei, daß 


g ; —2 i : u. er 
jedem zwischen ei u und n— 2 liegenden Wert von % eine einzige Familie von 
Kurven n‘* Ordnung, die auf einer Fläche 2. Ordnung liegen, entspricht. Für jede 
Familie ist die Zahl A gegeben durch 


—1 
ee A 
Die Flächen kleinster Ordnung, die durch die Kurve hindurchgehen, sind von 
der Ordnung % +1. 
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Schnittkurven uv'” Ordnung gebildeten Mannigfaltigkeit bezeichnet, 
in denen die Fläche F', von allen Flächen »v‘* Ordnung des Raumes 
geschnitten wird, also 


W.= NW) Neo—)-1-(, )+zwe—u+9. 


Damit insbesondere durch die auf einer F', gelegene Raumkurve 
R} eine Fläche v‘* Ordnung (die F, nicht als Teil enthält) hindurch- 
geht, genügt, daß 
(2) a 

Wenn von diesen Ungleichungen (2) die zweite nicht erfüllt ist 
(wobei die erste erfüllt sein kann oder nicht), so ist die Tatsache, 
daß die R} auf einer von F‘, verschiedenen Fläche F, liegt, eine 
spezielle und die Raumkurve charakterisierende Eigenschaft der R}. 
Wenn indessen von jenen Ungleichungen (2) die zweite erfüllt ist, 
aber die erste nicht, d. h. wenn 


(3) vn >2W,, 
dann geht entweder durch die R,' eine von F', verschiedene Fläche 
F, hindurch, oder die Punktgruppen, die von den F', auf der Kurve 
ausgeschnitten werden, bilden eine speziale Schar. 

Sind » und u gegeben, dann liefert (3) für v eine obere Grenze 
während eine untere Grenze durch 

vun 
gegeben ist. 

Falls (3) und die zweite Ungleichung von (2) erfüllt ist, so gibt 
Noether (a. a. O., $9) zwei Methoden an, um zu entscheiden, ob durch 
die R} eine von F', verschiedene Fläche »** Ordnung hindurchgeht. 
Die erste, die „Restmethode“, stützt sich auf den Restsatz bei Raum- 
kurven (Nr. 29) und beruht auf folgendem: sind (3) und die zweite 
Ungleichung von (2) erfüllt, während die R} auf einer von F,, ver- 
schiedenen Fläche F,,, liegt, und kann man durch den Restschnitt 
von F, mit F,,, (der von der Ordnung » + u ist, wenn man 
uv—=n-+-.n setzt) eine Fläche F, ,, legen (wo „>2u— 3), für 
welche die Ungleichung 


lu —n]<2(,‘) 


erfüllt ist, und schneidet diese F, ,, die F, außerdem in einer irre- 
duzibeln Kurve, dann liegt R? notwendig auch auf einer von F', ver- 
schiedenen Fläche »'* Ordnung. 

Diese Methode, die das Problem auf die Betrachtung einer zur 
gegebenen korresidualen Kurve zurückführt, macht Untersuchungen 


über die Reduzibilität oder Irreduzibilität der Restkurven notwendig. 
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Die zweite Methode, die „Methode des ebenen Schnittes“, die in 
allen Fällen die andere Methode vervollständigt und keinerlei Irredu- 
zibilitätsbetrachtungen erfordert, beruht auf der Betrachtung der Punkt- 
gruppen, in denen ein irreduzibler ebener Schnitt f, von F', von den 
durch R? hindurchgehenden Flächen geschnitten wird. Wenn man 
auf irgendeinem Wege gefunden hat, daß durch die R? oo” Flächen 
F,,, von der Ordnung » + 1 hindurchgehen, von denen keine F', 
als Teil enthält, und wenn keine dieser Flächen in die Ebene von f, 
und in eine durch R? hindurchgehende Fläche »'* Ordnung zerfällt, 
dann schneiden die F,,, auf f, eine lineare Schar ER} 
Sobald daher A, und damit auch p, so groß ist, daß der größte Wert, 
den die Dimension einer linearen Schar von der Ordnung (v+ 1)u—n 
annehmen kann°?”), überschritten ist, so muß die Kurve R/ auf einer 
von F, verschiedenen Fläche v** Ordnung liegen. 

Übersteigt A den genannten größten Wert um A,—+ 1 Einheiten, 
so schließt man daraus, daß durch die R? oo‘ı von jenen Flächen 
v‘® Ordnung Bee 

Um die Gesamtheit aller im Raum existierenden irreduzibeln 
R}? zu finden (a.a.O., $ 10), bestimme man zuerst alle irreduzibeln 
R}, die auf einer gegebenen irreduzibeln Fläche F,, aber nicht auf 
Flächen niedrigerer Ordnung liegen. Zu diesem Zweck wählt man 
eine ganze Zahl v > u so groß, daß w = uv —n nicht negativ ist. 
Mit Rücksicht auf (2) folgt dann, daß man »v kleiner als die kleinste 
Zahl v, wählen kann, die gleichzeitig den beiden Ungleichungen 


Wera WR 39, 2W, nee > 
genügt. 
Setzt man ferner 
Dep an Narr: 
so nehme man auf gi 
a) wenn P<nla— 3) — zum — VDu—2)+1, 
alle Raumkurven RN, durch welche noch eine F', hindurchgehen kann, 
b) wenn p>n(u—3) - u Y)uw—2)+1, 
alle Raumkurven Rn durch welche eine F, hindurchgeht, deren Ord- 
nung v der Bedingung 
P-Ye@—-)—n]23«— D(uw— 2) (u — 3) 


227) Die /u besitzt keine mehrfachen Punkte; eine Methode, diesen Höchst- 
wert anzugeben, findet sich bei M. Noether, Raumkurven, $ 5, und bei H. Valen- 
tiner, Raumkurven, p. 147—152. Siehe auch K. Küpper, Prag Abh. (7) 3 (1890), 
Nr. 7, p.12; Monatsb. Math. Phys. 6 (1895), p. 138. 

86* 
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genügt, aber keine F, (vw, > u — 2), die F außerdem in einer irredu- 
zibeln Kurve schneidet und deren Ordnung », der Ungleichung 

9% — Yale — 3) —n]<z( — Vu — 2)(u — 3) 
genügt. 

Läßt man im einen wie im andern Fall durch die so erhaltenen 
Br alle F, hindurchgehen, so findet man auf F', als Restkurven die 
gesuchten R/. 

Die für die verschiedenen Werte von v erhaltenen Kurven R? werden 
im allgemeinen unter sich verschieden sein, und F, ist in jedem Falle 
die Fläche niedrigster Ordnung, die durch R? hindurchgeht und 2. 
nicht als Teil enthält. Trotzdem kann es vorkommen, daß man ein- 
zelne besondere R} in der angegebenen Weise auch mehrmals erhält, 
indem durch die R,’ gleichzeitig auch eine F,_,( > 0) hindurchgeht. 
Diese Fälle können mit den zwei oben angegebenen Methoden be- 
handelt werden. 

Um nun alle R? des Raumes zu erhalten, genügt es, in der aus- 
geführten Weise alle irreduzibeln F, für u—=2,3,... zu betrachten, 
wobei wegen (1) der größte Wert, den u annimmt, gleich dem 
kleinsten Wert von u, ist, der den Ungleichungen 


2N (u) —nmw>0, NW) —nwy+p>0 
genügt. 


Von den von Noether aufgestellten speziellen Ergebnissen über 
die auf speziellen Flächen gelegenen Kurven nennen wir die folgen- 
den (a. a. O., p.76, 78): 

Auf einer allgemeinen Fläche 3. Ordnung liegen außer ihren voll- 
ständigen Schnitten mit andern Flächen nur Kurven, für die Rest- 
kurven von der Ordnung n’ mit 4 (n’— 1)(n’— 2) oder mehr schein- 
baren Doppelpunkten existieren. 

Auf einer allgemeinen Fläche 4. Ordnung liegen außer den Kurven 
vom Maximalgeschlecht, nur Kurven, für die Restkurven Rn, wobei 
pP<m— 3, existieren.?®) 





228) Über die auf den Flächen 3. und 4. Ordnung gelegenen Kurven gibt 
es, in dieser Richtung, vollständigere Untersuchungen in den in ?!%) angeführten 
Arbeiten von K. Rohn, wo auch die zerfallenden Restkurven, deren Teile auch 
mehrfach sein können, in Rechnung gezogen werden; ein Fall, der bei M. Noether, 
Raumkurven, absichtlich ausgeschlossen ist (vgl. für die F\, Noether, a. a. O., 
p. 77). Für die F, ergibt sich, daß die zu den einzelnen Raumkurven gehörigen 
Restkurven niedrigster Ordnung fast immer reduzibel sind und mehrfach zäh- 
lende Geraden als Bestandteile enthalten. 

Bei den Flächen 4. Ordnung ist der Sachverhalt ganz anders, da es hier bei 
gegebener Ordnung und gegebenem Geschlecht immer eine einzige Familie gibt, 
deren Restkurve niedrigster Ordnung irreduzibel ist. Außerdem können auch 
Familien existieren, deren Restkurve niedrigster Ordnung reduzibel ist. 
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Es besteht auch folgende Eigenschaft??®): die Flächen von der 
Ördnung u>3, die Kurven enthalten, welche keine vollständigen 
Schnitte sind, bilden im Raum eine Mannigfaltigkeit, deren Dimension 
kleiner ist als die Dimension der von allen Flächen u‘* Ordnung ge- 
bildeten Mannigfaltigkeit; daher sind alle Kurven, die einer allgemeinen 
Fläche von der Ordnung u > 3 angehören, vollständige Schnitte dieser 
Fläche mit andern Flächen. 


41. Fortsetzung; weiteres über die Bestimmung der Konstanten- 
zahl. Die Sätze der vorangehenden Nr. liefern nach .M. Noether?°®) eine 
genaue Bestimmung der Konstantenzahl auch für viele spezielle Arten 
von Raumkurven, und auch für Fälle von allgemeinen Raumkurven 
R?, für welche n<?2(p +4); sie führen in jedem Fall zu einer 
unteren Grenze für die Konstantenzahl, die viel höher werden kann 
als die bereits angegebene 4» (Nr. 35). 


Wir bezeichnen mit «,, die Anzahl der linearen Bedingungen, 
denen eine allgemeine Fläche F', unterworfen ist, wenn sie eine nicht 
vorgegebene Raumkurve R enthalten soll, die Teilschnitt oder voll- 
ständiger Schnitt von F, mit einer F', sein soll (wobei z.B. u<v). 
Wir bezeichnen sodann mit A, und A, die Anzahl der linearen Be- 
dingungen, denen eine unbestimmte Fläche F, oder F‘, unterworfen 
ist, wenn diese Flächen durch eine gegebene von jener R hindurch- 
gehen sollen; ferner mit {, und £, die Dimensionen der Scharen von 
Kurven dieser Art R,}, welche auf einer gegebenen F', oder F', liegen; 
endlich mit « die Dimension der Mannigfaltigkeit der Kurven dieser 
Art R? im Raum. Wir verstehen unter A,, A), tu, &, W die ent- 
sprechenden Zahlen, die sich auf die Restschnitte B zweier Flächen 
F, und F, beziehen, welche sich bereits in einer R} schneiden. 


Dann gelten die Beziehungen 
(1) u h=h—- 4; u — = Au— Aus; 
ferner u=> 17m + Au — Auvz 


—rasty A, — &, 
@) en 


’ 
as ut Au — kurs 
‚ ‚ ‚ 
u—b + A, — ya, 


229) M. Noether, Raumkurven, $ 11 und 12. Für u=4 siehe noch K. Rohn, 
Leipzig Ber. 49 (1897), p. 642. Der Beweis von M. Noether basiert auf einer 
Konstantenabzählung. Einen strengen Beweis hat S. Lefschetz, Amer. math. Soc. 
Trans. 22 (1921), p. 359 [vgl. auch Amer. math. Soc. Bull. (2) 29 (1923), p. 126] 
gegeben. Vgl. ferner @. Fano, Torino Atti 44 (1909), p. 633. 

230) Raumkurven, p. 58—70. 
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wo die Zahlen «,, für R} und RE offenbar gleichzusetzen sind. Aus 
den vorangehenden Beziehungen folgen die weiteren: 


(3 Benz A.+ 4 — A— 4 

+ 

(4) _ ra 17 hy + Au Be A, 
ER ER RU 


(1) und (2) repräsentieren fünf unabhängige Beziehungen zwischen 
den zwölf darin vorkommenden Größen. In allen Fällen, in denen 
man, unter Anwendung von (1), die Zahlen, die in die zweiten Seiten 
von (3) eingehen, direkt bestimmen kann, ist die Bestimmung von u 
auf die Bestimmung von w’ zurückgeführt. Ähnlich ist, unter An- 
wendung von (4), die Bestimmung von «,,, zurückgeführt auf die 
von @,,. Aber die erste der Gleichungen (2) zeigt, daß zu einer 
allgemeinen Bestimmung von «w die unabhängige Bestimmung von 
&,,, wesentlich ist. 

Um eine solche unabhängige Bestimmung zu erhalten, führt 
M. Noether die Zahl der Schnittpunkte der R? mit der Restkurve R® 

re tr 4) — 2p—2) 
na 4+v-)—- 2), 
ein; sowie die Anzahl o,,(= 0, ,) der Bedingungen, denen eine F, 
und eine F', zusammen genügen müssen, damit ihr Schnitt in zwei 
Kurven R? und BR: mit s,, Schnittpunkten zerfällt; und erhält die 
zwei Beziehungen | 
(5) nu, lh.0,, et # 
die zusammen mit den vorangehenden die Bestimmung von u gestatten. 


Insbesondere folgt , 
A" ch 


In einigen Fällen können hieraus genaue Resultate gewonnen 
werden. So z. B., wenn die Kurve die allgemeinste R? ist, bei der 
n>;(p+4), so gilt für alle Flächen F,, F,, die sie enthalten 


können, genau 


er A Ip, eu 1ieDp O4,» 7 Sur‘ 

Das Gleichheitszeichen bei der zweiten Beziehung von (5) gilt 
auch für den Schnitt einer Ebene, einer F, oder einer F, mit einer 
F,”®'); mit andern Worten: damit der vollständige Schnitt einer Ebene, 
einer F, oder einer F, mit einer F, in zwei Kurven mit s,, bzw. s, , 
bzw. s,, Schnittpunkten zerfällt, sind genau s,, bzw. s,, bzw. s,, 
voneinander unabhängige Bedingungen erforderlich. 


y' 


231) M. Noether, Raumkurven, p. 69, 75, 77. 


42. Das Problem bei F. Severi. 1331 


Ein Fall dagegen, in welchem für die zweite der Beziehungen (5) 
das Ungleichheitszeichen gilt, wird durch die irreduziblen Kurven vom 
Maximalgeschlecht x, geliefert, die auf einer irreduzibeln Fläche u‘ 
Ordnung (u<v) ohne mehrfache Punkte liegen können (Nr. 33). 
Man findet in der Tat, daß in diesem Fall o,, 


wenn die Ordnung der ebenen Restkurve <3. 


42. Das Problem bei F. Severi. Im Jahre 1901 schrieb die Kgl. 
Dänische Gesellschaft der Wissenschaften???) auf Anregung von H. @. 
Zeuthen die Preisfrage aus, ob es in jeder Familie von algebraischen 
Raumkurven Grenzformen gebe, die ausschließlich aus Geraden zu- 
sammengesetzt seien. Man wollte dabei vor allem eine sichere und 
strenge Grundlage für die Lösung von abzählenden Problemen bei 
den algebraischen Raumkurven erhalten, auf die verschiedene Autoren 
gestoßen waren, als sie das Zerfallen von Kurven in Kurven niedri- 
gerer Ordnung, insbesondere in Gerade, zu Hilfe nahmen (Nr. 23, 
25, 26). Aber die Lösung des gestellten Problems würde, wie die 
Akademie auch andeutete, eine weit größere Bedeutung gehabt haben, 
da man, wenn die Antwort bejahend ausgefallen wäre, darauf eine 
Klassifikation der Raumkurven hätte gründen können, indem man 
als typischen Vertreter einer jeden Familie ein zusammenhängendes 
System von Geraden hätte annehmen können. 

Die Preisfrage blieb ohne Lösung. Trotzdem gab später A. Brill???), 
mit Hilfe der algebraischen Darstellung der algebraischen Raumkurven, 
von der in Nr. 5 die Rede war,’ auf die Frage eine bejahende Ant- 
wort für die Raumkurven vom Geschlecht p <2. Setzt man nämlich 
in der Gleichung (2) der Nr.5 k=1: ’ 


Mora dla! nr a, 
so geht die zugehörige Raumkurve R durch einen Punkt der Haupt- 
kant. Haben dann die Binärformen a,; ag, b3; ...; @,,..., q, einen 
Linearfaktor gemeinsam — wofür die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen im Art. 11 der erwähnten Abhandlung angegeben sind —, 
so zerfällt die R? in eine Gerade und eine R)_,, die sie trifft Das 
Verfahren läßt sich fortsetzen, solange n>p—+ 3 ist. Da für Kurven 
RP, Ri, R? die Aufspaltung in Gerade auf anderem Wege gelingt 
(Art. 8 l.e.), so ist damit die Zerfällbarkeit in Gerade für alle Raum- 
kurven vom Geschlecht O0, 1, 2 gewährleistet. | 

Die vollständige Antwort, ebenfalls bejahend, gab später F\ Severi?**), 

232) Kjöbenhavn Overs. 1901, p.(29) und III. 

233) Math. Ann. 64 (1907), p. 322. 

234) Siehe Literatur in ??°). Vgl. noch die Rezension der Severischen Vor- 
lesungen von A. Comessatti, Bull. sciences math. (2) 46 (1922), p. 20. 


= $,, nur dann ist, 
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der in seine Untersuchungen auch algebraische Kurven eines Über- 
raums einbezog und sich wesentlich auf die Eigenschaften von Nr. 36 
und 37 stützte. 

Nennen wir n-Seit ein zusammenhängendes (vgl. Nr. 6 und 36) 
System von n verschiedenen Geraden, die eine gewisse Anzahl von 
einfachen Schnittpunkten (Knotenpunkten) besitzen. Betrachtet man 
dieses n-Seit als Raumkurve »‘” Ordnung, und ist sein wirkliches 
Geschlecht p, so ist die Anzahl der Knotenpunkte » + p — 1; können 
hingegen von diesen wirklichen Knotenpunkten nur n +2 — 1(=<p) 
als nicht existierend betrachtet werden, ohne daß dadurch das n-Seit 
unzusammenhängend wird, dann ist x das virtuelle Geschlecht des 
n-Seits. 

Man sagt?®®), zwei n-Seite haben dasselbe Verknüpfungsschema 
oder sie seien isomorph, wenn zwischen ihren Seiten eine ein-ein- 
deutige Korrespondenz aufgestellt werden kann, in der zwei zusammen- 
stoßende Seiten des einen zwei zusammenstoßende Seiten des andern 
n-Seits entsprechen. Zwei n-Seite mit demselben wirklichen Geschlecht 
können auch nicht-isomorph sein. 

Die Gesamtheit der n-Seite mit demselben Verknüpfungsschema 
bildet eine irreduzible Mannigfaltigkeit. 

Eine Familie von isomorphen »n-Seiten vom virtuellen Geschlecht 
x >0 besitzt eine Dimension >3n — x + 1.°°°) 

Dies vorausgesetzt, beantwortet F. Severi die von der dänischen 
Akademie gestellte Frage in bejahendem Sinn, in dem er zuerst für 
die nicht-spezialen?®”) und dann für die regulären (Nr. 37) spezialen 
Familien?) zeigt, daß jede solche Familie von irreduzibeln Raum- 
kurven RP unendlich viele n-Seite vom virtuellen Geschlecht p» enthält. 

Für die nicht-speziale Familie V der irreduzibeln Raumkurven 
von Ordnung n und Geschlecht p (n>p +3) kann die Eigenschaft 


235) F. Severi, Rom Line. Rend. (5) 24! (1915), p. 1016; Vorlesungen, p. 361. 

236) F. Severi, Vorlesungen, p. 364. — Severi, a. a. O., p. 360—364, gab 
bemerkenswerte Sätze über die n-Seite vom virtuellen Geschlecht x in ihren Be- 
ziehungen zu den n-Seiten vom virtuellen Geschlecht Null. Beachten wir ins- 
besondere folgenden Satz, der mit der Klassifikation der irreduzibeln algebra- 
ischen Raumkurven in Zusammenhang steht: Jedes n-Seit (n > 3) vom virtuellen 
Geschlecht x >0 ist die Projektion eines einem linearen Raum $, von n Dimen- 
sionen angehörenden n-Seits vom virtuellen Geschlecht Null (und zwar ist das 
Projektionszentrum ein Raum von n — 4 Dimensionen, der x Sehnen des n-Seits. 
von S, schneidet). — Was die zueinander isomorphen n-Seite des S, anbelangt, 
so bilden sie eine irreduzible Mannigfaltigkeit von der Dimension n(n +1) — 2. 

237) Rom Linc. Rend. (5) 24! (1915), p. 1013; Vorlesungen, p. 372. 

238) Rom Linc. Rend. (5) 24! (1915), p. 1015; Vorlesungen, p. 399—400. 
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dahin präzisiert werden, daß ihr alle die möglichen zusammenhängen- 
den »-Seite vom virtuellen Geschlecht p angehören’): als solches 
kann ein (n—p)-Seit, das an n—p—1 Knotenpunkten zusamnıen- 
hängt (und darum das wirkliche Geschlecht Null hat), zusammen mit 
p seiner allgemeinen Sehnen genommen werden.?#) 

Auch in einer Familie von Raumkurven »‘” Ordnung vom Ge- 
schlecht p mit speziellen Moduln gibt es Kurven, die aus n verschie- 
denen Geraden bestehen.’*') In diesem Falle ist es aber schwieriger, 
zu beweisen, daß es in der Familie zusammenhängende n-Seite gibt, 
deren Geraden nur n + p —1 gegenseitige Schnittpunkte haben. 

Diese Tatsache wird von F‘ Severi in einer demnächst erschei- 
nenden Arbeit bewiesen, zusammen mit der umgekehrten Tatsache, 
daß ein zusammenhängendes »-Seit vom virtuellen Geschlecht p, unter 
gewissen Bedingungen, eine Familie von irreduzibeln Raumkurven RZ 
ohne mehrfache Punkte definiert.*?) - 

Wenn diese beiden Punkte festgestellt sind, dann müssen noch, 
damit es gelingt, jede Familie von R} mit Hilfe eines oder mehrerer 
n-Seite zu charakterisieren, Kriterien gefunden werden, die die ver- 
schiedenen Kurvenfamilien zu unterscheiden gestatten: tatsächlich ge- 
nügt zu diesem Zwecke im allgemeinen das Verknüpfungsschema allein 
nicht; denn es kann der Fall eintreten, daß zwei nicht isomorphe 
n-Seite dieselbe Familie definieren. Wenn die beiden n-Seite von der 
gleichen Anzahl von Parametern abhängen, dann liefert die Betrach- 
tung der Flächen kleinster Ordnung, der sie angehören, ein hin- 
reichendes Kriterium, um zu entscheiden, ob sie verschiedene Familien 
definieren oder nicht. 

Die Untersuchung der zusammenhängenden n-Seite, die in den 


239) F. Severi, Rom Line. Rend. (5) 24! (1915), p. 1013; Vorlesungen, p. 372. 

240) Insbesondere können n — p Geraden q,, @,, ..., dn_p, von denen jede 
die folgende trifft, während die letzte mit der ersten windschief ist, und p all- 
gemeine’ Sehnen des (n —p)-Seits a,a,...@n_p genommen werden; oder auch 
n—p— 1 allgemeine Geraden b,, b,, ..., On_p, die eine Gerade Db, treffen, und 
p allgemeine Sehnen dieses (n — p)-Seits. Man erhält so als typischen Vertreter 
der Familie V ein n-Seit, bei dem drei Seiten nie in einer Ebene liegen. 

241) Siehe F\. Severi, Vorlesungen, Fußn. 1 auf p. 344. 

242) Die Notwendigkeit des Hinzutretens von Ergänzungsbedingungen, 
denen ein n-Seit vom Geschlecht p unterworfen sein muß, um eine Familie von 
irreduzibeln RZ ohne mehrfache Punkte zu definieren, gebt daraus hervor, daß es 
n-Seite gibt, deren Geschlecht p das Maximalgeschiecht (Nr. 7) einer solchen RP 
übersteigt (bei denen z. B. n—1Seiten in einer Ebene liegen), und daß es 
andererseits (Nr. 39) auch unter diesem Höchstwert Lücken in den möglichen 
Werten von p» gibt. Vgl. hierüber F. Severi, Rom Line. Rend. (5) 24! (1915), 
p. 1016— 1017. 
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Raumkurvenfamilien enthalten sind, gestattet deren Klassifikation. So 
sind z. B. die beiden Familien irreduzibler Raumkurven 9. Ordnung 
vom Geschlecht 10, von denen in Nr. 34 die Rede war, durch zwei 
Neunseite folgender Art definiert: 

1. Die neun Seiten sind der Schnitt einer allgemeinen Fläche 
3. Ordnung mit drei ihrer dreifach berührenden Ebenen. 

2. Sechs Seiten sind Erzeugende einer und derselben Regelschar 
(einer Fläche 2. Ordnung), und die drei andern sind Erzeugende der 
schneidenden Regelschar.**?) 


43. Hinweis auf den Zusammenhang der allgemeinen Theorie 
der algebraischen Raumkurven mit den neueren Untersuchungen 
über die Geometrie auf einer algebraischen Fläche. Die neuen 
Untersuchungen, vor allem von @. Oastelnuovo, F. Enriques, E. Picard, 
F. Severi, über die Geometrie auf einer algebraischen Fläche ?#) 
werfen auch neues Licht auf die allgemeine Theorie der algebraischen 
. Raumkurven. Wie wichtig für diese Theorie die Betrachtung der 
auf einer gegebenen Fläche liegenden linearen Kurvensysteme_ ist, 
zeigt folgender Satz?*°): auf einer algebraischen Fläche ohne mehr- 
fache Punkte (allgemeiner auf einer regulären Fläche, d. h. auf einer 
Fläche, deren geometrisches Geschlecht p, gleich ihrem arithmetischen 
Geschlecht p, ist) ist jedes kontinuierliche System algebraischer Kur- 
ven in einem linearen System von Kurven derselben Ordnung voll- 
ständig enthalten, so daß auf einer solchen Fläche sich die Kurven 
gegebener Ordnung immer auf eine endliche Anzahl von linearen Sy- 
stemen verteilen.?#) ef 

Wir erwähnen auch noch die Arbeiten von F. Severi und H. Poin- 
card über die Basis der Gesamtheit aller algebraischen Kurven einer 


243) F'. Severi, Rom Linc. Rend. (5) 24! (1915), p. 1017—1018; Vorlesungen, 
p: 401. 

244) Siehe IIIC6b (G. Castelnuovo und F. Enriques), wo dem Verzeichnis 
der Berichte und Gesamtdarstellungen der Fundamente der Theorie jetzt hinzu- 
zufügen ist: F. Severi, Die Geometrie auf einer algebraischen Fläche, Pascals 
Repertorium der höheren Mathematik, 2. Aufl., 1I2, Leipzig und Berlin 1922, 
p. 741—782; S. Lefschetz, Report on curves traced on algebraic surfaces, Amer. 
math. Soc Bull. (2) 29 (1923), p. 242—258. 

245) Man verdankt ihn F. Enriques, Palermo Rend. 13 (1898), p. 95. Als 
Folge aus einem allgemeineren Satz wurde er abgeleitet von F. Severi, Torino 
Atti 39 (1904), p. 490. Vgl. IIIC6b (G. Castelnuovo und F. Enriques), Nr. 18. 

246) Über die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß ein 
kontinuierliches System von algebraischen Kurven, die auf einer beliebigen al- 
gebraischen Fläche liegen, in einem linearen System vollständig enthalten ist, 
siehe F. Severi, Ann. di mat. (3) 12 (1905), p. 55 [Auszug Paris C. R. 140 (1905), 
p- 926]; Palermo Rend. 21 (1905), p. 257. 
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algebraischen Fläche*"), und nennen zum Schluß den Satz von 
F. Severi: auf einer beliebigen algebraischen Fläche kann man immer 
eine endliche Anzahl von algebraischen Kurven so auswählen, daß 
jede algebraische Kurve der Fläche durch Summation und Subtrak- 
tion aus diesen erhalten werden kann [vgl. IIIC6b (G. Castelnuovo 
und F\. Enriques), Nr. 32]. 


VII. Erzeugungen von Raumkurven. 


44. Erzeugung algebraischer Raumkurven. Es gibt wenig all- 
gemeine Untersuchungen über die Erzeugung algebraischer Raum- 
kurven. CO. Segre untersuchte die Erzeugung mittelst der Schnitt- 
punkte der entsprechenden Schmiegungsebenen dreier in eindeutiger 
Beziehung zueinander stehender algebraischer Raumkurven, und auch 
der Schmiegungsebenen einer Raumkurve mit den Erzeugenden einer 
ihr eindeutig zugeordneten Regelfläche.”*®) 

Entsprechend Graßmanns Erzeugung von algebraischen ebenen 
Kurven (und Flächen) durch einen linearen Mechanismus, auf Grund 
der Prinzipien seiner Ausdehnungslehre [IIIAB4a (@. Fano), Nr. 23; 
III C4(L. Berzolari), Nr. 10], kann man auch jede algebraische Raum- 
kurve in ähnlicher Weise erzeugen: wenn die Lage .eines beweglichen 
Punktes P dadurch beschränkt ist, daß eine aus ihm abgeleitete Ge- 
rade entweder durch einen aus ihm abgeleiteten Punkt geht oder in 
einer aus ihm abgeleiteten Ebene liegt, dann beschreibt der Punkt P 
eine algebraische Raumkurve.”*?) 


247) F. Severi, Math. Ann. 62 (1905), p. 194 [Auszug Paris C.R. 140 (1905), 
p. 361]; Ann, Ec. Norm. (3) 25 (1908), p. 449; Palermo Rend. 30 (1910), p. 265; 
Rom Linc. Rend. (5) 30! (1921), p. 163, 204, 231, 273, 296, 328, 365; H. Poin- 
care, Ann. Ec. Norm. (3) 27 (1910), p. 55 [Auszug Paris C.R. 149 (1909), p. 1026]; 
Sitzungsber. Berliner Math. Ges. 10 (1911), p. 28 [Anhang Arch. Math. Phys. (3) 
18 (1911)]. Siehe auch @. Albanese, Ann. di mat. (3) 24 (1914), p. 159; $. Lef- 
schetz, Ann. of Math. (2) 21 (1919), p. 257. 

248) C. Segre, Torino Atti 21 (1886), p. 868; Math. Ann. 30 (1887), p. 203, 
und vor allem Math. Ann. 34 (1889), p. 1; '), p. 136; C. Pagliano, Ann. di mat. 
(3) 5 (1900), p. 77. ‘Über rationale Kurven siehe Nr. 56. 

249) F. Caspary, J. f. Math. 100 (1885), p. 405; Bull. sciences math. (2) 11! 
(1887), p. 222; (2) 13! (1889), p. 202; E.Carvallo, Soc. math. de France Bull. 15 
(1887), p. 158. 

Im Zusammenhang mit der linearen Erzeugung der Flächen, zu der H. Graß- 
mann mit seiner „stereometrischen Multiplikation‘ gelangte, sei noch bemerkt, 
daß, wenn man stereometrische Produkte von anderer als nullter Stufe, die 
einen laufenden Punkt enthalten, gleich Null setzt, man dann die Darstellung 
einer algebraischen Raumkurve erhalten kann: vgl. R. Sturm, E. Schröder und 
L. Sohncke, Math. Ann. 14 (1879), p. 20 und in H. Graßmanns Werken 2!, Leip 
zig 1904, p. 416 die Bemerkungen von @. Scheffers. 
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@. Koenigs?”) bewies, daß jede algebraische Beziehung zwischen 
mehreren Punkten durch ein Gelenksystem verwirklicht werden kann, 
so daß insbesondere jede algebraische Raumkurve (oder Fläche) sich 
durch ein Gelenksystem beschreiben läßt. 

Die Sätze über die Schnitte von Kurven und Flächen (Nr. 27) 
führen zur Betrachtung””) der auf einer Fläche »'* Ordnung F, 
liegenden Kurve von der Ordnung (m + n)p, die Ort der Schnitt- 
punkte der entsprechenden Kurven mp‘” und np‘ Ordnung zweier 
projektiver Kurvenbüschel ist, d. h. Ort der Schnittpunkte der Kur- 
ven, in denen F, von den entsprechenden Flächen zweier projektiver 
Flächenbüschel m*” und n‘* Ordnung getroffen wird. Es kann je- 
doch nicht jede auf F', liegende Kurve auf diese Weise erzeugt werden; 
denn eine solche Erzeugung setzt voraus, daß es möglich ist, auf der 
Kurve eine Gruppe von m?p (oder n?p) Punkten zu bestimmen, die 
die Schnittpunkte von F', mit der Basiskurve eines Büschels von 
Flächen m!" (oder n‘*) Ordnung sind. 


VIII. Algebraische Systeme algebraischer Raumkurven. 


45. Algebraische Systeme algebraischer Raumkurven. Die Unter- 
suchungen über algebraische Systeme ebener algebraischer Kurven 
[Charakteristikentheorie, Berührungsprobleme usw.; siehe IIIC3 (H. @. 
Zeuthen), Nr. 20—32; IIIC4 (L. Berzolari), Nr. 9] wurden nur zu 
einem kleinen Teil auf die algebraischen Systeme von algebraischen 
Raumkurven [und Flächen; IIlC6a (@. a und F. Enriques), 
Nr. 19] ausgedehnt. 

Wir wollen einige Bezeichnungen vorausschicken. 

Ein algebraisches 00? System von algebraischen Raumkurven heißt 
Kongruenz. Ordnung der Kongruenz heißt die Anzahl ihrer Kurven, 
die durch einen allgemeinen Punkt hindurchgehen; Klasse der Kon- 
gruenz (wenn ihre Kurven keine Geraden sind) die Anzahl ihrer Kur- 
ven, die eine allgemeine Gerade als Sehne haben. Eine Kongruenz 
1. Ordnung heißt linear; eine Kongruenz 1. Ordnung und 1. Klasse 
bilinear -_ 


250) Paris ©. R. 120 (1895), p. 861, 981 und Legons de Osamslane, Paris 
1897, p. 298—307. 

251) Th. Reye, Math. Ann. 1 (1869), p. 455; 2 (1869), p. 475; vgl. auch 
@. A. v. Peschka*®?), 2, p. 260— 276. 

252) Einige allgemeine Eigenschaften der Kongruenzen (algebraischer wie 
nicht-algebraischer) bei @. Darboux, Legons sur la theorie generale des surfaces 2, 
1. &d., Paris 1889, p. 1—10; 2. ed. Paris 1915, p. 1—11; P. L. Eisenhart, Amer. 
math. Soc. Trans. 4 (1908), p. 470. Während bei Darboux die Kurven der Kon- 
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Daraus, daß die ebenen Involutionen rational sind [IIIC6b 
(@. Castelnuovo und F. Enriques) Nr. 37], folgt, daß jede lineare Kon- 
gruenz rational ist. 

Ein algebraisches o0° System von algebraischen Raumkurven heißt 
Komplex. Man nennt Ordnung eines Komplexes ebener Kurven (nicht 
von Geraden) die Anzahl seiner Kurven, die in einer allgemeinen Ebene 
liegen, und Klasse des Komplexes die Klasse des Kegels, der von den 
Ebenen der Kurven des Komplexes, die durch einen allgemeinen 
Punkt hindurchgehen, umhüllt wird. Linear heißt ein Komplex 
1. Ordnung, und bilinear ein Komplex 1. Ordnung und 1. Klasse. 


Dies vorausgeschickt, gelten u. a. folgende Sätze: 


In einem algebraischen System von oo! algebraischen Raumkurven, 
von denen u eine gegebene Gerade treffen und o eine gegebene Ebene 
berühren, gibt es mo + ru Kurven, die eine gegebene Fläche m** Ord- 
nung vom Rang r berühren.?) 

' Es seien zwei Kongruenzen von der Ordnung «a bzw. a’ gegeben, 
und es sollen von ihren Kurven b bzw. b’ eine Gerade eines gegebe- 
nen Büschels berühren, und c bzw. c’ eine gegebene Ebene in einem 
Punkt einer gegebenen Geraden berühren; dann bilden die Punkte, 
in denen sich zwei Kurven der beiden Kongruenzen berühren, eine 


gruenz durch zwei Gleichungen f(x, y,2;a,b)=0, p(x,y,2; a,b)=0 mit zwei 
variablen Parametern a, b dargestellt sind, werden bei Eisenhart drei Gleichungen 
benutzt von der Form: 

=; u, vd), yahkttı; u, d), = fs(t; u, dv), 
wo u, v die Parameter sind, die die einzelnen Kurven bestimmen und t der Pa- 
rameter, der die Punkte auf jeder Kurve festlegt. Eine metrische Eigenschaft 
in Note 292). 

ooO!- und o0°-Kurvensysteme hat R. Sturm, Math. Ann. 28 (1886), p. 277, 
bei seinen Untersuchungen über höhere räumliche Nullsysteme behandelt, und 
er bewies unter anderem, daß bei jedem einfach unendlichen algebraischen 
System die Ordnung der Tangentenkongruenz gleich dem doppelten Grad des 
Sehnenkomplexes ist. 

Einige allgemeine Eigenschaften der Kongruenzen, vor allem nullter Ord- 
nung und beliebiger Klasse, oder beliebiger Ordnung und nullter Klasse, oder 
erster Ordnung und erster Klasse, gab E. Veneroni, Palermo Rend. 16 (1902), 
p. 209. 

Hat man eine Kongruenz von der Ordnung p» und der Klasse gq, ist m die 
Ordnung der Fläche, die von den Kurven der Kongruenz, die eine gegebene Ge- 
rade treffen, erzeugt wird, und ist n die Ordnung der Kurve, die der Ort der 
Berührungspunkte von Kurven mit einer Ebene ist, dann ist nach L. Godeaus, 
Nouv. Ann. de math. (4) 8 (1908), p. 134, m —n=p-+.2g. 

253) A. Brill, Math. Ann. 8 (1874), p. 537, wiedergegeben in A. Legouz, 
Toulouse M&m. Acad. des sciences, inscrip. et belles lettres (8) 9 (1887), p. 326. 
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Kurve von der Ordnung ab’ + a’b + aa’ + cc’, und die gemeinsamen 
Tangenten in diesen Punkten bilden eine Regelfläche vom Grad 
ab’ +ab+be + be. 

Unter den Kurven eines Komplexes, von denen gp eine gegebene 
Gerade und y eine gegebene Ebene in einem gegebenen Punkte be- 
rühren, gibt es np-+rx, die eine gegebene Raumkurve n‘* Ordnung 
vom Rang r berühren.) 

Es sei ein algebraisches System von oo! Flächen gegeben, von 
denen u durch einen gegebenen Pnnkt hindurchgehen, v» eine ge- 
gebene Gerade und g eine gegebene Ebene berühren sollen ””®); 
und es sei ein algebraisches System von oo! Raumkurven gegeben, 
von denen p eine gegebene Gerade treffen, t eine gegebene Ebene be- 
rühren, ?’ eine durch einen gegebenen Punkt gehende Tangente ent- 
halten und e eine durch eine gegebene Gerade gehende Schmiegungs- 
ebene besitzen sollen; dann bilden die Berührungspunkte von Flächen 
des ersten und Kurven des zweiten Systems eine Kurve von der Ord- 
nung pv—+ (p-+t)u, und die Tangenten an die Kurven in diesen 
Punkten bilden eine Regelfläche vom Grad (» + !)v + (t +’) u.®°) 

In einem System von oo! Flächen mit den Charakteren (u, v, 0) 
gibt es nv + ru Flächen, die eine gegebene Kurve n‘ Ordnung vom 
Range r berühren.?°”) 

Gegeben sei ein System von oo? Flächen, von denen 7 eine ge- 
gebene Gerade in einem gegebenen Punkt berühren, K eine durch 
einen gegebenen Punkt gehende Rückkehrkante besitzen und K’ als 
Haupttangente eine gegebene Gerade haben sollen; dann enthält dieses 
System nK’+rK-+(ör + «) T Flächen, die eine dreipunktige Be- 
rührung mit einer gegebenen Kurve n‘* Ordnung vom Rang r und 
mit « stationären Punkten eingehen. 


254) Über diese beiden Sätze siehe H. Schubert‘), p. 296—297; der erste, 
mit andern, schon vorher bei H. Schubert, Gött. Nachr. 1877, p. 401; der zweite, 
vermittelst der Differentialkovarianten (Nr. 15), auch bei @. Halphen, Soc. math. 
de France Bull. 6 (1877), p. 31 = Oeuvres 2, p. 141. Andere Sätze bei H. Schu- 
bert®®), p. 27—28, 34, 35, 305; H. @. Zeuthen'*), p. 368—369. 

255) Diese drei Charakteristiken eines einstufigen Flächensystems wurden 
eingeführt von E. de Jonquieres, Paris C. R. 58 (1864), p. 567. 

256) H. Schubert, Math. Ann. 10 (1876), p. 110—111. 

257) E. de Jonquieres, Paris C. R. 61 (1865), p. 440. Siehe auch @. Hal- 
phen, Soc. math. de France Bull. 5 (1876), p. 10 = Oeuvres 1, p. 560, und mit 
Hilfe der Differentialkovarianten 254), p. 30 = Oeuvres 2, p. 140; ferner H. Schu- 
bert°®), p. 296. Für den Fall, daß das Flächensystem aus Flächen 2. Ordnung 
besteht, siehe H. @. Zeuthen, Nouv. Ann. de math. (2) 7 (1868), p. 391; R. Stwrm, 
Math. Ann. 7 (1873), p. 580—581. \ 
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Gegeben sei ein System von oo! Raumkurven, von denen »v eine 
gegebene Gerade treffen, og eine gegebene Ebene berühren sollen, und 
es sei a die Ordnung der Kurve, die der Ort ihrer stationären Punkte 
ist; dann gibt es v(" +3u) + o(k+3u”) + au’ Kurven des Systems, 
die eine dreipunktige Berührung mit einer Fläche eines gegebenen 
Systems von oo! Flächen eingehen, von denen u durch einen ge- 
gebenen Punkt gehen, w’ eine gegebene Gerade berühren und die so 
beschaffen sein sollen, daß % ist die Ordnung der Fläche, die Ort der 
oo! Rückkehrkurven ist, und daß %’ ist der Grad des Komplexes, der 
aus den oo® Haupttangenten gebildet wird. 

Gegeben sei eine Kongruenz von der Ordnung P und von der 
Art, daß P’ ihrer Kurven eine gegebene Ebene zur Schmiegungsebene 
haben, t eine gegebene Ebene auf einer in ihr gegebenen Geraden be- 
rühren, und es sei B die Ordnung der Fläche, die der Ort ihrer sta- 
tionären Punkte ist; dann gibt ee Px-+ P'n+ Ba-+t(x« + 3n) 
Kurven der Kongruenz, die mit einer gegebenen Fläche n'® Ordnung 
vom Rang a, bei der x Haupttangenten durch einen gegebenen Punkt 
gehen und x’ in einer gegebenen Ebene liegen, eine dreipunktige Be- 
rührung eingehen.?°®) | 

Unter einem andern Gesichtspunkt, nämlich was ihre Reduktion 
auf Typen vermittelst birationaler Transformationen des Raumes an- 
belangt, wurden (auch in einem Hyperraum) lineare Systeme alge- 


258) Diese drei Sätze leitete H. Schubert, Math. Ann. 17 (1880), p. 212, aus 
den allgemeinen abzählenden Formeln über Dreiecke in nicht fester Ebene ab. 
Was die erste dieser drei Zahlen anbelangt, so hatte G. Halphen, Soc. math. de 
France Bull. 6 (1877), p. 37 = Oeuvres 2, p. 146—147, mit Hilfe der Differential- 
kovarianten nur angegeben, daß sie die Summe aus vier Termen ist, deren jeder 
das Produkt aus zwei Faktoren ist, von denen der eine von der Kurve, der an- 
dere vom System der Flächen abhängt. 

G. Fouret, Paris C.R. 79 (1874), p. 467, 689; 80 (1875), p. 167, 805; 82 (1876), 
p. 1497; 83 (1876), p. 794; 84 (1877), p. 436; 86 (1878), p. 654 hat seine Unter- 
suchungen über die o0!-Systeme ebener algebraischer oder nicht-algebraischer 
Kurven, die Integralkurven einer Differentialgleichung 1. Ordnung sind [siehe 
IIIC4 (L. Berzolari), Anm. 102], auf den Raum ausgedehnt, indem er Systeme 
von o0* algebraischen oder nicht-algebraischen Flächen betrachtet (die von ihm 
Implex genannt werden), die Integrale einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung mit zwei unabhängigen Veränderlichen sind. Er hat so auf diese 
Systeme viele der Theoreme des Textes ausgedehnt, die sich auf algebraische 
Systeme algebraischer Kurven und Flächen beziehen. Die zwei Charaktere & 
und 9, mittels derer er die genannten Flächensysteme definiert, sind die Klasse 
des Kegels, der von den Tangentialebenen in einem Punkte der Flächen des 
Systems eingehüllt wird, die durch. jenen Punkt hindurchgehen, und die Ord- 
nung der Kurve, die Ort der Berührungspunkte einer gegebenen Ebene mit 
Flächen des Systems ist. 


1340 IIIC9. Rohn}+-Berzolari. Algebraische Raumkurven u. abwickelb. Flächen. 


braischer Raumkurven untersucht, d. h. algebraische Systeme, bei denen 
durch eine bestimmte Anzahl allgemeiner Punkte eine einzige Kurve 
des Systems hindurchgeht. Diese Typen wurden für lineare Systeme 
von rationalen®®®) und von elliptischen?®) Kurven bestimmt. 

Jede lineare Kongruenz von rationalen Kurven kann aus einem 
Strahlenbündel mittelst einer (im allgemeinen nicht umkehrbaren) 
rationalen Transformation des Raumes erhalten werden.?®!) Wenn 
dann diese Kurven von ungerader Ordnung sind (aber, im allgemeinen, 
nicht, wenn sie von gerader Ordnung sind), so kann jene Reduktion 
durch eine birationale Transformation des Raumes erhalten werden.?®?) 


IX. Gestaltliche Eigenschaften und Realitätsverhältnisse 
algebraischer Raumkurven. 


46. Paare und unpaare geschlossene Züge von Raumkurven und 
Mäntel von Flächen. Nach @. C. Chr. v. Staudt?‘®) kann eine Raum- 
kurve erzeugt werden, indem ein Punkt P sich auf einer Geraden { 
(der Tangente) bewegt, während gleichzeitig # um P in einer Ebene x 
(der Schmiegungsebene) rotiert und diese Ebene sich um f dreht. 
Diese Bewegungen können sich auf einen festen Punkt auf t beziehen, 
auf eine feste Gerade in x und auf eine Ebene, die durch die augen- 
blickliche Tangente und einen festen Punkt im Raum außerhalb aller 
Tangenten hindurchgeht. 

Der Sinn der drei Bewegungen kann sich in einzelnen singulären 
Lagen der beweglichen Elemente umkehren, die dann Rückkehrele- 
mente genannt werden. Bezeichnet man mit + den Fall, daß ein 


259) $S. Kantor, Amer. J. of Math. 23 (1901), p. 1. 

260) S. Kantor, Amer. J. of Math. 24 (1902), p. 205. 

261) F. Enriques, Ann. di mat. (3) 20 (1912), p. 109. 

262) F. Enriques, Math. Ann. 49 (1897), p. 20. Vgl. auch S$ Kantor, Paris 
©. R. 131 (1900), p. 791. Für den Fall einer Kongruenz von Raumkurven 3. Ord- 
nung vgl. L. Godeaux, Enseign. math. 18 (1915), p. 117; in speziellen Fällen 
J. de Vries, Amsterdam Versl. (4) 17 (1908), p. 2; (4) 31 (1923), p. 38. 

263) Die Geometrie der Lage, Nürnberg 1847, $ 15; italien. Übers. von 
M. Pieri, Torino 1889, p. 92. Siehe auch Chr. Wiener, Lehrbuch der darstellen- 
den Geometrie 1, Leipzig 1884, p. 214—216, wo bezüglich der Rückkehrelemente 
auch die Charaktere der Projektion der Kurve auf die Schmiegungsebene, auf 
die Normalebene und auf die rektifizierende Ebene gegeben werden [vgl.IID1,2 
(H. v. Mangoldt), Nr. 29]. Siehe auch F. Chome, Mathesis (2) 8 (1898), p. 177; 
W. Schell, Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krümmung in rein geo- 
metrischer Darstellung, 2. Aufl., Leipzig 1898, p. 13—18 und 39; F. Klein, An- 
wendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie, eine Revision der 
Prinzipien (lith.), Gött. Vorl. 1901 (Leipzig 1902), p. 437—441; A. Meder, Monatsh. 
Math. Phys. 20 (1909), p. 186. 
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Element rückläufig ist, mit — den entgegengesetzten Fall, dann sind 
für das Tripel P, {, x der Elemente der Raumkurve acht Fälle mög- 
lich ?), nämlich 


-—--, -- 4, -+-,-+# 
Vet a..0% ee en 


Bei zwei sich reziprok entsprechenden Kurven entsprechen sich 
die Fälle xyz und zya. 

Wie bei ebenen Kurven [IIIC4 (L. Berzolari), Nr. 19], so ist 
auch ein geschlossener räumlicher Kurvenzug ein Kurvenstück, das von 
einem beweglichen Punkte stetig durchlaufen werden kann, welcher 
zu den Anfangspunkt zurückkommt, indem er im allgemeinen ein 
einziges Mal durch jeden Punkt des Zuges hindurchgeht. 

Ein Flächenmantel ist ein geschlossenes (d. h. von keiner Linie 
begrenztes) Flächenstück, das von reellen Punkten gebildet wird und 
im projektiven Sinn zusammenhängt; d. h. derart, daß zwei beliebige 





264) Zwei dieser Singularitäten finden sich schon bei @. Monge’®), p. 416 
bis 420. Beschreibungen von Drahtmodellen der Kurven und Fadenmodellen der 
abwickelbaren Flächen derselben für die acht möglichen Fälle bei Chr. Wiener, 
Ztschr. Math. Phys. 25 (1880), p. 95. 

Analytische Kriterien, und damit verbundene Untersuchungen auch über Krüm- 
mung, Torsion, Evolute, Evolvente, Polarfläche, Projektionskurven, ebene Schnitte 
der Tangentenfläche, rektifizierende Fläche, Ort der Krümmungsmittelpunkte usw. 
finden sich bei ©. F. E. Björling *') und Stockholm Svenska Vet. Akad. Bihang 15, I 
(1889), Nr. 8; J. Möller, Lunds Univ. Ärsskrift 21 (1884—1885), Nr. 2; H.B. Fine*"); 
@. Peano, Ag geometriche del Calcolo infinitesimale, oe 1887, p. 97 
bis 101; Torino Atti 26 (1890), p. 299; A. Kneser, J. f. Math. 113 (1893), p. 89; 
©. as, Dorpat Naturf. Ges. ee 11 (1895), p. 1; Amer. J. of. Math. 
17 (1895), p. 359; A. Meder, J. f. Math. 116 (1895), p. 50, 247; 121 (1900), p. 230; 
137 (1910), p. 83; Monatsh. Math. Phys. 22 (1911), p. 303; E. Wölffing, Arch. 
Math. Phys. (2) 15 (1896), p. 146; Württemberg. Math. Naturwiss. Mitt. (2) 5 
(1903), p. 70; (2) 14 (1912), p. 57; A. Ramorino, Torino Atti 32 (1897), p. 471; 
©. Burali-Forti, Torino Atti 36 (1901), p. 935 [vgl. A. Ranum, Amer. math. Soc. 
Bull. (2) 22 (1916), p. 268]; R. Mehmke, Ztschr. Math. Phys. 49 (1903), p. 62; 
O. Biermann, Arch. Math. Phys. (3) 11 (1905), p. 314; P. Saurel, Ann. of Math. 
(2) 7 (1905), p. 3, 10; B. Hostinsky, Prag Rozpravy 16 (1907), Nr. 30; Paris C. 
R. 148 (1909), p. 463; J. de math. (6) 5 (1909), p. 263 [siehe auch A. Ranum, 
Amer. math. Soc. Bull. (2) 17 (1911) p. 67]; Comptes rendus du Congr&s intern. 
des Math., Strasbourg 1920 (Toulouse 1921), p. 437; @. Rados, Atti del IV Con- 
gresso intern. dei Matem., Roma 1908, vol. 2 (Roma 1909), p. 257; R. v. Lilien- 
thal, Vorlesungen über Differentialgeometrie 1, Leipzig 1908, p.242— 272; .J. Hjelmslev, 
Darstellende Geometrie, Leipzig und Berlin 1914, p. 219—230 und 314; Acta math. 
40 (1916), p. 56; A. Ranum, Quart. J. 46 (1915), p. 356; K. Zindler, Wien. Ber. 
127 (1918), p. 871; R. Baldus, Heidelberg Akad, Wiss. Sitzungsber. 1922 A, Nr. 8; 
A. R. Williams, Amer, math. Soc. Bull. (2) 29 (1923), p. 13. 
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seiner Punkte durch eine auf ihm liegende stetige Linie, die eventuell 
die unendlich ferne Ebene durchquert, verbunden werden können. 


Sowohl ein Kurvenzug als ein Flächenmantel können die unend- 
lich ferne Ebene durchqueren und daher im Endlichen in einige Teile 
zerfallen (wie es beim zweischaligen Hyperboloid eintritt). Übrigens 
liegt allen derartigen Untersuchungen der Gesichtspunkt der projek- 
tiven Geometrie zugrunde, so daß das Dualitätsprinzip immer an- 
wendbar ist und das Unendlich-Ferne nur einen Spezialfall darstellt. 


Wie bei ebenen Kurven, so heißt nach @. ©. Chr. v. Staudt?®) 
auch ein geschlossener Raumkurvenzug paar oder unpaar, je nachdem 
er von einer Ebene, die keinen seiner Teile enthält, in einer geraden 
oder einer ungeraden Anzahl von Punkten geschnitten wird. Ähnlich 
heißt ein Flächenmantel paar oder unpaar, je nachdem er von einer 
Geraden, von welcher kein Teil auf ihm liegt, in einer geraden oder 
einer ungeraden Anzahl von Punkten getroffen wird. Ein paarer 
Mantel, der keinen Knoten besitzt und der durch eine stetige Trans- 
formation in eine Kugel übergeführt werden kann, heißt ein Oval. 


265) Siehe *%°), $ 12; italien. Übers. p. 69. — Die gestaltlichen Eigen- 
schaften eines nirgends singulären Raumkurvenbogens, der in projektivem Sinn 
stetig ist, keine Doppeltangente und keine Doppelschmiegungsebene besitzt, ferner 
in jedem Punkte eine bestimmte Tangente und eine bestimmte Schmiegungs- 
ebene hat, welche sich von Punkt zu Punkt stetig ändern, wurden von A. Kneser, 
Math. Ann. 31 (1887), p. 507; 34 (1888), p. 204, auf synthetischem Wege unter- 
sucht, hauptsächlich in bezug auf die scheinbaren Singularitäten, nämlich auf 
die Schmiegungsebenen und Sehnen, die von einem Punkt P an'die Raumkurve 
gelegt werden können, oder, was dasselbe ist, in bezug auf die Wendepunkte 
und Doppelpunkte einer ihrer ebenen Projektionen. Die Zahlen dieser Ebenen 
und Sehnen können sich nur dann ändern, wenn P bestimmte Flächen durch- 
quert, z. B. die Tangentenfläche der Raumkurve, oder gewisse singuläre Ebenen. 
Der ganze Raum wird so in verschiedene Gebiete geteilt, in deren jedem die 
genannten Zahlen denselben Wert haben. A. Kneser untersuchte, wie sich diese 
Zahlen ändern, wenn P aus einem Gebiet in ein anderes übergeht, speziell für 
Raumkurven, die nicht mehr als drei scheinbare Wendungen besitzen, und für 
die Raumkurven auf dem einschaligen Hyperboloid. 

Sätze über die scheinbaren Doppelpunkte eines geschlossenen räumlichen 
Kurvenzugs gab auch H. Brunn, Jahresber. Deutsch. Math.-Ver. 3 (1894), p. 84. 

Über das Vorangehende sowie über Klasse, Rang, Anzahl der stationären 
Ebenen von nicht-analytischen Raumkurven siehe C. Juel, Kopenhagen Vidensk. 
Selsk. Skrifter, Naturv. og Math. Afd. (7) 1 (1906), p. 295; Auszug Jahresber. 
Deutsch. Math.-Ver. 16! (1907), p.196. Siehe auch K. Zindler, Jahresber. Deutsch. 
Math.-Ver. 22! (1913), p. 329. 

Nach N. Delaunay, Soc. math. de France Bull. 26 (1898), p. 49, ist die ab- 
wickelbare Fläche einer geschlossenen Kurve mit einer ungeraden Anzahl von 
singulären Punkten (Knoten und Rückkehrpunkten) eine einseitige Fläche. 
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Ein unpaarer Mantel enthält nicht nur unpaare, sondern auch 
paare Kurvenzüge. Im Gegensatz dazu teilen sich nach F. Klein?) 
die paaren Mäntel in zwei Arten, je nachdem sie paare und unpaare 
oder nur paare Kurvenzüge enthalten.?”) 

Ein Mantel, der ganz im Endlichen liegt, enthält keinen un- 
paaren Zug. Enthält ein paarer Mantel einen unpaaren Zug, und 
schneidet man ihn mit Mänteln, die durch diesen Zug hindurchgehen, 
so erhält man auf dem paaren Mantel unendlich viele unpaare Züge. 

Ein Mantel und ein nicht auf ihm liegender Kurvenzug schnei- 
den sich in einer geraden oder einer ungeraden Anzahl von Punkten, 
je nachdem wenigstens einer von ihnen paar ist oder beide unpaar sind. 

Zwei unpaare Mäntel, oder ein unpaarer Mantel und ein paarer 
erster Art schneiden sich notwendig. Zwei Mäntel ohne gemeinsame 
Teile schneiden sich in einer bestimmten Anzahl von Kurvenzügen; 
dabei sind die unpaaren Kurvenzüge in ungerader Anzahl, wenn die 
beiden Mäntel beide unpaar sind; in jedem andern Fall sind sie in 
gerader Anzahl (auch Null, und zwar immer dann, wenn von den Män- 
teln einer paar von der zweiten Art ist). 

Drei Mäntel, von denen je zwei keine gemeinsamen Teile haben 
und die nicht alle drei durch dieselbe Kurve hindurchgehen, schneiden 
sich in einer geraden oder einer ungeraden Anzahl von Punkten, je 
nachdem wenigstens einer von ihnen paar ist oder alle drei un- 
paar sind. 

Ein Raumkurvenzug besitzt eine gerade oder eine ungerade An- 
zahl von Rückkehrpunkten (und dual eine gerade oder eine ungerade 
Anzahl von stationären Schmiegungsebenen), je nachdem seine Tangen- 
tenfläche paar oder unpaar ist. Diese Tangentenfläche besitzt eine ge- 
rade oder eine ungerade Anzahl von Rückkehrerzeugenden, je nachdem 
der Kurvenzug und die Hüllfläche der Schmiegungsebenen entweder 
beide paar oder unpaar, oder eines von ihnen paar, eines unpaar ist.?68) 


266) Math. Ann. 6 (1873), p. 578 — Ges. math. Abh. 2, Berlin 1922, p. 40. 

267) H. G. Zeuthen, Kopenhagen, Festschrift 1879, p. 34; italien. Übers. von 
@. Loria, Ann. di mat. (2) 14 (1886), p. 57, nennt diese beiden Arten Mäntel 
vom Typus der Geraden und Mäntel vom Typus des Punktes, weil sie in eine 
Gerade bzw. einen Punkt übergeführt werden können. K. Rohn, Math. Ann. 24 
(1884), p. 81; Leipzig, Jablonowskische Gesellschaft, Preisschrift 1886, Nr. 26, 
p. 40—41 [Auszug Math. Ann. 29 (1886), p. 91] nennt den Mantel statt dessen 
im ersten Fall endlich oder paar, im zweiten unendlich oder halbpaar. Beispiele 
von einem unpaaren Mantel und von paaren Mänteln erster und zweiter Art sind 
der Reihe nach die Ebene, das einschalige Hyperboloid, das Ellipsoid oder das 
zweischalige Hyperboloid. 

268) @. C. Chr. v. Staudt ?°®), n. 211, 212; italien. Übers. p. 98—99. 

87° 
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47. Realitätseigenschaften der algebraischen Raumkurven. Aus 
dem Satz über die reellen ebenen algebraischen Kurven von A. Har- 
nack*?®°) und aus dem Satz über das Maximalgeschlecht einer irredu- 
zibeln algebraischen Raumkurve gegebener Ordnung (Nr. 7) folgerte 
D. Hilbert”) (durch Projektion auf eine Ebene), daß eine reelle ??0®) 
irreduzible algebraische Raumkurve n!® Ordnung höchstens 

zn—2)” +1 oder In —1)n—3)+1 
reelle Züge besitzt, je nachdem n gerade oder ungerade ist. Raum- 
kurven, bei denen diese Höchstzahl erreicht wird, existieren tatsäch- 
lich für jeden Wert von n, gehören einer Fläche 2'* Ordnung an und 
besitzen keine mehrfachen Punkte. 

D. Hilbert bestimmte auch alle Fälle, die sich in dieser Hinsicht 
bei den Kurven »‘” Ordnung mit der höchsten Anzahl reeller Züge 
darbieten können, und bewies, daß, je nachdlem n—=4v, 4v-+1, 
4v +3 ist, höchstens 2v — 2, 2» —1, 2» —1 unpaare Züge exi- 
stieren, während fir n—=4v-+2 alle Züge notwendig paar sind. 
Eine Ausnahme machen die Kurven 3., 4., 5. Ordnung, für die die An- 
nahme von bzw. 1, 2, 3 unpaaren Zügen freisteht. Er bewies auch, 
daß immer Kurven »** Ordnung mit der maximalen Anzahl reeller 
Züge und einer in den vorhin angegebenen Grenzen enthaltenen An- 
zahl unpaarer Züge existieren.?’!) 

Versteht man unter der Ordnung eines räumlichen Kurvenzugs 


269) Math. Ann. 10 (1876), p. 189. Vgl. IIC4 (L. Berzolari), Nr. 19. 

270) Math. Ann. 38 (1890), p.119. Ausdehnung auf Überräume bei Ch. Schroeckh, 
Diss. Kiel 1917. i 

270) Eine reelle Raumkurve ist eine solche, welche von der Korrespondenz 
die zwischen den komplexen Raumpunkten entsteht, wenn man zwei Punkte mit 
kopjugierten komplexen Koordinaten zuordnet, in sich selbst eingeführt wird. 

Die analytische Darstellung der reellen Züge einer algebraischen reellen 
Kurve wurde von O.Chisini, Ann. di mat. (4) 1 (1924), p. 147 studiert, welcher 
beweist, daß jeder solche Zug vollständig dargestellt werden kann, indem man 
die Koordinaten seiner Punkte durch ein einziges System von einwertigen Funk- 
tionen eines reellen Parameters ausdrückt. Siehe auch L. Brusotti, Lomb. Ist. 
Rend. (2) 43 (1910), p. 48; F. Enriques und O. Chisini!), 2, p. 266—268, bei wel- 
chen der Fall einer Kurve mit der maximalen Anzahl von reellen Zügen be- 
trachtet wird. 

271) Andere Sätze über die Züge einer auf einer reellen Fläche 2. Ordnung 
liegenden algebraischen Raumkurve, und speziell über die Züge einer algebra- 
ischen Raumkurve mit der maximalen Anzahl von reellen Zügen, gab Margherita 
Beloch, Rom Linc. Rend. (5) 22? (1913), p. 60, 95. Sie hat auch, Ann. di mat. (4) 
2 (1925), p. 203, effektive Konstruktionen gegeben von neuen Typen solcher 
Kurven mit der maximalen Anzahl von Zügen, welche beachtenswerte Konfigu- 
rationen darbieten. 
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die größte Anzahl, unter dem Index die kleinste Anzahl der (ein- 
fachen) reellen Schnittpunkte des Zugs mit einer reellen Ebene ?"?), 
und bezeichnet man mit i,, %, ..., %,,1 positive ganze Zahlen, die 
nur der Gleichung , +%+ +1,41 =n— 2 genügen, so exi- 
stieren, wie J. v. Sz. Nagy?'?) bewies, für O<p<n—3 reelle alge- 
braische Raumkurven »‘* Ordnung vom Geschlecht p, die aus p +1 
Zügen mit den Indizes %,, %, ..., i,,ı zusammengesetzt sind. Für 
jeden dieser Züge ist die Ordnung um zwei Einheiten größer als der 
entsprechende Index. 

H. Mohrmann?'*) bewies denselben Satz von neuem und auf ele- 
mentare Weise, und zeigte, daß er auch für nicht-algebraische Raum- 
kurven besteht, sofern man unter Ordnung einer solchen Kurve die 
maximale Anzahl reeller Punkte versteht, die sie mit einer allgemeinen 
reellen Ebene gemeinsam hat, und unter dem Geschlecht p einer 


solchen Raumkurve n‘” Ordnung die Anzahl 

P= ("5 )—h-4, 
wo h die größte Anzahl der scheinbaren und d die Anzahl der wirk- 
lichen Doppelpunkte (eventuell existierende stationäre Punkte einge- 
schlossen) bedeutet. 

Beispiele für algebraische und nicht-algebraische Raumkurven n*® 
Ordnung vom Maximalindex n — 2 sind die auf einem einschaligen 
Hyperboloid gezogenen Kurven, die die Erzeugenden der einen Schar 
in OÖ oder 2 reellen Punkten und jede Erzeugende der andern Schar 
inn — 2 reellen Punkten schneiden.?”) 


272) Diese Definitionen sind Erweiterungen der Definitionen, die von Char- 
lotte Angas Scott, Amer. math. Soc. Trans. 3 (1902), p. 388, für reelle ebene 
Kurvenzüge gegeben wurden. Siehe IIIC4 (L. Berzolari), Nr. 19, Fußn. 217). — 
Neue Untersuchungen über ebene Kurven vom Maximalklassenindex und über 
(irreduzible oder reduzible) ebene Kurven vom Maximalindex bei J. v. Sz. Nagy, 
Math. Ann. 89 (1922), p. 32; 90 (1923), p. 150, und H. Mohrmann, id. 92 (1923), 
p- 58. Klasse und Klassenindex einer ebenen Kurve sind die größte bzw. kleinste 
Anzahl der reellen Tangenten der Kurve, die durch einen reellen allgemeinen 
Punkt hindurchgehen. 

273) Budapest Math. &s termesz ertesitö 33 (1915), p. 544; Math. Ann. 77 
(1916), p. 416. 

274) Math. Ann. 78 (1916), p. 171; Auszug Gött. Nachr. 1916, p. 197. 

275) H. Mohrmann, München Ber. 1916, p. 201, und ©. Juel, Kopenhagen 
Vidensk. Selsk. Skrifter, Naturv. og Math. Afd. (8) 2 (1917), p. 277, fanden, daß 
auf dem einschaligen Hyperboloid auch unikursale Raumkurven rt Ordnung vom 
Maximalindex n — 2 ohne Doppelpunkte liegen. Es sind das die (algebraischen 
oder nicht-algebraischen) Raumkurven nt Ordnung, die jede Erzeugende der 
einen Schar in einem reellen Punkt, jede Erzeugende der anderen Schar in n—1 
reellen Punkten schneiden. 
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Jeder stetig gewundenen Kurve n‘® Ordnung vom Maximalindex 
n — 2 fehlen notwendig die reellen Punkt-, Tangenten- und Tangential- 
ebenen-Singularitäten. Die größte Anzahl von Zügen einer (algebra- 
ischen oder nicht-algebraischen) Raumkurve »‘® Ordnung vom Maxi- 
malindex ist n — 2; in diesem Fall besteht die Kurve aus n — 2 
Kurvenzügen 3. Ordnung vom Index 1.76) 

A. Brill?®) bewies mit Hilfe der Parameterdarstellung die Exi- 
stenz von verknoteten reellen rationalen Raumkurven 5. und 6. Ordnung, 
d. h. die die Gestalt einer Schlinge besitzen, welche bei den Kurven 
6. Ordnung im Enndlichen liegt und den „trefoil knot“ von P. G. Tait?"®) 
darstellt. Er gab auch eine reelle rationale Raumkurve 10. Ordnung 
an, die zwei aufeinander folgende in demselben Sinne gewundene 
Schlingen bildet. 

J. v. 82. Nagy*'®), indem er die monoidale Darstellung (Nr. 3) 


Be __. pl, Yy) 
f(& Y) in: 0, ne (x, Yy) 





auf eine reelle algebraische Raumkurve von beliebigem Geschlecht an- 
wendet, hat deren topologisches Studium, betreffend die Verknotung 
und die Verkettung, auf das planimetrische Studium des Verhaltens 
der Kurve f= 0 in bezug auf das Kurvenpaar = (0, dv = 0 zurück- 
geführt. Mit dieser Methode konstruierte er eine reelle Raumkurve 
6. Ordnung vom Geschlecht 1, die das einfachste Beispiel einer alge- 
braischen Raumkurve darstellt, welche aus zwei paaren, ganz im End- 
lichen liegenden Zügen besteht, die einander einmal durchketten. 

L. Brusotti??®) betrachtete ein System von k Kurverizügen, welche 
alle paar sind (höchstens einer unpaar), deren Verkettungsverhältnisse 
nur von den Verhältnissen von Verkettung oder Freiheit je zweier 
Züge abhängen. Ist dieses System einem System von k Punktpaaren 
einer Geraden gleichwertig, derart daß verketteten Zügen getrennte 
Punktpaare entsprechen und umgekehrt, so sagt man, das Verkettungs- 
schema des ersten Systems sei isomorph zu dem Trennungsschema 
k‘* Stufe des zweiten Systems. Dies vorausgeschickt, beweist man, 
daß, wnınn>p+k+2,0<k<p+ 1 und ein Trennungsschema 5 

276) H. Mohrmann ?"*). 

277) Math. Ann. 18 (1881), p. 95. 

278) Edinburgh Trans. 28! (1877), p. 153, 163 = Papers 1, Cambridge 1898, 
p. 281, 291. Betreffend algebraische Kurven s. auch W. Fr. Meyer, Diss. München 
1878; Edinburgh Proc. 13 (1886), p. 931. 

279) Budapest Math. &s termesz. ertesitö 33 (1915), p. 500; 34 (1916), p. 787; 
Jahresber. Deutsch. Math.-Ver. 25! (1917), p. 285. 

280) Ann. di mat. (3) 25 (1916), p. 99. 
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k‘* Stufe angegeben ist, dann auch eine irreduzible algebraische Raum- 
kurve n‘® Ordnung vom Geschlecht p, ohne mehrfache Punkte, mit %k 
bloß paaren Zügen (höchstens einem unpaaren) existiert, die ein zu S 
isomorphes Verkettungsschema besitzt (dabei entspricht der eventuelle 
unpaare Zug einem von vornherein fest gegebenen Punktpaar). 

In Verbindung mit Severis Klassifikation der algebraischen Raum- 
kurven R7} in Familien, bei der man in jeder Familie von nicht- 
spezialen oder spezialen Raumkurven die Existenz eines n-Seits vom 
Geschlecht p zugrunde legt (Nr. 42), kann man verlangen, ob, wenn 
man die reellen algebraischen Raumkurven einer jeden Familie vom 
Gesichtspunkt ihrer reellen Charaktere in Typen zerlegt, dann von 
jedem Typus Kurven existieren, die in %»-Seite mit reellen Seiten aus- 
geartet sind. L. Brusotti?®') bemerkte, daß, wenn bei jeder Familie 
von algebraischen Raumkurven die reellen Kurven sich auf Typen 
verteilen, von denen jeder die Kurven mit einer bestimmten Anzahl 
von Zügen umfaßt, dann von jedem Typus nicht-spezialer Kurven 
solche existieren, die in zusammenhängende Vielseite mit reellen Seiten 
ausgeartet sind (derart, daß durch jeden Knotenpunkt nur zwei Seiten 
hindurchgehen). Aber diese Eigenschaft gilt nicht für die spezialen 
Raumkurven. So gibt es auf einer Fläche 2. Ordnung (die kein Kegel 
ist) Raumkurven mit c Zügen, die einem aus u und v Erzeugen- 
den der beiden Scharen gebildeten Vielseit benachbart sind, nur dann, 
wenn für or 

=’? 
4 und v paar sind, oder für 
dene 
e< dee) En. 


entweder u paar und » unpaar ist, oder w und » beide unpaar sind, 
aber u > v.*2) j 

Im Anschluß an die Untersuchungen von Nr. 16 erörterte W. Fr. 
Meyer???) noch die Frage, wie sich bei einer Raumkurve die Anzahl 
der reellen Stellen ändert, an welchen sie eine der in jener Nr. 


281) Curve algebriche reali prossime a multilateri in uno spazio S,. Pavia 1922. 

232) Daß bei reellen ebenen algebraischen Kurven eine zerfallende Kurve 
durch stetige Deformation in eine Kurve mit der maximalen Anzahl von Zügen, 
die mit der Ordnung verträglich ist, übergeführt werden kann, dafür ist not- 
wendig, daß die Anzahl der Komponenten 4 nicht übersteigt: L. Brusotti, Ann. 
di mat. (3) 22 (1913), p. 168—169. Daraus folgt, daß es für n>4 keine einem 
n-Seit unmittelbar benachbarten ebenen algebraischen Kurven mit der maximalen 
Anzahl von Zügen gibt. 

283) Gött. Nachr. 1891, p. 88; Jahresber. Deutsch. Math.-Ver. 2 (1893), p. 62; 
Math. Ann. 43 (1893), p. 294; Monatsh. Math. Phys. 4 (1893), p. 339. 
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untersuchten fünf Singularitäten besitzt, wenn man die Raumkurve 
bei einer Variation durch eine Gestalt mit höherer Singularität hin- 
durchgehen läßt. Er gelangte zu dem Resultat, daß das Aggregat 
w + d — t'— 2T” bei einer solchen Variation entweder ungeändert 
bleibt oder um vier Einheiten zu- oder abnimmt. Dabei ist ’ die 
Zahl der reellen Ebenen («*), t’ die Zahl der reellen Ebenen («°ß®), 
d’ die Zahl der reellen Geraden («?ß) und 7” die Zahl der reellen 
Ebenen («?ß?y?) mit nur einem einzigen reellen Berührungspunkt. 

Daß eine allgemeingültige „Realitätsgleichung“ existieren kann, 
wie sie F. Klein?®) für die ebenen algebraischen Kurven gefunden 
hat [vgl. III O4 (L. Berzolari), Nr. 19], scheint unwahrscheinlich, auch 
wenn man außer den Ordnungssingularitäten auch noch die Rang- und 
Klassensingularitäten heranzieht. 


X. Metrische Eigenschaften der algebraischen Raumkurven. 


48. Mittelpunkt und Durchmesser. Einige metrische Sätze über 
ebene algebraische Kurven [UIC4 (L. Berzolari), Nr. 21] und algebra- 
ische Flächen [IIIC 6a (@. Castelnuovo und F\ Enriques), Nr. 24], die 
sich aus der Polarentheorie. durch Einführung der unendlich fernen 
Elemente ergeben, wurden auch auf algebraische Raumkurven aus- 
gedehnt. 

Wenn eine algebraische Raumkurve von einem Büschel paralleler 
Ebenen geschnitten wird, so liegen die Zentren der mittleren Ent- 
fernungen für die Schnittpunkte [vgl. IV 4 (G. Jung), Nr. 5] auf einer 
einzigen Geraden. Diese heißt die zu den betrachteten parallelen 
Ebenen konjugierte Achse (nach M. Chasles) oder Durchmesser (nach 
J. V. Poncelet) der Raumkurve. 

Wendet man den Satz auf ein System von Geraden an, so erhält 
man die weitere Eigenschaft: 

Wenn eine algebraische Raumkurve von einem Büschel paralleler 
Ebenen geschnitten wird, und wenn in den Schnittpunkten der Kurve 
mit jeder Ebene die Tangenten gezogen werden, dann ist der zu den 
betrachteten Ebenen konjugierte Durchmesser des so erhaltenen Tan- 
gentensystems immer derselbe, welches auch die schneidende Ebene 
ist; er ist der zu den gegebenen Ebenen konjugierte Durchmesser 
der Kurve. 

Wenn durch eine willkürliche, in einer festen Ebene x gelegene 
Gerade die eine algebraische Raumkurve berührenden Ebenen gelegt 


284) Math. Ann. 10 (1876), p. 199 — Ges. math. Abh. 2, p. 78. Über ebene 
Kurven mit beliebigen Singularitäten siehe A. Brill, Math. Ann. 16 (1879), p. 388; 
F. Schuh, Amsterdam Versl. (4) 12 (1904), p. 845. 
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werden, so geht deren zu x konjugierte Diametralebene?®‘*), welches 
auch die in x gewählte Gerade ist, durch einen festen Punkt, der 
auch der Pol von x in bezug auf das System der Berührungspunkte 
ist. Ein solcher Punkt heißt Pol von x in bezug auf die Kurve. 

Ist x die unendlichferne Ebene, so folgt, daß, wenn man an der Raum- 
kurve alle einer gegebenen Ebene parallelen Tangenten konstruiert, das 
Zentrum der mittleren Entfernungen der Berührungspunkte unabhängig 
von der gegebenen Ebene ist. Er heißt das Zentrum der Raumkurve. 

Projiziert man eine algebraische Raumkurve parallel auf eine 
Ebene, so ist die Projektion des Zentrums der Raumkurve das Zen- 
trum der Projektion der Raumkurve.?®®) 

Das Zentrum der mittleren Entfernungen der Schnittpunkte einer 
algebraischen Raumkurve mit einer algebraischen Fläche ist zugleich 
auch das Zentrum der mittleren Entfernungen der Schnittpunkte dieser 
Fläche mit den Asymptoten der Kurve. ?®) 


2842) Vgl. IIIC6a (@. Castelnuovo und F. Enriques), Nr. 24, wo die zu 
einer gegebenen Richtung konjugierte Diametralebene einer Fläche als diejenige 
Ebene definiert ist, welche die Zentren der mittleren Entfernungen der Schnitt- 
punkte der Fläche mit den Transversalen der vorgegebenen Richtung enthält. 

Wenn die Fläche aus lauter durch eine Gerade g gehenden Ebenen 
&y...,0%, besteht, so gehen alle Diametralebenen durch g, und alle einer 
festen durch g gehenden Ebene x angehörenden Geraden haben dieselbe konju- 
gierte Diametralebene o. Man sagt, daß o die zu x konjugierte Diametralebene 
in bezug auf die Ebenen &,,...,«, ist. 

285) Über diese und andere ähnliche Sätze siehe J. V. Poncelet, Appli- 
cations d’analyse et de ge@ometrie 2, Paris 1864, p. 160—161 (Manuskript von 
1816); Traite des proprietes projectives des figures 2, 2° &d., Paris 1866, p. 275 
bis 284 (Manuskript von 1830—1831); M. Chasles, Corresp. math. et phys. de 
A. Quetelet 6 (1830), p. 1; vgl. auch 5 (1829), p. 321 Siehe auch S$. Roberts, 
Quart. J. 2 (1868), p. 63; @. Fouret, Nouv. Ann. de math. (3) 9 (1890), p. 282; 
M. Stuyvaert, Belg. Bull. 1908, p. 662; ferner A. V. Bäcklund, Lunds Univ. Ärs- 
skrift 8 (1871), Nr. 4, wo sich auch viele Sätze über Normalen, Normalebenen, 
Krümmungsmittelpunkte usw. finden. 

Die Sätze des Textes sind Spezialfälle von andern Sätzen nicht metrischer 
Natur, die sich auch in den angeführten Arbeiten von Poncelet und von Chasles 
finden. So ist z. B. der erste in folgendem Satz enthalten: wird eine algebra- 
ische Raumkurve n‘°" Ordnung von Ebenen geschnitten, die durch eine feste Ge- 
rade g hindurchgehen, und betrachtet man in jeder dieser Ebenen den Pol von 
9 bezüglich der Gruppe der n Schnittpunkte, die als Kurve n*" Klasse angesehen 
werde, so liegen alle diese Pole auf einer einzigen Geraden g’ Diese Gerade 
wird von Poncelet zu g konjugierte Achse der harmonischen Mitien der Kurve ge- 
nannt. Über diese Gerade siehe auch E. Laguerre, Soc. math. de France Bull. 3 
(1875), p. 174 = Oeuvres 2, Paris 1905, p. 410. Siehe noch A. Cantone, Giorn. 
di mat. (1) 25 (1886), p. 303. 

286) J. Liouville, J. de math. (1) 6 (1841), p. 391. Siehe auch @. Fouret ?®°), 
p. 284; Ch. Michel!°?), p. 123. 
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Bezeichnet man mit A den Hauptkrümmungsradius in einem be- 
liebigen Schnittpunkte einer Transversale mit einer algebraischen Deve- 
loppablen, mit « und p die Winkel, die die Transversale mit der Er- 
zeugenden und der in jenem Punkte errichteten Normalen bildet, so 
hat man°®”): BR IE 

Reos’p 

49. Fußpunktkurve, abwickelbare Polarfläche, rektifizierende 
Fläche, Hauptnormalen, Binormalen, Parallelfläche. Ist eine algebra- 
ische Raumkurve, ohne singuläre Punkte und ohne besondere Be- 
ziehung zum unendlich fernen Kugelkreis, von der Ordnung » und 
vom Rang r, dann hat die Fußpunktkurve eines allgemeinen Raum- 
punktes, d. h. der Ort der Fußpunkte der Lote, die von diesem Punkte 
auf die Tangenten der Kurve gefällt werden, die Ordnung 2r, die 
Klasse 2» +3r, den Rang 5r —2n und besitzt n + 3r(4r — T) 
scheinbare Doppelpunkte. Diese letzte Zahl ist auch die Anzahl der 
Geraden, die von einem allgemeinen Punkte ausgehen und auf zwei 
Tangenten der gegebenen Raumkurve senkrecht stehen. 

Die von den Normalebenen der gegebenen Raumkurve gebildete 
abwickelbare Fläche (ihre abwickelbare Polarfläche) hat die Klasse 
n-+r und den Rang 3r; die Ordnung ihrer Rückkehrkante ist 
6r — 4.2) 

Die rektifizierende Fläche hat die Ordnung 12(r —n) und die 
Klasse 4r — 3n; die Ordnung ihrer Rückkehrkante ist 15(r —n). 

Die Regelfläche der Hauptnormalen hat den Grad 4r — 2n, die 
Regelfläche der Binormalen den Grad 3r — 2n. “ 

Es gibt (n — 1)(4n — 2r) — 3r Hauptnormalen und (n —1) 
(3r — 2n) — r Binormalen, die die Kurve ein zweites Mal treffen. Es 
gibt im Endlichen 4(n + r)(n +r — 1) — 2r Geraden, die in zwei 
Punkten zur Kurve normal sind. 

Der Ort der Krümmungsmittelpunkte ist eine Kurve von der 
Ordnung 3(2r — n).®°) 

287) A. Demoulin, Paris ©. R. 114 (1892), p. 1102. 

288) Über die vorangehenden Zahlen siehe H.@ Zeuthen, Nouv. Ann. de math. 
(2) 7 (1868), p. 385; R Sturm, Math. Ann. 6 (1872), p. 241. Über die Klasse der 
abwickelbaren Fläche der Normalebenen siehe auch @. Fouret, Soc. math. de 
France Bull. 6 (1877), p. 47. Über den Ort der Fußpunkte der Lote, die von 
einem Punkt auf die Schmiegungsebenen einer algebraischen Raumkurve gefällt 
werden, siehe Em. Weyr, Prag Ber. 1871, p. 3. Über die Fokalkurve einer al- 
gebraischen Raumkurve siehe W. A. Versluys, Amsterdam Versl. (4) 12 (1903), p. 46. 

289) Über die vorangehenden Zahlen siehe @. Halphen, Soc. math. de France 


Bull. 2 (1874), p. 69 = Oeuvres 1, p. 203. Über einige von ihnen siehe auch 
R.Sturm®®) 2, p. 124—125. Über die rektifizierende Fläche vgl. auch V. Petersson, 
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Ist die Kurve vom Geschlecht p und liegt sie nicht auf einer Kugel, 
dann folgt aus einer Formel von Fußnote!°%), daß sie 10» +20(p —1) 
Punkte (Scheitel) besitzt, in denen sie mit der Schmiegungskugel eine 
Berührung von höherer als der 3. Ordnung eingeht. 

Zwei Raumkurven von der Ordnung n,n’ und vom Rang r, r’ 
haben (n + r) (n’ + r") gemeinsame Normalen. Eine Fläche m** Ord- 
nung m’! Klasse vom Rang og und eine Raumkurve n!* Ordnung 
vom Rang r haben mr + (m’ + o) (n + r) gemeinsame Normalen.?®) 

Der Ort der Fußpunkte der Lote, welehe von den Punkten einer 
Kurve n‘® Ordnung auf eine Fläche m‘* Ordnung gefällt werden, ist 
eine Kurve von der Ordnung m?n, welche durch die Schnittpunkte 
der gegebenen Kurve und Fläche hindurchgeht.???) 

Die Parallelfläche einer abwickelbaren Fläche ist ebenfalls ab- 
wickelbar; besitzt die gegebene Fläche die Ordnung r und die Klasse 
n, hat sie eine Rückkehrkante m“ Ordnung und « stationäre Ebenen, 
so sind die entsprechenden Werte für die Parallelfläche 2(r + n), 2n, 
2(3n + m), 2a. 

‘Die Parallelfläche einer Raumkurve n** Ordnung, »'" Klasse vom 
Rang r ist eine Röhrenfläche von der Ordnung 2(r + n), von der 
Klasse 2r, mit einer Knotenkurve von der Ordnung 2(r + n)?— 2r 
— 11» —3n’, und einer Kuspidalkurve von der Ordnung 2(3" +n).?”?) 





Lund. Akad. Afhandl. 1886. Über die Anzahl der Doppelnormalen siehe auch 
M. Pieri, Rom Linc. Rend. (4) 2! (1886), p. 327. 

Wie einige Zahlen des Textes auch für algebraische Raumkurven mit be- 
liebigen Singularitäten ausgerechnet werden können, zeigte @. Halphen, Asso- 
ciation frang. pour l’avancement des sciences, Havre 6 (1877), p. 132; Soc. math. 
de France Bull. 6 (1877), p. 10 = Oeuvres 2, p. 108, 121. 

Über die Normalen einer rationalen Raumkurve siehe Em. Weyr, J. f. Math. 
74 (1871), p. 277; über die Anzahl der in diesem Fall vorhandenen Doppelnor- 
malen Em. Weyr, a. a. O., p. 279. Die Ordnung der Regelflächen der Haupt- 
normalen und der Binormalen von rationalen Kurven bei J. de Vries, Nieuw Arch. 
voor Wiskunde (2) 10 (1912), p. 1. 

290) Über diese Zahlen (und über die Anzahl der zwei Flächen gemein- 
samen Normalen) siehe @. Halphen, Paris 0. R. 68 (1869), p. 145 — Oeuvres 1, 
p- 78; @. Fouret?*®), p. 43; A. Mannheim, Principes et developpements de geo- 
metrie cinematique, Paris 1894, p. 323—324. 

291) @. Fouret, Paris 0. R. 80 (1875), p. 808. Für »=1 siehe A. Mann- 
heim, Paris C. R. 70 (1870), p. 1025 und *®%), p. 321. 

292) Über die vorhergehenden Zahlen siehe S. Roberts, London Math. Soc. 
Proc. (1) 5 (1874), p. 90. 

Viele metrische Eigenschaften beim Schnitt zweier algebraischen Flächen 
(besonders wenn die eine abwickelbar ist), vor allem über die Normalenfläche, 
d.h. über den Ort der Normalen einer algebraischen Fläche, in den ihr und 
einer andern algebraischen Fläche gemeinsamen Punkten, bei @. A. v. Peschka, 
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Über den Ort der Mittelpunkte eines Segments, dessen Enden 
auf einer gegebenen algebraischen Kurve oder auf zwei gegebenen al- 
gebraischen Kurven liegen, siehe Nr. 72, Ende. 

50. Bogen einer algebraischen Raumkurve, deren algebraische 
Summe durch rationale Funktionen ausgedrückt werden kann. 
@. Humbert?”?) zeigte, daß man auf einer algebraischen Raumkurve 
mit beliebigen Singularitäten immer, und auf unendlich viele Arten, 
eine gewisse Anzahl von Bogen bestimmen kann, deren algebraische 
Summe sich durch rationale Funktionen ausdrücken läßt. 

Es bestehen z. B. die folgenden Eigenschaften: Wenn an eine be- 
liebige algebraische Raumkurve, die die unendlich ferne Ebene nicht 
berührt, alle Tangenten gezogen werden, die mit einer festen Geraden 
einen gegebenen Winkel bilden, und wenn man dann diesen Winkel 
ändern läßt, dann ist die algebraische Summe der Bogen, die von den 
Berührungspunkten der Tangenten durchlaufen werden, in jedem Augen- 
blick gleich Null. 

Ähnlich: wenn an eine beliebige algebraische Raumkurve, die 
den unendlich fernen Kugelkreis nicht trifft, die Normalebenen ge- 
legt werden, die eine und dieselbe Kugel berühren, und wenn man 
dann das Zentrum der Kugel sich ändern läßt, während der Radius 
unverändert bleibt, dann ist die algebraische Summe der Bogen, die 
auf der Kurve von den Inzidenzpunkten der Normalebenen beschrieben 
werden, in jedem Augenblick gleich Null. 

Ist eine algebraische Raumkurve der (einfache) Schnitt zweier 
algebraischer Flächen und betrachtet man die Punkte, in denen sich 
die beiden Flächen unter einem gegebenen Winkel ® schneiden, läßt 
man dann diesen Winkel ändern, dann ist die algebraische Summe 
der Bogen, die auf der Kurve von den betrachteten Punkten beschrieben 
werden, eine rationale Funktion der Kotangente des veränderlichen 
Winkels, und diese wird, abgesehen von einer vom Anfangswinkel 
abhängenden Konstanten, durch die Formel 


> BR coto 
’ cot? wo — cot? m, 
[7 


gegeben, wo die Summe auf die unendlich fernen Punkte der Kurve 





Wien. Ber. 81? (1880), p. 1128, 1163; 83? (1881), p. 790; 84 (1882), p. 30; °%), 4, 
p. 883—137. 

Wenn eine Kongruenz aus Schnittkurven zweier Flächen m‘* und n'* 
Ordnung gebildet wird, so können nach @. Darboux*°*) 2, 1. &d., p. 273; 2. &d., 
p. 286, ihre Kurven zu höchstens 3mn (m -+n— 2) Flächen normal sein, wenn 
sie nicht die orthogonalen Trajektorien einer Flächenfamilie sind. 

293) J. de math. (5) 1 (1895), p. 181. 
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auszudehnen ist; &, bezeichnet den Winkel der beiden gegebenen 
Flächen in einem dieser Punkte, und m, ist ein von © unabhängiger 
Koeffizient.?”) 


XI. Besondere algebraische Raumkurven. 


öl. Die irreduziblen Raumkurven der ersten sechs Ordnungen 
ohne mehrfache Punkte. Anknüpfend an die Ausführungen des Ab- 
schnitts VI., geben wir hier die Aufzählung aller irreduziblen, von 
mehrfachen Punkten freien algebraischen Raumkurven der ersten sechs 
Ordnungen.?’**®) 

Für jede geben wir die kleinsten Ordnungen (u, v) der beiden 
Flächen F, und F, an, als deren Durchschnitt sich die Kurve ergibt, 
außerdem die Art der Restkurve und die Werte 9, h,% (wegen % siehe 
Nr. 34), die Konstantenzahl u (Nr. 35 und 41) und die Postulation 
A, für die Flächen der Ordnung u. 


Kurve 1. Ordnung: 
M:n=l, 2-09 Iı=I, 3-0; 
1,D); u„=4 4,=url. 


Kurve 2. Ordnung: 
I:n=2 17-0 I), 7-0; 
(1,2; u=8, 4A,=2u+l. 


Kurven 3. Ordnung: 
a) R:n=3, p=0, h=1l, N=1; 
(2,2) und als Restkurve eine Gerade, die AR} in zwei Punkten 
schneidet; u—-12, A,—3u +1. 
b) RM:n=3, 1 =1, h=0, n=0; 
(1,3); w=12, A, =3u. 


Kurven 4. Ordnung: 
a) l:n=4 r=0, h=3 n=2; 
(2,3) und als Restkurve zwei windschiefe Geraden, deren jede 
Trisekante von R% ist; 
u=16, A, =4u-+l. 


294) Haben die beiden Flächen die Ordnung n,n’ und den Rang r,r’, so 
gibt es auf ihrer Schnittkurve nr’+ n’r Punkte, in denen sie sich orthogonal 
schneiden: H. Schubert®®), p. 298. 

294a) Betreffend die besonderen von @. Halphen und M. Noether in ihren 
Preisschriften behandelten Raumkurven siehe Anm. ?!9),. 
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b) R:n=4 p=1l, h=2, =]; 
2,2; uw=16, A, =4u. 
co) R:n=4 y=B, h=0, #0; 
(1,49); uw=11, A,=4u— 2 (aber A, =3). 


Kurven 5. Ordnung: 
a) R:ın=5, p=0I, h=6, R=3; 
(3, 3) und als Restkurve eine vierfach schneidende Gerade und 
eine achtmal schneidende R3, die miteinander keinen Punkt gemein 


rn u-20, A,=5duH+l. 
a) R$ (Sonderfall von a)): 
ne r=0, ,ııh=6, =; 
(2, 4) und als Restkurve drei paarweise windschiefe Quadrisekanten; 
u=18, A,=5u#u+1 (aber 4, =). 
Während die Kurve a) eine einzige Quadrisekante hat, besitzt die 
Kurve a’) oo!, die die eine Schar von Erzeugenden auf der F, bilden. 


Durch jede der beiden Kurvenarten gehen oo® F, hindurch; aber für 
die Kurve a’) zerfallen sie in die genannte F, und die o0® Ebenen. 


bp) R:n=5, pl, h=5, n=2; 
(3,3) und als Restkurve eine R%, die R} in zehn Punkten schneidet; 
u=20, A, =Öu. 
oR:n=5, p=23, h=4 Nn=2; 
(2, 3) und als Restkurve eine Trisekante; 
u=20, A, =5u —1. 
d R:n=5, p=6, h=0, R=0; 
(1,5); w=23, A, =5u—5, 
(aber ,=3, 4-6). 


Kurven 6. Ordnung: 
oe) Rın=6, p=0, h=10, n=4; 
(3,4) und als Restkurve eine andere AR}, die die erste in 
20 Punkten trifft; speziell kann die Restkurve aus 4 der 6 Quadri- 
sekanten und einem Kegelschnitt bestehen, der jede dieser vier Ge- 
raden in einem Punkt trifft, und die R% in vier Punkten, oder auch 
aus einer Quadrisekante von R% und aus einer R% die diese Gerade in 
einem Punkte und die R% in 16 Punkten schneidet; 
u=24, A,=6u rl. 


ker ar er ee ft ee ee See ee dr ee a 
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a) R& (Sonderfall von a)): 
n=6, p=0, h=10, R=4; 
(3, 3) und als Restkurve zwei windschiefe Geraden, von denen die 
eine, die doppelt zu zählen ist, R$ in fünf Punkten begegnet und 
ihre einzige fünfpunktige Sekante ist, während die andere R% viermal 


trifft (es sei hinzugefügt, daß, umgekehrt, jede R$ mit einer einzigen 
fünfpunktigen Sekante als Schnitt zweier F, erhalten werden kann); 
u=23, A,=6u+tl 
(aber A, = 18). 
a,) Re (Sonderfall von a')): 
n=6, 2-0, h=10, R=4; 
(2,5) und als Restkurve vier Erzeugende derselben Schar der 


F,, welche die Kurve in je fünf Punkten treffen (sämtliche Erzeu- 
gende dieser Schar sind fünfpunktige Sekanten der Kurve); 


u=20, A,=6u+1 
(aber ,=9, A,=16). 
b) R:n=6, vl, h=)I %=3; 
(3, 3) und als Restkurve drei paarweise windschiefe Geraden, deren 


jede Quadrisekante der Kurve ist (und die zusammen die Gesamtheit 
ihrer Quadrisekanten bilden); 


u=24 A, —=6u. 
o)R:n=6, 23, = =; 
(3,3) und als Restkurve eine Gerade und ein Kegelschnitt ohne 
gemeinsamen Punkt, die die Kurve in 4 bzw. 6 Punkten schneiden; 
u=24 A, =6u—l. 
d) R:n=6, ve hel, ned; 
(3, 3) und als Restkurve eine R}, die sie in 8 Punkten begegnet; 
u=24, A,=6u—2. 
d’) R& (Sonderfall von d)): 
n=6, p=3, h=1l n=3; 
(2, 4) und als Restkurve zwei windschiefe Geraden, deren jede 
Quadrisekante der Kurve ist; 
u=23; A„=6bu—2 
(aber A, = 9). 
e) R:n=6, py=4, h=6, n=2; 
(2, 3); u=24, A, =6u—3. 
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f) R:n= 6, r=%W, hu) n—0; 
(1, 6); u=30, A, =6u —) 
(aber A =3, 4=6, „= 10). 


52. Algebraische Kurven, die durch lineare oder nicht-lineare 
algebraische Systeme algebraischer Flächen erhalten werden; Kur- 
ven, die sich durch Nullsetzen einer Matrix von Formen dar- 
stellen lassen. Man kann verschiedene Klassen algebraischer Kurven 
(und Flächen) erhalten mittels nicht-linearer Systeme algebraischer 
Flächen?®), oder mittels zweier oder mehrerer birational aufeinander 
bezogener Grundgebilde. ?°°) 

Noch andere gewinnt man durch Nullsetzen sämtlicher (Unter)- 
determinanten bestimmter Ordnung einer gegebenen Matrix, deren 
Elemente Formen der Koordinaten sind (speziell durch Betrachtung 
der Örter der Punkte, durch die % entsprechende Flächen von k pro- 
jektiv aufeinander bezogenen linearen Systemen hindurchgehen, oder 
auch der Jacobischen Mannigfaltigkeiten von mehreren algebraischen 
Flächen), oder auch durch Behandlung von Berührungsproblemen bei 
linearen Flächensystemen.?”) Wir geben hier einige dieser Ergebnisse. 


295) E. de Jonquieres, Giorn. di mat. (1) 4 (1866), p. 210; M. N. Vanecek, 
Paris C. R. 94 (1882), p. 210; 96 (1883), p. 1562; J. S. und M. N. Vanecek, Paris 
C. R. 97 (1883), p. 1473, 1548; Rom Linc. Rend. (4) 1 (1885), p. 130; Ann. di 
mat. (2) 14 (1886), p. 73; (2) 15 (1837), p. 73. — M. N. Vaneeek, J. de math. (3) 
9 (1883), p. 269 hat für Raumkurven und Flächen Theoreme gegeben, die zu denen 
von C. Mac Laurin für ebene Kurven [IIIC4 (L. Berzolari) ‚Nr. 10, Anm. 126] 
analog sind. 

296) E. de Jonquieres, Giorn. di mat. (1) 23 (1884), p. 48, vorgelegt der Aca- 
d&mie des sciences von Paris im Jahre 1859 [vgl. Paris C. R. 49 (1859), p. 542] 
und publiziert im Auszug in den Nouv. Ann. de math. (2) 3 (1864), p. 97; L. Ore- 
mona, Bologna Ist. Mem. (2) 2 (1863), p. 621; (2) 5 (1865), p. 3 = Giorn. di mat. 
(1) 1 (1863), p. 305; (1) 3 (1865), p. 269, 363 = Opere 2, p. 54, 193; diese be- 
trachteten diejenige Raumkurve n + 2**" Ordnung vom Geschlecht n — 1, die der 
Ort aller Punkte ist, in denen sich entsprechende Geraden zweier in biratio- 
naler Korrespondenz von der Ordnung n aufeinander bezogener Bündel, treffen. 
Siehe noch @. Jung, Rom Line. Rend. (4) 1 (1885), p. 762, 773, 810; (4) 2' (1886), 
p. 85; G. Loria, Genova, Giorn. della Soc. di letture e conversazioni scient. 
1887, p. 53 — Giorn. di mat. (2) 3 (1896), p. 354; A. Pepoli, Atti del Collegio 
degli ing. e degli architetti di Palermo 12 (1889), p. 1. 

297) Über all das und über die auf solche Weise in einem Überraum er- 
zeugten Mannigfaltigkeiten siehe IIIC7 (C. Segre), Nr. 38, 39, 40; ferner Pascals 
Repertorium der höheren Math., 2. Aufl., II 2, Leipzig und Berlin 1922, p. 676 
bis 683, 938—941 (Artikel von L. Berzolari). Siehe auch F\. F. Decker, Amer. J. 
of math. 37 (1915), p. 159; 41 (1919), p. 283 [Auszug Amer. math. Soc. Bull. (2) 
24 (1918), p. 467]; ©. Segre, Torino Atti 58 (1923), p. 162. 
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Die Kurve, die durch Nullsetzen der Determinanten /** Ordnung 
einer Matrix || a,, || mit ! Zeilen und 7 -+1 Kolonnen dargestellt wird, 
wobei a,, eine quaternäre Form der Punktkoordinaten von der Ord- 
nung n, = p, \st, hat die Ordnung °®®) 


ok Tamm Tri + a) (IP) 
und das et 


ee aa N, — DP;P;Pr 


+itk isFj=$k 
Tee mr, + IPB + er (ZP) ss Sn) (ZIP: I 


Die Jacobische Kurve dreier Flächen = 0, —=0, ,—=0 von 
den Ordnungen n,, ng, ,, d. h. der Ort eines Punktes, dessen Polar- 
ebenen in bezug auf die drei Flächen sich in einer Geraden schneiden, 
wird dargestellt durch Nullsetzen der Determinanten 3. Ordnung der 
Matrix, die aus den ersten Ableitungen von f,, fs, /; gebildet wird. Sie 
hat die Ordnung”) 


Mat tm nn +0 —4n tn +0) + 6 
und das Geschlecht 
MH Hn)n ++ — 8) — 10 (nn, + nn, +n,n,) 
+3 Mm tR+n)Mn +nn + nn) + 22 (rn +%-+n;) 
+#+n,n,n, — 2. 
Ist =n=n,=n, dann ist die Kurve eine Kombinante des 
durch die drei Flächen gebildeten Bündels, und sie ist der Ort aller 


298) M. Stuyvaert, Liege M&m. (3) 7 (1907), Nr. 2, p. 1—50, wo auch viele 
Spezialfälle betrachtet werden. Siehe auch Palermo Rend. 18 (1904), p. 294; 
Belgique Bull. 1919, p. 83; '), p. 12; Belgique Me&m. coll. in 8° (2) 4 (1920), Nr. 8, 
p. 165—197 (von der belgischen Akademie 1913 preisgekrönt). Siehe auch 0. @. 
F. James, Cambridge Phil. Soc. Proc. 21 (1923), p. 435. Sind die a;, linear, so 
erhält man eine Kurve von der Ordnung 42(!-+1), wie schon A. Cayley, Cam- 
bridge Dublin math. J. 4 (1849), p. 132 = Papers 1, Cambridge 1889, p. 457, ge- 
funden hatte. 

Diejenige Kurve, die der Ort der Punkte ist, die den entsprechenden 
Flächen dreier, je zu zweien projektiv aufeinander bezogener Büschel gemein- 
sam sind, betrachteten M. Chasles, Paris C. R. 52 (1861), p. 1103; 58 (1861), 
p-. 767, 884 und L. Cremona, Paris ©. R. 52 (1861), p. 1319 — Ann. di mat. (1) 4 
(1861), p. 22 = Opere 1, p. 467; Preliminari, n. 98 — Opere 2, p. 355; Grund- 
züge, p. 104. Andere ähnliche Sätze für zwei- und dreidimensionale lineare 
Systeme bei L. Oremona, Preliminari, n. 105, 112, 116, 121 = Opere 2, p. 359, 
363, 367, 370; Grundzüge, p. 108, 113—114, 118, 123—124. Siehe auch @. A. 
v. Peschka*?) 2, p. 198—236; G. B. Guccia®?), p. 83—98, 319—329; A. B. Basset ”) 
p- 32—34; R. Sturm®®) 3, p. 370—382. 

299) Th. Moutard !°*). 
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Doppelpunkte von Flächen des Bündels, wie auch der Ort aller Be- 
rührungspunkte von Flächen des Bündels, endlich auch der Ort aller 
Punkte, deren Polarebenen in bezug auf alle Flächen des Bündels 
durch dieselbe Gerade hindurchgehen.®) 

Die Jacobische Kurve von fünf Flächen von den Ordnungen 
N, +25, d. h. der Ort eines Punktes, dessen Polarebenen (in bezug 
auf diese Flächen) alle durch einen Punkt hindurchgehen, ist?!) von 
der Ordnung 


m U a ed 
und vom Geschlecht 
3 MN + 40m) +3 ++) MN ++ 0,0) 
— 29 ++? +28, +. +n)—6(nn + 
+ n,n,) — 49. 
Diejenige Kurve, die der Ort der Berührungspunkte von Flächen 
zweier allgemeiner Büschel n,'* und n,‘" Ordnung ist, hat die Ord- 


302 
nung”) mn? +2) + Alm —2n, — 2n,) 

300) L. Oremona, Preliminari, n. 106, 113 = Opere 2, p. 359, 363—364 ; 
Grundzüge, p. 109, 114—115; A. V. Bäcklund, Svenska Vet.-Ak. Handlingar 9 
(1870), Nr. 9; R. Sturm °°) 3, p. 410—416; Salmon-Fiedler, Raumgeometrie 2, p. 609; 
@. A. v. Peschka®?) 2, p. 336—341; @. B. Guccia®?), p. 330—334. 

Über die Jacobische Kurve eines Bündels siehe noch @. B. Guccia, Teoria. 
delle superficie p, e delle curve gobbe A, relative a un fascio di superficie e 
sue applicazioni, Palermo 1895 (lith.); ferner L. Lo Monaco- Aprile, Palermo Rend. 
12 (1898), p. 141; 18 (1903), Fußnote zu p. 9, wo u. a. eine ‚Konstruktion der 
Jacobischen Kurve eines Bündels wiedergegeben ist, die @. B. Guccia in den 
Vorlesungen 1896—1897 zu Palermo angegeben hatte. 

Für ein Bündel mit gewöhnlichen mehrfachen Basispunkten und Basiskurven 
wurde die Jacobische Kurve von M. Pannelli, Giorn. di mat. (2) 10 (1903), p. 97; 
(2) 11 (1904), p. 197; (3) 8 (1917), p. 83, studiert, der Palermo Rend. 20 (1905), 
p. 160, die Ergebnisse zur Lösung abzählender Probleme über die Bündel an- 
wandte. Siehe auch M. Stuyvaert, Palermo Rend. 18 (1904), p. 294; Liege M&m. 
(3) 7 (1907), Nr. 2, p. 50— 56. 

301) L.Oremona, Grundzüge, p.119 = Opere 3, p. 206—207; @. A.v. Peschka®?), 
2, p. 348—349; G@. B. Guccia®®), p. 337—339; M. Stuyvaert, Palermo Rend. 1& 
(1904), p. 294; Liege Me&m. (8) 7 (1907), Nr. 2, p. 56—57. 

302) C. Segre, Torino Atti 31 (1896), p. 497; C. Mineo, Palermo Rend. 17 
(1903), p. 297; M. Stuyvaert, id. 18 (1904), p. 294; Liege Mem. (3) 7 (1907), 
Nr. 2, p. 58—60. Die Ordnung der Kurve war schon von E. de Jonquires, J. de 
math. (2) 7 (1862), p. 411, angegeben worden. 

Über dieselbe Kurve, wie auch über andere Kurven und Flächen, die Orte 
der Berührungspunkte von Flächen zweier linearer Systeme sind (z. B. über den 
Ort der stationären Berührungen zwischen einer Fläche eines Büschels und einer 
Fläche eines Bündels) siehe noch Th. Moutard'!°%); J. N. Bischoff, J. f. Math. 61 
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und das Geschlecht 
rt — 25 tn: + nn) — 4ldn, +4, — 3)] 
+2nn —1. 

53. Kurven, deren Tangenten einem gegebenen Strahlenkom- 
plex, insbesondere einem linearen oder tetraedralen angehören. 
Sind x,y,2 die kartesischen Koordinaten eines Punktes des Raumes, 
so gehört nach $. Lie®®®) zu jedem Linienkomplex eine vollständig 
bestimmte „Mongesche Differentialgleichung“ [IT A 5 (E. v. Weber), 
Nr. 32] von der besonderen Form 
(1) Rlydz— zdy, ede— ade, ady— yda, da, dy, de)—=0, 
deren erste Seite homogen in den sechs Argumenten der Funktion 
2% ist. Die Geraden des Komplexes sind die 0° geradlinigen Integral- 
kurven der Gleichung. Umgekehrt definiert jede Gleichung vom Ty- 
pus (1) einen Linienkomplex. Die nicht-geradlinigen Integralkurven 
von (1) sind die Kurven, deren alle Tangenten dem betrachteten Kom- 
plex angehören, und deshalb Komplexkurven genannt werden. 

Wenn P ein beliebiger Punkt einer Komplexkurve ist und £ die 
Tangente in ihm, so ist die Schmiegungsebene der Kurve in P die- 
jenige Ebene, die den Komplexkegel mit P als Scheitel längs t 
berührt. 

a) Wenn der Komplex linear ist, so wird (1) eine (spezielle) 
Pfaffsche Gleichung; und die allgemeinen Gleichungen aller algebra- 
ischen und nicht-algebraischen Komplexkurven können ohne Integra- 
tion gefunden werden.°%) 

Für diese Kurven siehe IIIC'8 (X. Zindler), Nr. 11. Hier fügen 
wir, um keine Wiederholungen zu machen, nur noch einige Ergän- 
zungen hinzu.?®®) 


(1862), p. 369; A. V. Bäcklund®°®) und Tidsskr. for Math. (4) 2 (1878), p. 97; 
W. Spottiswoode, London Phil. Trans. 167 (1877), p. 351 [Auszug London Royal 
Soc. Proc. 26 (1877), p. 226]. Siehe auch @. A. v. Peschka®®), 2, p. 330—335; 
L. Lo Monaco- Aprile, Palermo Rend. 18 (1903), p. 1, 164; G. Aguglia, ebenda 
20 (1905), p. 304; 21 (1905), p. 307. 

303) Christiania For. i Vidensk. Selsk. 1871, p. 57, 182; Math. Ann. 5 (1871), 
p: 145; 8. Lie — @. Scheffers, Geometrie der Berührungstransformationen 1, Leipzig 
1896, p. 248ff. (Kap. 7). Vgl. auch C. M. Jessop ''®), p. 326 ff. 

304) E. Picard, These, Paris 1877 — Ann. Ee. Norm. (2) 6 (1877), p. 329; 
Ausz. Paris C. R. 84 (1877), p. 229. Siehe außerdem S. Lie — @. Scheffers >°>), 
p- 177—238; @. Koenigs, Legons de Cin&matique, Paris 1897, p. 429—433; 0. M. 
Jessop ''?), p. 47—50; E. Vessiot, Legons de geomätrie sup6erieure, 2. &d., Paris 
1919, p. 286; E. Picard°®*), p. 436—437, 475480. 

305) Vgl. noch @. Loria, Curve sghembe speciali algebriche e trascen- 
denti 2, Bologna 1925, p. 9—22; Giorn. di mat. (3) 16 (1925), p. 101; ferner 
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In seinen Untersuchungen über die Differentialinvarianten der 
Raumkurven (Nr. 15) und über die Invarianten der Differentialglei- 
chungen 4. Ordnung hat @. Halphen?”) die Differentialgleichung der 
Kurven, die einem linearen Strahlenkomplex angehören, angegeben. 
Man kann sie geometrisch deuten, indem man sagt?””): wenn die 
Tangenten einer Raumkurve R einem linearen Komplex angehören, 
so fällt in einem beliebigen Punkte von R die Hauptebene (siehe 
Nr. 10 und speziell Anm. 52) von R und ihrer oskulierenden kubi- 
schen Raumkurve (d. h. derjenigen kubischen Raumkurve, die mit R 
in jenem Punkte eine Berührung 5. Ordnung hat) mit der Schmie- 
gungsebene zusammen; und umgekehrt. Diese Eigenschaft ist äqui- 
valent der anderen?®): projiziert man R aus einem ihrer Punkte 
P auf eine Ebene, so hat die Projektion der Kurve in der Projektion 
von P einen sextaktischen Punkt (und dual hat der Schnitt der 
Tangentenfläche von R mit der Schmiegungsebene von R in P einen 
sextaktischen Punkt) [IIC4 (L. Berzolari), Nr. 34].?°°) 


Nach @. Halphen°"°) liegt jede anharmonische Kurve (d.i. W-Kurve, 
siehe Nr. 58), deren Tangenten einem linearen Komplex angehören, 
auf einer Fläche 2. Grades, und dual ist sie Rückkehrkante einer ab- 
wiekelbaren Fläche, die einer anderen Fläche 2. Grades umschrieben 
ist (die mit der ersten die Seiten eines windschiefen Vierseits gemein 
hat). Umgekehrt ist jede Kurve, die auf einer Fläche 2. Grades liegt 
und deren Tangenten einem linearen Komplex angehören, eine anhar- 
monische Kurve. 


Nach einem Theorem, das @. Darboux in Vorlesungen vom Jahre 


G. Gherardelli, Unione mat. ital. Boll. 5 (1926), p. 120, wo das Geschlecht solcher 
Kurven studiert wird. 5 

Rationale Kurven im linearen Strahlenkomplex (oder auf einer Fläche 
2. Grades), besonders der Ordnung 4, 5 und 6, betrachtet Ch. Michel, Nouv. 
Ann. de math. (4) 7 (1907), p. 539; E. Study, Math. Ann. 88 (1923), p. 215; 89 
(1923), p. 319; H. Mohrmann, Math. Ann. 89 (1923), p. 315. 

306) J. Ec. Polyt. 47 (1880), p. 8 = Oeuvres 2, p. 359; Acta math. 3 (1883), 
p. 332 = Oeuvres 3, p. 469; vgl. auch E. J. Wilezynski, Amer. math Soc. Trans. 
6 (1904), p. 116; Projective differential Geometry of curves and ruled surfaces, 
Leipzig 1906, p. 273—277; @G. Sannia’®), lith. Arbeit, p. 11; Ann. di mat. (4) 1 
(1923), p. 7. 

307) G. Halphen, J. Ec. Polyt. 47 (1880), p. 29 = Oeuvres 2, p. 378—379. 

308) @. Halphen, a. a. O., p. 85—86 — Oeuvres 2, p. 430—431. 

309) Vgl. auch E. J. Wilezynski, zweites Zitat in °°%), p. 243—255, 267 
bis 272. 

310) Acta math. 3 (1883), p. 342—343, 351 = Oeuvres 3, p. 479—480, 487. 
Vgl. E. J. Wilezynski®”), p. 281—282. 
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1880—81 an der Sorbonne in Paris®!!) auseinandergesetzt hat, kann 
die Untersuchung der rationalen Raumkurven gegebener Ordnung n, 
deren Tangenten einem linearen Komplex angehören, auf die Bestim- 
mung zweier Büschel binärer Formen n‘* Ordnung mit gemeinsamer 
Jacobischer Determinante zurückgeführt werden. Genauer: haben die 
beiden Büschel binärer Formen n‘* Ordnung 


wf(A) + uf(A), MA) u,fı(A) 


dieselbe Jacobische Determinante, so gehört die rationale Raumkurve, 
die in Parameterform durch die Gleichungen 

(2) 0%; = fi(A) G=1,2,5,4) 
dargestellt ist, einem linearen Komplex an. CO. Stephanos®'?), der das 
Darbouxsche Theorem reproduziert hat, hat ihm die folgende geo- 
metrische Form gegeben: wenn die Tangenten einer rationalen Raum- 
kurve3!?) die eine gegebene Gerade treffen, notwendig eine zweite Ge- 
rade schneiden, so gehören sämtliche Tangenten der Kurve einem 
linearen Komplex an; und er hat daraus gefolgert, daß umgekehrt, 
wenn sämtliche Tangenten der rationalen Kurve (2) einem linearen 
Komplex angehören, das lineare Formensystem 


u„hAtwhrt+t ht uf 


die Eigenschaft hat, daß die verschiedenen in ihm enthaltenen Büschel 
paarweise dieselbe Jacobische Determinante haben.) 

Besondere rationale Raumkurven, die in linearen Komplexen 
liegen, in Nr. 58 und 60. 

Wegen der Beziehung der Raumkurven in linearen Komplexen zu 
den Minimalkurven vgl. Nr. 72. 

b) Nach $. Lie?) kann die Mongesche Gleichung eines tetra- 
edralen Komplexes (d. h. des Ortes der Geraden, die die vier Ebenen 

311) G. Darboux, Paris C. R. 94 (1882), p. 1108 = Ann. Ec. Norm. (3) 7 
(1890), p. 332; Prineipes de geometrie analytique, Paris 1917, p. 165—166. 

312) Paris M&m. pres. par divers savants 27 (1881), Nr. 7 [Auszug Paris 
C.R. 93 (1881), p. 994], p. 53—56. 

313) CO. Stephanos, a. a. O., Fußnote zu p. 54, bemerkt, daß diese Eigen- 
schaft alle Raumkurven, rationale und nicht-rationale, charakterisiert, die einem 
linearen Komplex angehören. 

314) Die Punktgruppen, die auf der Kurve durch die Formen zweier solcher 
Büschel dargestellt sind, werden durch zwei Ebenenbüschel bestimmt, deren 
Axen reziproke Polaren in bezug auf den linearen Komplex sind. 

315) Gött. Nachr. 1870, p. 53; 8. Lie — @. Scheffers®°®), p, 311—411. Vgl. 
auch ©. M. Jessop''), p 128—129. Über die Kurven eines tetraedralen Kom- 
plexes siehe IIID4 (@. Scheffers), Nr. 35, 36; ferner G. Loria, Curve sghembe 
speciali algebriche e trascendenti 2, Bologna 1925, p. 23—26. 
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eines Tetraeders unter konstantem Doppelverhältnis schneiden) [III C 8 
(K. Zindler), Nr. 39] geschrieben werden in der Form: 


(3) (b— c)adyde + (c— ayydzdz + (a — b)zdedy—=0, 

wo a,b,c beliebige, aber nicht alle gleich Null, Konstanten sind. 
Das Tetraeder hat zu Ebenen die Koordinatenebenen und die unend- 
lichferne Ebene, und das konstante Doppelverhältnis hat den Wert 


Wenn längs einer Komplexkurve das Verhältnis = : = nicht 


konstant ist, so ergeben sich als Gleichungen einer solchen Kurve die 
folgenden: 


(4) lgı = 





Fi) dt Er eRad Fit) dt 
a+t’ logy— b+t’ 8: IE c+t 
wo Ft) eine willkürliche Funktion des Parameters £ ist. 

Im entgegengesetzten Falle sind gemäß der @l. (3) sämtliche 


u dx dy d 
Verhältnisse der =, win ; ui längs einer Komplexkurve konstant, und 
man kann setzen dx .dy de a | 
a 


wo «a, ß, y drei Konstante sind, die miteinander durch die Beziehung 
B-Oa+l—)B+(a—b)y—0 

verknüpft sind. 

In diesem Falle sind die gesuchten Kurven dargestellt durch 

Wr A:BLO, 

wo A,B,C beliebige Konstanten sind. Es handelt sich'um die Kurven 
des tetraedralen Komplexes, die eine kontinuierliche Gruppe projek- 
tiver Transformationen zulassen, bei denen das Tetraeder invariant 
bleibt: es sind also W-Kurven (Nr. 58). 

Fügt man in den Gleichungen (4) den zweiten Seiten drei will- 


kürliche Konstanten hinzu, so erhält man, für jede Funktion Ft), 


eine Gattung von ©o®Komplexkurven. Wählt man speziell F'(t) = n : 


wo m eine Konstante ist, so ergibt sich die Kurve, die durch zwei 
Gleichungen der Form 

Ax" + B"+0"+D=-0, A +Byr+C-+D—=0 
dargestellt wird; sie gehört zur Kategorie der Kurven, die nach J. de 
la Gournerie?'°) tetraedralsymmetrisch heißen. Derartige Kurven sind 
BUND, falls m (positiv oder negativ) rational ist. 


316) Recherches sur les surfaces r&ögldes tetraßdrales symötriques, Paris 
1867, p. 225ff. Siehe außerdem V. Jamet, Ann. Ec. Norm. (3) 4 (1887), Suppl.; 
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Andere Beispiele von Kurven eines tetraedralen Komplexes, spe- 
ziell algebraische oder sogar rationale, findet man in 8. Lie— @. Scheffers.?”) 
Einige Klassen solcher algebraischer Kurven hat J. Eiesland®'’) ge- 
funden, auf Grund der Formeln (4) unter Verwendung funktionen- 
theoretischer Betrachtungen, speziell der Theorie der ausgearteten 
Abelschen Integrale. 

Über die Beziehungen, die mittels einer logarithmischen Abbil- 
dung zwischen den Minimalkurven und den Kurven eines tetraedralen 
Komplexes aufgestellt werden können, siehe IIID4 (@. Scheffers), 
Nr. 35. 

Besondere algebraische, speziell rationale Kurven im tetraedralen 
Komplex findet man in Nr. 57, 59 und 61. 


54. Rationale Raumkurven, Vorläufige Eigenschaften; Fragen 
abzählender Natur. Einige allgemeine Eigenschaften der rationalen 
ebenen Kurven bestehen auch für die rationalen Kurven im Raum von 
drei oder mehr Dimensionen. Nennt man rational eine algebraische 
Raumkurve, die in birationale Beziehung zu einer Geraden gesetzt 
werden kann, so fallen die irreduziblen Raumkurven vom Geschlecht 
Null mit den rationalen Kurven zusammen. 

Wenn man für die homogenen projektiven Koordinaten eines 
Punktes des Raumes die Formeln 


4) 0%; — f;(R) (=1,2,3,4) 
setzt, wo die /, ganze rationale Funktionen des Parameters A ohne 
gemeinsamen Faktor sind und o einen Proportionalitätsfaktor bedeutet, 
so ist die von dem variablen Punkte A beschriebene Kurve rational°"®); 


@. Fouret, Soc. math. de France Bull. 20 (1892), p. 60; A. Demoulin, Paris C. R. 
115 (1892), p. 280; 124 (1897), p. 1077; R.Goormachtigh, Paris ©. R. 167 (1918), 
p. 751; C. Servais, Nouv. Ann. de math. (4) 19 (1919), p. 456; @. Loria®'®), 2, 
p- 1—9. 

317) Palermo Rend. 36 (1913), p. 233; Auszug Amer. math. Soc. Bull. (2) 
19 (1913), p. 287. 

318) Die erste Betrachtung der rationalen Raumkurven von diesem Ge- 
sichtspunkte aus ist von A. F. Moebius’?), Kap. VII = Werke 1, p. 116ff., ge- 
geben worden. 

Die erste Raumkurve, von der man Notiz genommen hat, ist eine ratio- 
nale Kurve, und zwar eine Kurve 4. Ordnung mit Doppelpunkt. Sie ist der 
Schnitt eines Rotationskegels mit einem Rotationszylinder, der durch den Scheitel 
des Kegels hindurchgeht; sie wurde ersonnen von Archytas von Tarent (etwa 
380 v. Chr.), um das Delische Problem der Verdoppelung des Würfels zu lösen. 
Siehe P. Tannery, Bordeaux M&m. Soc. sc. phys. nat. 2 (1878), p. 277 —= Mem. 
scient. 1, Paris 1912, p. 58; @. Loria, Le scienze esatte nell’ antica Grecia, 
2. Aufl., Milano 1914, p. 102—105; °!°), 1, Bologna 1925, p. 197—198. Ein Stu- 
dium solcher Kurven mit vielen historischen Notizen findet man bei F\. J. Oben- 


...2 0.4. 
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und man kann immer voraussetzen, eventuell nach Anwendung einer 
rationalen Parametertransformation, daß die Korrespondenz zwischen 
den Werten des Parameters und den Punkten der Kurve eine wechsel- 
weise eindeutige ist. Siehe IIIC4 (L. Berzolari), Nr. 24, Anm. "2, 

Ausgehend von der Darstellung (1), hat A. Brill®®) in Determi- 
nantenform die Bedingung dafür ausgedrückt, daß eine rationale Raum- 
kurve einen Doppelpunkt hat, und die quadratische Gleichung an- 
gegeben, deren Wurzeln in einem solchen Falle die beiden Parameter 
des Doppelpunktes sind.’?°) 

Die abzählenden Fragen über die Ordnung der Regelfläche der 
Trisekanten, die Anzahl der Quadrisekanten, die Anzahl der dreifachen 
Tangentialebenen usw. ergeben sich für eine. allgemeine rationale 
Raumkurve mittels der Formeln der Nrn. 17, 19, 23, 24 und 25, wenn 


man setzt Ku In Be 1) (n E 2); 


sie sind von verschiedenen Autoren direkt gewonnen, sei es mittels des 
Korrespondenzprinzips, sei es auf Grund der Parameterdarstellung.:?!) 


rauch, Monatsh. Math. Phys. 14 (1903), p. 187. Eine Darstellung mit der Monge- 
schen Methode hatte schon V. Flauti, Geometria di sito piano e nello spazio, 
2. Aufl., Napoli 1821, p. 173—175 gegeben. — Die Alten haben auch eine rationale: 
Raumkurve der Ordnung 10 gekannt, nämlich die sogenannte Spirale des Pappus: 
siehe @. Loria, Arch. Math. Phys. (3)-12 (1906), p. 45. 

319) Math. Ann. 3 (1871), p. 456. 

320) Als Anwendungen von abzählenden Theoremen über die Involutionen in 
den Grundgebilden erster Stufe hat F. Deruyts, Belg. Bull. (3) 36 (1898), p. 194 
verschiedene Theoreme über die Anzahlen der Raumkurven 3.-tind 4. Ordnung 
gegeben, die durch gegebene Punkte hindurchgehen, und eine gegebene ratio- 
nale Raumkurve in verschiedenen oder nicht verschiedenen Punkten begegnen; 
außerdem a. a. O., p. 553 Theoreme über ein- und umgeschriebene Polygone. 
Andere ähnliche Anwendungen gab L. Godeaux, M&m. Soc. Hainaut (6) 9 (1907). 

J. de Vries, Amsterdam Versl. (4) 11 (1903), p. 762 hat den Komplex vom 
Grade (2n — 3)(p — 1) betrachtet, der von den Geraden gebildet wird, welche 
die Tangentenpaare einer rationalen Raumkurve der Ordnung n treffen, die einer: 
und derselben Gruppe einer zwischen den Tangenten der Kurve bestehenden 
Involution der Ordnung p angehören. 

©. F'. Craig, Amer. math. Soc. Bull. (2) 19 (1913), p. 506 hat gewisse rationale 
Regelflächen betrachtet, die mit einer rationalen Raumkurve verknüpft sind. 

W. de Tannenberg, Paris C. R. 165 (1917), p. 624, 783, hat die Bestimmung 
von sphärischen rationalen Kurven untersucht, deren Ordnung paar ist. 

Nach L. Godeaux, Nieuw Arch. voor Wiskunde (2) 11 (1914), p. 88 besitzt: 
die allgemeinste Fläche der 4. Ordnung, die durch eine rationale Raumkurve der 
Ordnung 2n (mit n<4) hindurchgeht, keine birationale Transformation in sich. 

321) Siehe die Zitate in Anm. 85). Außerdem L. Saltel, Paris C. R. 80 
(1875), p. 1324; Em. Weyr, Wien. Ber. 79 (1879), p. 680; M. Genty, Soc. math. 
de France Bull. 20 (1892), p. 106; W. Fr. Meyer, Monatsh. Math. Phys. 4 (1893), 
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Em. Weyr?”) hat die beiden folgenden Theoreme gegeben. Wenn 
eine rationale Raumkurve der Ordnung n eine (n — 2)-fach schnei- 
dende Gerade besitzt, deren Stützpunkte, genommen auf der Kurve 
denselben Punkten, genommen auf der Geraden projektiv entsprechen, 
so besitzt die Kurve noch eine (a — 1)-fach schneidende Gerade. 
Besitzt die Kurve eine (n — 1)-fach schneidende Gerade, deren Stütz- 
punkte den Bedingungen des vorhergehenden Theorems genügen, so 
liegt die Kurve auf einer Fläche 2. Grades, deren sämtliche Erzeugende 
einer Schar (n — 1)-fach schneidende Geraden sind. 


Sind eine Gerade a, s beliebige Punkte (mit s<) und 


3n — 2s + 1 Gerade b gegeben, die sämtlich « schneiden, aber unter- 
einander windschief sind, so gibt es nach MM. Noether°?°) eine einzige 
Kurve der Ordnung », die durch die s Punkte hindurchgeht, a inn — 1 
und jede der Geraden b in einem Punkte schneidet. 


55. Beziehungen zur Theorie der Kombinanten und der Apo- 
larität. Mit der Darstellung (1) der vorigen Nr. sind wichtige Eigen- 
schaften der rationalen Raumkurve R der Ordnung r in Beziehung zur 
Theorie der Kombinanten und der Apolarität für Systeme binärer 
Formen verknüpft [vgl. IB2 (W. Fr. Meyer), Nr. 24]. 

In der Tat sind sämtliche geometrischen Figuren (Punktgruppen, 
Kurven, Flächen, Strahlenkomplexe, ... .), die invariant mit einer 
solehen Kurve verbunden sind, darstellbar durch Nullsetzen von bi- 
nären simultanen Invarianten und Kovarianten einer endlichen Anzahl 
solcher Formen, der sogenannten elementaren Kombinanten.°*) Es 


p- 229, 331; Auszug Math. Ann. 43 (1893), p. 286; R. Sturm ®®), 1, p. 348; Salmon- 
Fiedler, Raumgeometrie 2, p. 111—112, 662—663. Abzählende Theoreme metri- 
scher Natur in Anm. 289). 

322) Lomb. Ist. Rend. (2) 15 (1882), p. 250; Prag Ber. 1882, p. 158. 

323) Math. Ann. 3 (1870), p. 180. Für s=0 erhält man das Theorem von 
Maria del Re, Esercitazioni mat. del Circ. mat. di Catania 3 (1923), p. 165. Für 
n = 2 schon bei A. Clebsch, Math. Ann. 1 (1868), p. 258—260. 


Nach Em. Weyr, Wien Ber. 85 (1882), p. 842, kann man durch 
P+YP+9P+3) 
6 





— 3 Punkte, von denen r auf einer rationalen Kurve 


np r—D)np— r— 





der Ordnung n liegen, 2) Kurven der Ordnung p® legen, 


2 
die der Durchschnitt von zwei Flächen der Ordnung p sind, und die betrachtete 
Kurve noch in zwei Punkten schneiden. 

324) Für die ebenen rationalen Kurven siehe W. Groß, Diss. Tübingen 1887 
(Stuttgart 1887); Auszug Math. Ann. 32 (1888), p. 136, wo von einem von A. Brill 
in einer Tübinger Vorlesung vom Winter 1885—86 entwickelten Gedanken aus- 
gegangen wird [vgl. auch W. Fr. Meyer, Math. Ann. 29 (1887), Anm. auf p. 455]; 
aber die Resultate lassen sich ohne weiteres auf Räume von 3 und mehr Dimen- 
sionen ausdehnen. 
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gibt so durch ungeränderte oder einfach, zweifach, dreifach geränderte 
Determinanten dargestellte elementare Kombinanten, je nachdem sie 
nur die binären Variablen oder auch die Koordinaten von Punkten, 
Geraden, Ebenen enthalten. 

Um diese Kombinanten zu erhalten, kann man zwei Hauptwege 
einschlagen: 

a) Man betrachtet die Determinante 4. Ordnung 

Ir am) RAN) RAN) AP), (= 1,2,3,4) 
die mit den Parametern A®, 49, 49, 4® von 4 Punkten der Kurve 
gebildet ist, und diejenigen, die sich daraus ergeben, daß man in eine, 
zwei oder drei Horizontalreihen Punktkoordinaten substituiert. Man 
erhält so vier direkte erzeugende Funktionen G@, G,, Gs, @,, deren 
erste drei, dividiert durch die Differenzen A — 40), Quotienten G’, G,, 
G, geben, die, nach Potenzen jener Differenzen entwickelt, die ele- 
mentaren Kombinanten liefern. 

b) Das vorhergehende Verfahren wird, anstatt auf die /,, auf 
die zu f, binären apolaren Formen angewendet, deren es 00””* gibt. 
Drückt man die erzeugenden Funktionen, auf die man auf solche 
Weise geführt wird, mittels der Koeffizienten der f, aus, so er- 
hält man indirekte erzeugende Funktionen T', T,, I,, I5,, die n —3, 
n—2,n— 1, n Reihen binärer Variabler enthalten. Dividiert man 
die drei ersten durch die Differenzen A® — AU) und bezeichnet die 
Quotienten mit I”, T/, T}, so ergeben ihre Entwicklungen nach Po- 
tenzen jener Diferanen aufs neue die elementaren Kombinanten der 
Kurve R. ; 

Das Nullsetzen von @’, G), @G, und von @ hat eine einfache geo- 
metrische Bedeutung: es ergibt die Bedingung dafür, daß vier Punkte 
von R in einer Ebene liegen, oder die Gleichung der Ebene durch 
drei Punkte von R, oder die Gleichung des speziellen linearen Kom- 
plexes, dessen Achse zwei Punkte von R verbindet, oder die Gleichung 
eines Punktes von R. 

Die geometrischen Bedeutungen von I”, T,, T, and T, hängen 
mit gewissen auf R existierenden Involutionen zusammen. 

Man nennt Fundamentalinvolution von R die Involution der Ord- 
nung » und der Stufe n — 4, deren Punktgruppen apolar zu sämt- 
lichen in einer Ebene gelegenen Punktgruppen von R sind (für n — 4 
reduziert sie sich auf eine einzige Punktgruppe, nämlich die Gruppe 
der Berührungspunkte der stationären Ebenen: s. Nr. 59).°”) Sie ist 


325) Wegen der Eigenschaft, daß die Kombinanten des linearen oo@-Systems, 
das durch d + 1 binäre Formen der Ordnung n (n > d) bestimmt ist, mit den- 


a ee eh Me ee 
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auch in den Hyperräumen von W. Stahl??®) und L. Berzolari®?”) be- 
trachtet worden, die ferner gezeigt haben, wie man zu ihr auch mit 
Hilfe der sogenannten Oskulanten gelangt. Dies sind diejenigen ratio- 
nalen Kurven der Ordnungen n— 1, n —2,..., 2, 1, für die die 
Koordinaten des laufenden Punktes die reinen oder gemischten Po- 
laren von f,, ..., fi sind. Eine reine Oskulante in bezug auf einen 
Punkt P von R hat mit der Kurve R den Punkt P, die zugehörige 
Tangente und die zugehörige Schmiegungsebene gemein; sie hat mit 
jeder Tangente der Kurve R einen Punkt gemein, derart, daß sie per- 
spektiv bezogen auf das System dieser Tangenten erscheint. ??®) 

Damit von einer Homographie, welche zwischen den Punkten 
zweier rationaler Raumkurven R und R’ derselben Ordnung stattfindet, 
eine Kollineation bestimmt sei zwischen ihren Räumen, die R in R’ 
überführt, ist notwendig und hinreichend, daß die Homographie die 
Fundamentalinvolution von R in diejenige von R’ überführt. °?°) 

L. Berzolari??’) hat auch die Involutionen der Ordnung n» und 
Stufe n— 3, n— 2, n— 1 betrachtet, deren Gruppen apolar sind 
zu den Gruppen der Schnittpunkte von R mit den Ebenen eines 
Bündels, oder eines Büschels oder mit einer einzigen Ebene, welche 
Involutionen sämtliche Gruppen der Fundamentalinvolution enthalten. 
Er hat auch diese Involutionen mit Hilfe der Oskulanten konstruiert, 
und gezeigt, wie diese und die Fundamentalinvolution durch Projek- 
tionen und Schnitte aus der rationalen Normalkurve eines Raumes 
von n Dimensionen gewonnen werden können, deren Projektion die 
Kurve R ist.°®%) 
jenigen des linearen 00” "d-1-Systems zusammenfallen, das zu dem ersten apolar 
ist, siehe A. Brill, Math. Ann. 4 (1871), p. 530; 20 (1882), p. 335; (©. Stephanos ®'?), 
p. 17; Ann. Ee. Norm. (3) 1 (1884), p. 347; W. Fr. Meyer*®), p. 39. 

326) J. f. Math. 101 (1886), p. 300, und vor allem J. f. Math. 104 (1887), p. 38. 

327) Ann. di mat. (2) 21 (1892), p. 1. 

328) Wegen der Bildung dieser Oskulanten siehe E. Study, Leipz. Ber. 38 
(1886), p. 3; St. Jolles, Die Theorie der Oskulanten und das Sehnensystem der 
Raumkurve IV. Ordnung II. Spezies, Aachen 1886; dem zweiten von ihnen ver- 
dankt man den Namen Oskulanten. Für die Raumkurven 4. Ordnung 2. Art (Nr. 59) 
siehe auch W. Stahl, J. f. Math. 101 (1885), p. 73; und für die hyperräumlichen 
Kurven @. Marletta, Palermo Rend. 25 (1908), p. 386. 

329) @. Marletta, Palermo Rend. 19 (1904), p. 105; 21 (1905), p. 194. 

330) Siehe 327), wo eine rationale Kurve in einem Raume beliebiger Di- 
mension betrachtet wird. Für den Fall einer ebenen Kurve 3. Ordnung oder einer 
Raumkurve 4. Ordnung 2. Spezies schon früher Lomb. Ist. Rend. (2) 25 (1892), 
p- 1025, und Ann. di mat. (2) 20 (1892) p. 134. Für den ersten der beiden Fälle 
vgl. auch W. Stahl, J. f. Math. 104 (1887), p. 38; für den zweiten Fall E. Study °*®) 
und W. Stahl, a. a. O., p. 40. 

331) Hierüber siehe auch E. Bertini'), 1. Ausg., p. 282—3; 2. Ausg., p. 353—4. 
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Dies vorausgesetzt, ergibt sich®®?), daß die Gleichungen I” = 0, 
T;=0, T,=0 und I,—= 0 die Fundamentalinvolution und die drei 
vorhergehenden Involutionen der Stufen n — 35, n — 2, n— 1 dar- 
stellen, d. h. sie drücken die Bedingungen dafür aus, daß n —3,n — 2, 
n—1, n Punkte der Kurve R einer und derselben Gruppe jener Invo- 
lutionen angehören. 

Die Apolarität zwischen binären Formen erlaubt auch in ein- 
facher Weise die Bedingung dafür auszudrücken, daß eine rationale 
Raumkurve der Ordnung » oo!(n — 1)-fache Sekanten aufweist. Sie 
besteht darin, daß eine binäre Form (2» — 4). Ordnung existieren 
muß, die apolar ist zu allen Gruppen von » Punkten der Kurve, die 
in einer Ebene liegen.°”®) 


56. Erzeugung rationaler Raumkurven. Mit den algebraischen 
Prozessen der vorigen Nummer steht in enger Verbindung die Erzeu- 
gung einer rationalen Raumkurve n‘* Ordnung als Ort der Schnitt- 
punkte entsprechender Schmiegungsebenen dreier projektiv aufeinander 
bezogener rationaler Raumkurven, oder der Schnittpunkte der Schmie- 
gungsebenen einer rationalen Raumkurve mit den entsprechenden Er- 
zeugenden einer auf die Kurve projektiv bezogenen rationalen Regel- 
fläche, mithin die Aufsuchung der zur gegebenen Kurve perspektiven 
rationalen Ebenengewinde und Regelscharen, bei denen die Ebenen oder 
Strahlen durch die entsprechenden Kurvenpunkte hindurchgehen .’*) 

So ergibt sich nach A. Brill ®*), daß die allgemeine rationale Raum- 
kurve von der Ordnung n durch die Schnittpunkte entsprechender 
Ebenen von drei eindeutig aufeinander bezogenen rationalen Ebenen- 


. . .. . . . n 

gewinden niederer Klasse erzeugen läßt, nämlich dreier der Klasse 77. 
. n— 2 & N ai R 

oder einer der Klasse —,—- und zweier der Klasse er ‚ oder zweier 


n—1 . N BES 
der Klasse —,— und einer der Klasse =; je nachdem n von der 


Form 3u, 3u — 1 oder 5u — 2 ist.?®°) 


332) L. Berzolari°®®). 

333) W. Fr. Meyer *°), p. 368. Vgl. auch W. Stahl, Math. Ann. 40 (1891), 
p. 8; L. Berzolari, Rom Mem. Acc. Line. (4) 7 (1893), p. 336, Anm. 

334) Darüber siehe A. Brill, Münchner Ber. 1885, p. 276 — Math. Ann. 36 
(1890), p. 230; R. Schumacher, Math. Ann. 38 (1890), p. 304; W. Stahl, Math. 
Ann. 40 (1891), p. 1, bei deren letzten auch die Fälle von rationalen Kurven 
von den Ordnungen 3 bis 10 besonders studiert sind. Von mehr geometrischem 
Gesichtspunkt aus siehe C. Segre, Torino Atti 21 (1885), p. 95, der übrigens auf 
ähnlichem Wege das Problem der projektiven Erzeugung einer Raumkurve auch 
für Kurven von beliebigem Geschlecht p gelöst hat: siehe die Zitate in Anm. *'9. 

Über die Raumkurven, die perspektive Kegel 2. Ordnung zulassen, siehe 
R. Sturm®?), 2, p. 343—6. 

335) Ein von dem vorhergehenden wesentlich verschiedenes Verfahren zur 
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57. Rationale Raumkurven mit vier Hyperoskulationspunkten. 
Man nennt Hwyperoskulationspunkt einer Raumkurve der Ordnung n 
einen einfachen Punkt derselben, deren Schmiegungsebene die Kurve 
im Punkte »-punktig berührt. Setzen wir voraus, daß die rationale 
Raumkurve R der Ordnung n die Maximalzahl, d. h. vier solcher 
Punkte besitze, die wir A,,..., A, nennen und voneinander verschie- 


den voraussetzen °®), während wir «,,..., @, die entsprechenden Schmie- 


gungsebenen nennen.°®”) 


Die Tangenten der Kurve gehören alle dem tetraedralen Komplex K 
an, dessen Fundamentaltetraeder «,«@,«,«, ist, und dessen absolute 
Invariante die absolute Invariante derjenigen binären biquadratischen 
Form ist, welche die Parameter der Punkte A,,..., A, zu Wurzeln 
hat.°8®) 

Die fundamentalen Eigenschaften der Kurve hängen von der Exi- 
stenz dreier gescharten Involutionen ab, die die Kurve in sich über- 
führen; diese sind je zu zweien vertauschbar, und eine jede von ihnen 
ist das Produkt der beiden andern. Man bezeichne mit r,, r,, r, die 
Geraden, die diejenigen Punktepaare von R verbinden, welche die 


Erzeugung ebener und gewundener rationaler Kurven hat @. Fouret, Paris C. R. 
101 (1885), p. 1241 gegeben. Sind im Raum n + 1 Punkte mit den Massen 
My, My, ..., m, gegeben, so beschreibt das harmonische Zentrum dieser Punkte 
in bezug auf eine innerhalb eines gegebenen Büschels veränderliche Ebene eine 
rationale Kurve der Ordnung n, die durch die gegebenen Punkte hindurchgeht. 
Die Kurve ist gewunden, wenn die gegebenen Punkte nicht in einer Ebene liegen. 
Umgekehrt kann jede rationale Kurve auf unendlich viele Weisen so erzeugt 
werden. i 

Ein anderes Verfahren zur Erzeugung rationaler ebener und gewundener 
Kurven findet man bei X. Antomari, J. de math. spec. 16 (1892), p. 220. 

336) L. Berzolari, Lomb. Ist. Rend. (2) 39 (1906), p. 419, hat bewiesen, daß 
für n > 4 notwendig und hinreichend ist, damit die rationale Raumkurve der 
Ordnung n mit vier n-punktig berührenden Ebenen unendlich viele (n — 1)-fache 
Sekanten aufweist, daß von diesen Ebenen höchstens zwei voneinander ver- 
schieden sind. 

337) Diese Kurven wurden studiert von G@. Marletta, Palermo Rend. 21 
(1906), p. 192; 24 (1907), p. 32; 25 (1908), p. 376; L. Berzolari, ebendort 22 (1906), 
p. 214; 24 (1907), p.1; E. Ciani, eb. 26 (1908), p. 315. Die beiden ersten Autoren 
haben auch die Ausdehnung auf die Hyperräume behandelt, der dritte hat die 
Gruppe der Kollineationen des Raumes betrachtet, die die Kurve in sich trans- 
formieren, vor allem auch, wenn die Gruppe der Punkte A, harmonisch oder 
äquianharmonisch wird. 

338) R. A. Roberts, London Math. Soc. Proc. (1) 14 (1882), p. 24; @. Mar- 
letta, Palermo Rend. 19 (1905), p. 108; 25 (1908), p. 385; L. Berzolari, ebenda 24 
(1907), p.2—3. Für n=4 s. E. Study°?”®); ein geometrischer Beweis bei 
F. Enriques und O. Chisini‘), 3, p. 220—221. 
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Punktepaare A, A, und A,A,, A,A, und A,A,, A, A, und 4,4, harmo- 
nisch trennen. Ist » gerade (aber nicht, wenn es ungerade ist), so 
sind diese Geraden Hauptsehnen (Nr. 23) von R.?®) Für gerades n 
sind die Achsen der drei Involutionen die Paare gegenüberliegender 
Kanten eines Haupttetraeders T, von dem r,, r,, r, Kanten sind, die 
entweder von derselben Ecke ausgehen oder in derselben Seitenfläche 
liegen, je nachdem » durch 4 teilbar ist oder nicht; für ungerades 
n hingegen sind die Achsen der drei Involutionen drei Paare von je 
' zwei zueinander harmonischen Erzeugenden einer Regelschar 2. Ord- 
nung, die zu Transversalen »,, r,, r, hat.?*°) 

Wenn man zu jedem Punkt des Raumes die drei durch die drei 
Involutionen zugeordneten Punkte aufsucht, so entsteht im einen wie 
im anderen Fall eine Involution & von der 4. Ordnung. Diese ent- 
hält oo! Gruppen, die zu R gehören, und bilden auf R die Involution J 
4. Ordnung, die durch die Gruppe der Punkte A, und ihre Hessesche 
Gruppe bestimmt ist. 

Ist n gerade, so sind die Tangenten an die Kurve in den Punkten 

einer beliebigen Gruppe von J hyperboloidische, und für die Fläche 
2. Grades, der sie angehören, ist das Haupttetraeder 7 ein Poltetra- 
eder.’*!) 
L. Berzolari**') zeigte auch, wie die Untersuchung der Kurve 
für gerades » mit der Konfiguration, die aus zwei (desmischen) vier- 
fach perspektiven Tetraedern besteht, und für ungerades n mit der 
Kummerschen Konfiguration [hierüber siehe IT AB 5a (E. Steinitz), 
Nr. 8 und 11] zusammenhängt. e 

Wenn n gerade ist, so sind die Punkte einer beliebigen Gruppe 
von & Ecken eines dem Haupttetraeder 7 auf vier Arten perspek- 
tiven Tetraeders, und bei den oo! Tetraedern mit den Gruppen von J als 
Ecken werden die drei Paare gegenübeliegender Kanten von den drei 
Hauptsehnen getroffen. Ist n ungerade, so sind die Punkte einer 
beliebigen Gruppe von 2 die Ecken eines Tetraeders, das in bezug 
auf die Fläche 2. Grades, welche durch r,, r,, r, bestimmt wird, auto- 
reziprok ist. 

Unter den Gruppen von & sind diejenigen hervorzuheben, welche 
die Ecken von gewissen vier Tetraedern (A), (B), (C), (D) bilden. 


339) L. Berzolari, Palermo Rend. 24 (1907), p. 4; @. Marletta, ebenda 25 
(1908), p. 384. 

340) @. Marletta, Palermo Rend. 21 (1906), p. 198—199; L. Berzolari®°®), 
p: 10—13. 

341) L. Berzolari, Palermo Rend. 24 (1907), p. 1; @. Marletta, ebenda p. 32. 
Für n= 4 siehe E. Study °?*) und L. Berzolari, Ann. di mat. (2) 20 (1892), p. 160. 
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Das erste hat die Punkte A, zu Ecken; das zweite die Ebenen «, zu 
Seitenflächen. Die Ecken des dritten sind die Schnittpunkte der Tan- 
genten an R in den Punkten A, mit den entsprechenden gegenüber- 
liegenden Seitenflächen von (A); die Seitenflächen des vierten sind 
diejenigen Ebenen, welche aus denselben Tangenten die gegenüber- 
liegenden Ecken von (B) projizieren. Ist » gerade, so ist jedes der 
vier Tetraeder auf viererlei Art zu 7 perspektiv; ist n ungerade, so 
sind die Ecken und Seitenflächen der vier Tetraeder Punkte und Ebenen 
einer Kummerschen Konfiguration.*?) 


58. Algebraische W-Raumkurven. H. Mohrmann°*?) bestimmte (in 
einem Raum von r>2 Dimensionen) alle algebraischen sogenannten 
W-Kurven®*), d. h. alle irreduzibeln algebraischen Kurven, die eine 


342) Der Fall der kubischen Raumkurve (n = 3) wurde von L. Berzolari 
direkt geometrisch behandelt, Rom Line. Rend. (5) 16! (1907), p. 726. 

343) Math. Ann. 89 (1922), p. 260: Auszug Enseign. math. 23 (1923), p. 208. 
Siehe auch F\. Enriques und O. Chisini‘), 3, p. 203—211, 239— 251. 

344) Über die alg. und die nichtalg. W-Kurven der Ebene und des Raumes 
siehe IIID 4 (@. Scheffers), Nr. 13-20 und 85. Für die Ebene erscheinen solche 
Kurven schon bei ©. @. J. Jacobi, J. f. Math. 24 (1842), p. 1 = Werke 4, Berlin 
1886, p. 257, und zwar als Integralkurven gewöhnlicher Jacobischer Differential- 
gleichungen 1. Ordnung [II A 4b (E. Vessiot), Nr. 8]. Dann wurden sie betrachtet 
von @. Battaglini, Atti Acc. Napoli (1) 2 (1865), Nr. 19 = Giorn. di mat. (1) 4 
(1866), p. 174 [Auszug Napoli Rend. 1865, p. 226]; von A. Olebsch und P. Gordan, 
Math. Ann. 1 (1868), p. 359; für die Ebene und für den Raum vor allem von 
F. Klein und $. Lie, Paris C. R. 70 (1870), p. 1222, 1275; Math. Ann. 4 (1871), 
p- 50 = F. Klein, Ges. Abh. 1, p. 415, 420, 424; ferner von @. Veronese, Rom 
Mem. Acc. Lincei (3) 9 (1881), p. 265, 306 [Auszug Rom Atti Acc. Lincei (3) 4 
(1880), p. 132]. Für die Ebene wurden sie von neuem betrachtet u. a. von 
G. Fouret, Paris C. R. 78 (1874), p. 1693, 1837 (er nannte sie spirales equi- 
harmoniques p. 1695); dann von @. Halphen, These sur les invariants differentiels, 
Paris 1878, p. 19 und 38—39 — Oeuvres 2, p. 213 und 231-232 (dieser nannte 
sie courbes anharmoniques in seiner „Etude sur les points singuliers des courbes 
algebriques planes‘“, Anhang zu @. Salmon, Traite de geometrie analytique, 


‘ übersetzt von O. Chemin, Paris 1884, p. 587); dann von $. Lie, Vorlesungen über 


kontinuierliche Gruppen, bearbeitet von @. Scheffers, Leipzig 1893, p. 68—82; 
E. J. Wüezynski?®®), p. 69#f., 86; T. Kubota, Tokyo math. Ges. (2) 5 (1909), 
p: 60; K. Ogura, id., p. 128; @. Loria, Spezielle algebraische und transzendente 
ebene Kurven 2, 2. Aufl., Leipzig und Berlin 1911, p. 178—185; $. W. Reuves, 
Ann. of Math. (2) 15 (1912), p. 20 [Auszug Amer. math. Soc. Bull. (2) 19 (1913), 
p- 220]; A. M. Harding, Giorn. di mat. (3) 7 (1916), p. 185; K. Kurosu, Töhoku 
math. J. 12 (1917), p. 17; L. Berwald, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 30 (1921), 
p. 110; G. Sannia, Rom Line. Rend. (5) 31! (1922), p. 450, 503; (5) 31? (1922), 
p- 17, 432. Für den Raum wurden sie von neuem betrachtet von @. Battaglini, 
Atti Acc. Napoli (1) 7 (1878), Nr. 5 = Giorn. di mat. (1) 14 (1876), p. 110 [Aus- 
zug Napoli Rend. 1875, p. 141]; dann von @. Fouret, Paris C. R. 83 (1876), p. 794 
in seinen Untersuchungen über die „Implexes‘“ [siehe Fußn. 258)] und von 
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kontinuierliche Gruppe automorpher Kollineationen ihres Raumes zu- 
lassen (oder mit anderen Worten: alle Bahnkurven eingliedriger pro- 
jektiver Gruppen). Es ergibt sich: damit eine algebraische irreduzible 
Raumkurve eine W-Kurve sei, ist notwendig und hinreichend, daß sie 
nicht mehr als zwei singuläre Zweige besitzt (vgl. Nr. 10). 

Eine solche Kurve ist notwendig rational °*'*) und hat gleiche Klasse 
wie Ordnung. Die homogenen Koordinaten ihrer Punkte können als 
Funktionen eines Parameters A in folgender Form dargestellt werden: 

Be in Je Aa), 
wo N, N,, N, positive ganze Zahlen sind. 

H. Mohrmann®®) untersuchte weiterhin (auch für Überräume) 
die irreduzibeln algebraischen W-Kurven und fand, daß jede solche 
Kurve immer mindestens oo! Polaritäten (bezüglich einer Fläche 
2. Grades) zuläßt, von denen jede die Punkte der Kurve in die zu- 
gehörigen Schmiegungsebenen verwandelt, und umgekehrt. 

Er untersuchte auch die algebraischen ausgezeichneten W-Kurven, 
d.h. die, welche eine schon im Komplexen gemischte automorphe 
Kollineationsgruppe gestatten. Sie sind dadurch charakterisiert, daß 
ihre beiden singulären Zweige projektiv äquivalent sind: in der obigen 
Darstellung ist n—=n, + n,, wenn n>n,>n,. Sie gestatten, außer 
der allen W-Kurven eigenen Kollineationsgruppe, eine Schar involu- 
torischer axialer Kollineationen; ferner werden sie, außer durch die 
genannten oo! Polaritäten, auch durch eine zweite Schar von Rezi- 
prozitäten, von denen immer zwei und nur zwei involutorisch sind, in 
sich übergeführt. Von diesen beiden ist die eine ein Nullsystem, dem 
die Kurve angehört#%); die andere, je nachdem die Ordnung n der 


G. Halphen in seinen Arbeiten über die Differentialinvarianten der Raumkurven 
und über die Invarianten der linearen Differentialgleichungen (er nannte sie, wie 
in der Ebene, eourbes anharmoniques): J. Be. Polyt. 47 (1880), p. 54; Acta math. 
3 (1833), p. 342 — Oeuvres 2, p. 402; 3, p. 478; von $. Lie — @. Scheffers®°°), 
p. 333—334; E. J. Wilezynski°°®), p. 279—285; G. Sannia, lith. Arbeit, angeführt 
in 9, ».28 

3443) Allgemeiner ist rational jede algebraische Kurve beliebiger Räume, 
welche unendlich viele Kollineationen in sich zuläßt: F“. Severi, Vorlesungen, 
p. 161; F. Enriques und O. Chisini'), 3, p. 239—241. Ferner besitzt eine alge- 
braische Kurve mit unen«dlich vielen Kollineationen in sich immer eine konti- 
nuierliche Gruppe solcher Transformationen (d. h. sie ist eine W-Kurve) und ist 
daher rational: F. Enriques und O Chisini'), 3, p. 249— 251. 

345) Palermo Rend. 47 (1923), p. 1653. Andere Eigenschaften bei W. A. 
Versluys, Amsterdam Versl. (4) 21 (1913), p. 1328. 

346) P. Zeeman, Amsterdam Wiskundige Opgaven 10 (1909), p. 236, hatte 
schon bemerkt, daß die Tangenten der Kurve 4", y=4"*", z—4"*"*+"" dann 
und nur dann einem linearen Komplex angehören, wenn m = n ist. 
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Kurve ungerade oder gerade ist, eine Polarität bezüglich einer Fläche 
2. Grades oder ein zweites Nullsystem, das mit dem ersten in Invo- 
lution steht. 

Jede algebraische ausgezeichnete W-Kurve liegt auf einer Fläche 
2. Grades ‘und besitzt oo! Hauptsehnen. Die involutorische Korre- 
spondenz n — 3‘ Ordnung, die diese Hauptsehnen auf der Kurve 
bestimmen, ist für gerades » > 4 reduzibel, d. h. sie zerfällt in zwei 
rational getrennte Bestandteile, von denen die eine n — 4 Ordnung, 
die andere eine gewöhnliche ist, mit den Ursprüngen der beiden 
singulären Zweige als Doppelpunkten. Als Folge davon zerfällt in 
diesem Fall auch die vön den Hauptsehnen gebildete Regelfläche in 
zwei Teile. 

Diese und andere Eigenschaften der algebraischen W-Raum- 
kurven enthalten diejenigen, die @. Marletta®*") rein geometrisch für 
besondere Fälle aufgestellt hatte, speziell für eine rationale Kurve 
n‘”* Ordnung, die zwei Tangenten mit (a — 1)-punktiger Berührung 
besitzt. Durch jede solche Kurve wird ein Nullsystem bestimmt, bei 
welchem die Polarebene eines jeden Punktes die Berührungspunkte 
der n von diesem Punkt ausgehenden Schmiegungsebenen enthält; 
die Tangenten der Kurve gehören dem linearen Komplex an, der 
durch das Nullsystem bestimmt wird; es gibt oo! Hauptsehnen, die 
eine Regelfläche von der Ordnung (» — 1) (n — 3) erzeugen; usw. 


59. Rationale Raumkurven 4. Ordnung. Im Gegensatz zur 
Kurve 4. Ordnung (vom Geschlecht 1), die vollständiger Schnitt 
zweier Flächen 2. Ordnung ist [IIC2 (O0. Staude), Nr. 110—1?27], 
wurde diese Kurve von L. Oremona°®*?) Kurve 4. Ordnung 2. Art ge- 
nannt, während er mit Kurve 1. Art die Basis eines Büschels von 
Flächen 2. Grades bezeichnete. Sie wurde zuerst von @. Salmon %°) 
gefunden, als er untersuchte, auf welche verschiedenen Arten der Schnitt 
einer Fläche 2. Ordnung mit einer Fläche 3. Ordnung zerfallen kann; 
dann noch einmal von J. Steiner®”), während schon vorher A. Cayley®°*) 


347) Palermo Rend. 21 (1906), p. 192; 25 (1908), p. 376; hier werden, mit 
Ausdehnung auf höherdimensionale Räume [III C 7 (C. Segre), Nr. 27], rationale 
Kurven nt Ordnung betrachtet, die eine oder zwei Tangenten mit (n — 1)-punk- 
tiger Berührung, oder auch eine oder zwei Spitzen, oder vier Schmiegungsebenen 
mit n-punktiger Berührung besitzen usw. 

348) Atti Ist. Lomb. 2 (1861), p. 299 = Opere 1, p. 274. 

349) Cambridge Dublin Math. J. 5 (1849), p. 40. 

350) J. f. Math. 53 (1857), p. 138 (verlesen in der Akad. der Wiss. zu Berlin 
31. Jan. 1856) = Werke 2, Berlin 1882, p. 655—656. 

351) J. f. Math. 34 (1846), p. 150; 39 (1848), p. 15 — Papers 1, Cambridge 
1889, p. 354, 533. 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 2. 89 
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und @.Salmon°°?) die der Kurve dual entsprechende abwickelbare Fläche 
betrachtet hatten. 

@. Salmon®?) und J. Steiner”) zeigten, daß, wenn eine Fläche 
2. Ordnung und eine Fläche 3. Ordnung einen (irreduzibeln oder re- 
duzibeln) Kegelschnitt oder ein Paar windschiefer Geraden gemeinsam 
haben, sie sich dann außerdem in einer Raumkurve 4. Ordnung schnei- 
den, die im ersten Fall von der ersten Art, im zweiten Fall von der 
zweiten Art ist.?°®) 

Von hier ging L. Oremona®”*) aus und untersuchte die Kurve 
eingehend auf geometrischem Wege. Er zeigte, wie sie auch als 
Restschnitt einer kubischen Regelfläche und einer Fläche 2. Ordnung, 
die durch ihre doppelte Leitlinie hindurchgeht, erhalten werden kann, 
und gab eine Erzeugung an als Ort der Schnittpunkte homologer 
Ebenen von drei Büscheln, zweier einfacher und eines dritten involu- 
torischen, die projektiv aufeinander bezogen sind.?”°) 

Da die Kurve, die wir mit R bezeichnen, vier stationäre Ebenen 
besitzt, so gehört sie zu der Kategorie von Kurven, von denen in 
Nr. 57 die Rede war. Nennen wir wieder A,,..., A, die Berührungs- 
punkte der genannten Ebenen, und «,,..., «, die Ebenen selbst; ferner 
H das Hyperboloid, das durch R hindurchgeht und bei dem die Er- 
zeugenden der einen Schar R in einem, die der andern Schar R in 
drei Punkten treffen. Unter den letzteren gibt es vier Tangenten 


352) Cambridge Dublin Math. J. 3 (1848), p. 171. 

353) Zu dieser Eigenschaft vergleiche z. B. noch L. Oremona, J. f. Math. 68 
(1867), p. 84—86 = Üpere 3, p. 75—76; R. Sturm, Synthetische Untersuchungen 
über Flächen 3. Ordnung, Leipzig 1867, p. 64—69. 

354) Ann. di mat. (1) 4 (1862), p. 71 [Auszug Bologna Ist.‘ Rend. 1860—61, 
p. 58] = Opere 1, p. 279. 

355) Eine Erzeugung von Kurven auf einer Fläche 2. Grades gab M. Chasles, 
indem er die Erzeugenden einer Schar den Flächen eines Büschels projektiv zu- 
ordnete, Paris C. R. 52 (1861), p. 1103—1104. Als Spezialfälle zeigte er Konstruk- 
tionen von kubischen Raumkurven, von Raumkurven 4. Ordnung 1. und 2. Art 
und von rationalen Raumkurven ö. Ordnung, Paris 0. R. 53 (1861), p. 767. Über 
die Erzeugung von Raumkurven 4. Ordnung, 1. und 2. Art siehe auch D. J. Rey 
Pastor, Cuärticas de 1* y 2° especie sobre cuädrica alabeadas, Valencia 1911; 
J. Majcen, Giorn. di mat. (3) 5 (1914), p. 100: Izvjesca 3 (1915), p. 92 [Auszug 
Rad 204 (1914), p. 82]: der erste betrachtete dazu die genannten Kurven auf einer 
gegebenen Fläche 2. Grades, der zweite ging unabhängig davon vor. Andere Er- 
zeugungen der Raumkurven 4. Ordnung, 2. Art bei L. Vietoris, Wien Ber. 125 
(1916), p. 259; M. Stuyvaert, Belgique Bull. 1919, p. 83 und !), p. 64. $. auch 
R. Sturm ®®), 1, p. 173. Die Kurve R haben R. Krause, Diss. Straßburg 1879 und 
Th. Reye, Die Geometrie der Lage 3, 4. Aufl., Leipzig 1910, p. 170—172, erhalten 
durch die Betrachtung der Transformation, welche aus einem Gebüsch von 
Flächen 2. Ordnung mit Basisgeraden entsteht. 
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an die Kurve, und wir bezeichnen mit BD, die Berührungspunkte, mit 
S, die Schnittpunkte. 

Die Tangentenfläche I’ der Kurve R ist von der 6. Ordnung und 
6. Klasse und besitzt eine rationale Doppelkurve D 6. Ordnung, die 
auf einer Fläche 2. Grades liegt, und deren Schmiegungsebene eine 
andere Fläche 2. Grades berühren. Die Tangentenfläche X von D ist 
von der 4. Klasse und 6. Ordnung und besitzt eine Doppelkurve 
4. Ordnung 2. Art. 

Die Kurven R und D haben acht Punkte gemeinsam, nämlich 
die Punkte A, und $,;; in jedem der Punkte A, ist die zugehörige 
stationäre Ebene von R Tangentialebene an D; jeder der Punkte $, 
ist Spitze der Kurve D (welche keine andern mehrfachen Punkte be- 
sitzt) und hat als Schmiegungsebene die Schmiegungsebene an R im 
entsprechenden Punkt B,. 

Die Schmiegungsebenen von R sind Doppeltangentialebenen von 
D, d.h. die Tangentenfläche I’ von R ist gleichzeitig Doppeldeveloppable 
von D. 

Die Tangenten an R in den Punkten A, sind Erzeugende einer 
Fläche 2. Grades M, die von allen Doppeltangentialebenen von R 
berührt wird. Die abwickelbare Fläche dieser Doppeltangentialebenen 
von R hat die 6. Ordnung und 4. Klasse und hat als Rückkehrkante 
eine Kurve 4 6. Ordnung, welche auf einer Fläche 2. Grades liegt, 
vier Spitzen in den Punkten BD, besitzt und in ihnen als Kuspidaltan- 
genten die Trisekanten hat, die zugleich Tangenten von R sind. 

Die Ebenen, die R in vier harmonischen Punkten schneiden, um- 
hüllen eine Fläche 8 3. Klasse®°®), und die Ebenen, die R in vier äqui- 
anharmonischen Punkten schneiden, umhüllen eine Fläche E 2. Klasse, 
die gleichzeitig Ort der Geraden ist, durch die drei Schmiegungs- 
ebenen von R hindurchgehen. Sowohl S$ wie E sind in T’ einge- 
schrieben. °°7) 

Von jedem Punkt P der Kurve R lassen sich an sie drei anders- 
wo berührende Schmiegungsebenen legen; die Ebene, die durch die 
drei Berührungspunkte bestimmt ist, geht durch P und umhüllt einen 
Kegel B 2. Grades, wenn P die Kurve R beschreibt. °°®) 

356) Hierüber siehe auch E. Bertini, Boll. Unione mat. ital. 2 (1923), p.1; '), 
2. Aufl. p. 427—429, wo in der Fußn. zu p. 429—430 ein anderer Beweis gebracht 
wird, den man A. Comessatti verdankt. 

357) Die Eigenschaft, daß die Schmiegungsebenen von R alle dieselbe Fläche 
2. Grades berühren, wurde von @. Halphen beim Studium einer linearen Differen- 
tialgleichung 4. Ordnung abgeleitet, Acta math. 3 (1883), p. 374 — Oeuvres 3, p. 507. 

358) Nennt man P’ einen beliebigen der beiden Punkte, in denen die 


Kurve R vom Hyperboloid, das von den Tangenten in den Berührungspunkten 
89* 
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Diese und andere Eigenschaften verdankt man L. Üremona.°°*) 
Einige davon wurden aufs Neue von A. Armenante bewiesen °°”), der 
die homogenen Koordinaten eines Kurvenpunktes als ganze rationale 
Funktionen eines Parameters darstellte und die symbolische Bezeich- 
nung der binären Formen systematisch benützte; dann von W. Stahl?) 
auf rein geometrische Weise. Die gleichen, sowie andere Eigenschaften 
wurden auf Grund der parametrischen Darstellung von K. Rohn °®') 
bewiesen und in einigen Punkten näher präzisiert; dieser gab unter 
anderem vier Korrelationen an, bei deren jeder die Punkte und die 
Schmiegungsebenen von R bzw. den Schmiegungsebenen und den 
Punkten von D entsprechen; ferner vier Korrelationen, bei deren jeder 
die Punkte und die Schmiegungsebenen von R bzw. den Schmiegungs- 
ebenen und den Punkten von 1 entsprechen. ?°?) 


der durch P gehenden Schmiegungsebenen gebildet wird, getroffen wird, dann 
besteht — wie L. Berzolari, Lomb. Ist. Rend. (2) 23 (1890), p. 96; (2) 25 (1892), 
p. 950 gezeigt hat — zwischen den Punkten P und P’ eine symmetrische Korre- 
spondenz von den Indices 2, 2, mit den Punkten S, als Koinzidenzpunkten. 

359) Giorn. di mat. (1) 11 (1873), p. 221; (1) 12 (1874), p. 250. 

360) J. f. Math. 101 (1885), p. 73. 

361) Leipzig Ber. 42 (1890), p. 208. 

362) Einige der einfachsten von L. Cremona gefundenen Eigenschaften 
wurden auch von Em. Weyr, Wien Ber. 63 (1871), p. 493, und von W. Wir- 
tinger, ib. 93 (1886), p. 28 mittelst parametrischer Darstellung bewiesen. 

Vermittelst parametrischer Darstellung untersuchte R. A. Roberts, London 
Math. Soc. Proc. (1) 14 (1882—1883), p. 22, 308; (1) 17 (1885), p. 25, die Kurve; 
speziell nahm er die stationären Ebenen «,, ..., «, als Seitenflächen des Funda- 
mentaltetraeders und setzte darauf die Koordinaten proportional den vierten 
Potenzen von linearen Formen eines Parameters; er betrachtete insbesondere 
die Sehnen der Kurve, Vielecke gebildet aus Sehnen oder Tangenten, verschiedene 
kovariante Flächen, verschiedene Erzeugungen der Kurve usw. 

Andere Arbeiten, im allgemeinen auf parametrischen Darstellungen basierend, 
lieferten A. Cayley, Cambridge Phil. Trans. 11° (1871), p. 607 — Papers 7, Cam- 
bridge 1894, p. 99; W. Spottiswoode, London Math. Soc. Proc. (1) 14 (1882), p. 18; 
A. R. Forsyth, Quart. J. 27 (1895), p. 247; H. W. Richmond, Cambridge Phil. 
Trans. 19 (1900), p. 182; J. H. Grace, Cambr. Phil. Soc. Proc. 11 (1901), p. 27; 
A. P. Thompson, Mess. of Math (2) 32 (1903), p. 130; Ch. Bioche, Soc. math. de 
France Bull. 35 (1907), p. 233; P. Zeeman, Amsterdam Wiskundige Opgaven 10 
(1908), p. 197; C. Finger, Diss. Münster 1912; St. Jolles, Arch. Math. Phys. (3) 22 
(1914), p. 277; D. J. E. Schrek, Diss. Utrecht 1914, K. Merz, Progr. Kantons- 
schule, Chur 1914 — Diss. Zürich 1914; M. F. Egan, Nouv. Ann. de math. (4) 
16 (1916), p. 218; G@. Loria®'°), 1, Bologna 1925, p. 276—296. 

J. de Vries, Amsterdam Versl. (4) 21 (1913), p. 807, untersuchte die Korre- 
spondenzen in denen zwei Punkte homolog sind, die auf einer Sehne einer Raum- 
kurve 4. Ordnung 1. oder 2. Art liegen und von den beiden Treffpunkten der 
Sehne harmonisch getrennt werden. 

Einige Eigenschaften der Kurve finden sich auch bei Em. Weyr, Geometrie 
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Daß es drei Hauptsehnen (Nr. 57) gibt, die in einem Punkt 0, 
der Spitze des Kegels B, zusammentreffen, erkannten gleichzeitig 
E. Bertini?®) und, in dualer Form, E. Laguerre?®) Die Kurve R ist 
eine Haupttangentenkurve einer Steinerschen Fläche, welche mit 8 
zusammenfällt, deren dreifacher Punkt der Punkt O ist und deren 
Doppelgeraden die Hauptsehnen sind. Im Haupttetraeder 7, von dem 
in Nr. 57 die Rede war, schneidet die dem Scheitel 0 gegenüber- 
liegende Seitenfläche die Hauptsehnen in den konjugierten harmo- 
nischen Punkten von O in bezug auf die drei Paare von Kuspidal- 
punkten von 8. 

Mit Hilfe der Betrachtung der drei Hauptsehnen führte E. Dertini 
für die Kurve R folgende einfache Parameterdarstellung ein, die immer 
gilt, wenn R keine Spitze besitzt: 

ri RP— a): —L:A, 
wobei a? eine für die Kurve charakteristische Konstante ist. 

Die Bedingung dafür, daß vier Punkte von R mit den Parameter- 
werten A,,..., 4, In einer Ebene liegen, ist: 


akt aa at Aut at aut Aut 0. 


E. Bertini erkannte auch auf R die Existenz der Involution 
4. Ordnung 1. Art, die wir in Nr. 57 mit ./ bezeichneten, bei der die 
konjugierten Punkte eines beliebigen Punktes die weiteren Schnitt- 
punkte von R mit denjenigen Ebenen sind, die aus diesem Punkte 
die drei Hauptsehnen projizieren, und welcher die drei Gruppen A,, 
B, und $, angehören, während die sechs Doppelpunkte die Treffpunkte 
der Hanptsehnen sind. 

Die wichtigsten Resultate E. Bertinis wurden auf geometrischem 
Wege von Em. Weyr mittels der Abbildung der Kurve auf einen 
Kegelschnitt bestätigt.°®) 

Vermittels der gleichen Darstellung untersuchte A. Adler ?°°) 
speziell die Kongruenz, welche von den einfachen Leitlinien der oo? 
durch R gehenden kubischen Regelflächen gebildet wird. Jede dieser 


der räumlichen Erzeugnisse ein-zwei-deutiger Gebilde, insbesondere der Regel- 
flächen 3. Ordnung, Leipzig 1870, p. 82ff.; Salmon- Fiedler, Raumgeometrie 2, 
p. 133—141; A. B. Basset°®), p. 100—102, 105—111. 

363) Lomb. Ist. Rend. (2) 5 (1872), p. 622. 

364) Nouv. Ann. de math. (2) 11 (1872), p. 319, 337, 418; (2) 12 (1873), 
p. 55 = ÜOeuvres 2, p. 281. 

365) Wien Ber. 73 (1876), p. 203. Über diese Abbildung siehe auch Em. Weyr, 
ebenda 72 (1875), p. 686. Mit den Involutionen auf der Kurve ee sich 
Em. Weyr, ebenda 75 (1877), p. 458. 

366) Wien Ber. 86 (1883), p. 919, 1201, 1212. 
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Regelflächen ist Ort der Sehnen von R, welche eine feste Sehne treffen 
(diese ergibt sich als doppelte Leitlinie der Regelfläche). Gibt es oo! 
Sehnen von R, bei deren entsprechender kubischer Regelfläche die 
beiden Leitlinien zusammenfallen, d. h. die Regelfläche ist eine Cay- 
leysche Fläche 3. Ordnung. Solche ausgezeichneten Sehnen von R 
bilden eine Regelfläche 6. Grades, von der auch die Tangenten an R 
in den Punkten A, Erzeugende sind. 

Die einfachen Leitlinien der Regelflächen, die den drei Haupt- 
sehnen entsprechen, sind die den Hauptsehnen gegenüberliegenden 
Kanten des Haupttetraeders 7. 

Es gibt vier Polaritäten, mit 7 als gemeinsamen Poltetraeder, 
derart, daß bei jeder Polarität einer jeden Sehne von R die einfache 
Leitlinie einer jener Regelflächen, den Punkten von R die doppelt 
berührenden Ebenen von R, den Tangenten von R ihre ausgezeich- 
neten Sehnen entsprechen. 

Auf synthetischem Wege untersuchte auch St. Jolles?°") die Kurve, 
und zwar insbesondere eine Abbildung des Sehnensystems der Kurve 
auf die Geraden einer Ebene und eine Abbildung des Axensystemes 
des Büschels ihrer doppelt berührenden Ebenen auf die Punkte einer 
Ebene. 

V. Eberhard®°®) dehnte durch Betrachtung von Sehnensystemen 
die Steinerschen Schließungstheoreme über ebene Kurven 3. Ordnung 
[vgl. IIC5 (@. Kohn), Nr. 39] auf die Raumkurven 4. Ordnung 1. 
und 2. Art aus. 

J. Grünwald?) untersuchte Konstruktionsfragen in Beziehung zu 
der ebenen Projektion der Kurve. 

M. Stuyvaert?'®) betrachtete die der Kurve perspektiven Kegel 
4. Ordnung, von der Beschaffenheit, daß — wenn P die Spitze eines 
von ihnen ist — unendlich viele vollständige Vierkante existieren, die 
dem Kegel einbeschrieben sind, und zwei der Sehnen, die von P aus- 
gehen, als Diagonalkanten haben. Der Ort der Spitzen solcher Kegel 
(cönes quadrilles) ist eine Fläche 6. Ordnung, die R als Doppellinie, 
die Punkte O und B, als dreifache Punkte, die Hauptsehnen als Doppel- 


367) Diss. Straßburg 1882 (Dresden 1883). 

368) Ztschr. Math. Phys. 32 (1887), p. 65, 129. Siehe noch Pia Locchi, 
Giorn. di mat. (3) 12 (1921), p. 81; hier wird auch der Fall betrachtet, daß die 
Kurve einen Knoten oder zwei Wendetangenten besitzt, es werden Polygone, 
gebildet aus Tangenten, untersucht, und die Realitätsverhältnisse behandelt. 

369) Wien Ber. 108 (1899), p. 1009. 

370) Nouv. Ann. de math. (4) 5 (1905), p. 491; Liege M&m. (3) 7 (1907), 
Nr. 2, p. 191. 
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geraden besitzt und welche durch die berührenden Trisekanten und 
die paarweise die Punkte B, verbindenden Geraden hindurchgeht. 

@G. Salmon°®"") hatte bemerkt, daß, wenn man von einem beson- 
deren Koordinatensystem Gebrauch macht, die Gleichung der Tangenten- 
fläche der Kurve R in die Gleichung der desmischen Fläche 12. Ord- 
nung und 4. Klasse übergeht (die kollinear verwandt ist mit der 
Zentrafläche einer Fläche 2. Ordnung), wenn man an Stelle der Punkt- 
koordinaten ihre Quadrate substituiert. Diese Beziehung zwischen 
den beiden Flächen wurde auf geometrischem Wege von W. Stahl?"?) 
ins Licht gesetzt. Es gibt oo! Flächen 2. Grades F, für welche das 
Tetraeder &, «@,&,«, autoreziprok ist und der Punkt O als Polarebene 
eine Schmiegungsebene von Rt besitzt. Diese Flächen F umhüllen ge- 
nau eine desmische Fläche % 12. Ordnung, welche Brennfläche von drei 
Strahlenkongruenzen 6. Ordnung 2. Klasse ist, die in einem Strahlen- 
komplex 3. Grades liegen; von diesen bestehen zwei aus den Regel- 
scharen der verschiedenen Flächen F', die dritte ist im von den Ebenen 
&,..., &, bestimmten tetraedralen Komplex K enthalten (Nr. 57). Wenn 
man nun das Gebüsch der Flächen 2. Grades, die «,@,«,«, als Polar- 
tetraeder besitzen, projektiv auf die Ebenen des Raumes bezieht, in- 
dem man jeder von solchen Flächen die auf sie bezügliche Polarebene 
von OÖ entsprechen läßt, dann entspricht der Tangentenfläche von R 
die Fläche y. 

Formentheoretisch wurde die Kurve R von A. Armenante?”®) und 
von W. F. Meyer?'*) untersucht. Wenn w die binäre, biquadratische 
Form ist, deren Wurzeln die Parameter der Punkte A, sind, und ist 
H die Hessesche Form, 7 die Kovariante 6. Ordnung, © und j die 
quadratische Invariante und die kubische Invariante von w, so wird 
die Involution J durch w+ eH = (Nr. 57) dargestellt, die Punkte 
B, und $, haben zu Parametern die Wurzeln der Kovarianten 4 und. 
2jw — 3iH, und die Treffpunkte der Hauptsehnen haben die Wurzeln 





371) Siehe Salmon-Fiedler, Raumgeometrie 2, p. 322. Siehe auch A. Cayley, 
Cambridge Phil. Trans. 11° (1871), p. 521 = Papers 7, Cambridge 1894, p. 113; 
ferner J.de la Gournerie?'®), p. 184—185, 281—282. 

372) J. f. Math. 101 (1885), p. 73. Hierüber und die durch die Formeln 
= 2? (i=1,...,4) gegebene Transformation siehe auch @. Veronese®**); CO. Segre, 
Giorn. di mat. (1) 21 (1883), p. 355; S. Lie-@. Scheffers®°®), p. 33”—367; H.’E. 
Timerding, Ann. di mat. (3) 1 (1897), p. 95; Th. Reye*°®), p. 248—250. 

373) Siehe °°9), Bei A. Armenante finden sich schon die Sätze über die 
polaren Gruppen der Form w, die später von Em. Weyr, Wien Ber. 81 (1880), 
p- 1218 angegeben wurden. 

374) Siehe ?%), p. 19—20, 180—194. Vgl. auch J. H. Grace and A. Young, 
The algebra of invariants, Cambridge 1903, p. 242—245. 
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von 7°®) zu Parametern. Wenn die Kurve einen Doppelpunkt haben 
soll, muß j=0 sein; damit sie eine Spitze hat, muß erfüllt sein 
i—=0, j=0. Das Verschwinden von ö kennzeichnet eine Kurven- 
gattung, die E. Bertini?®) äquianharmonisch genannt hat, und die er 
als den Restschnitt einer kubischen Regelfläche mit einer ihrer ersten 
Polaren, außer der Doppelleitlinie, bestimmt hat. Das identische Ver- 
schwinden von 7 drückt die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür aus, daß die Tangenten der Kurve einem linearen Komplex an- 
gehören und daß sie infolgedessen von der 4. Klasse ist (also 2 Wende- 
tangenten besitzt). 

Was die Öskulanten (Nr. 55)°7°) anbetrifft, so oskulieren die ku- 
bischen Oskulanten die Ebenen «,, ..., «,, ihre Schmiegungsebenen 
(oder auch die Ebenen, die die oskulierenden Kegelschnitte enthalten) 
umhüllen die Steinersche Fläche $ ein, ihre Tangenten und ihre Achsen 
gehören zu dem tetraedralen Komplex K. Die Tangenten von R be- 
stimmen auf den verschiedenen ersten Oskulanten entsprechend viele 
projektive Punktreihen. Die Tangenten an zwei solche kubische Kurven 
in zwei homologen Punkten liegen in derselben Schmiegungsebene 
von AR, und ihre Treffpunkte erzeugen eine zweite gemischte Osku- 
lante. Alle diese zweiten Oskulanten berühren die Ebenen «,,...,%- 
Die zweiten reinen Oskulanten liegen auf der Fläche 8. 

In Verbindung mit der Theorie der Kombinanten und der Apo- 
larıtät wurde die Kurve R von L. Berzolari?") untersucht. Es geht 
daraus im besondern die Existenz eines Büschels von Flächen 2. Gra- 
des hervor, die alle die Kurve R in den Punkten A, berühren, und 
die als gemeinsames Polartetraeder das Haupttetraeder 7 besitzen. Zu 
dem Büschel gehören die Kegel B, das durch die Kurve gehende 


375) Die kubische Involution, die aus den auf den Trisekanten liegenden 
Punkttripeln von R gebildet ist, besteht aus den ersten Polaren einer Form der 
4. Ordnung, die dieselbe Hessesche Form hat wie w: L. Berzolari, Napoli Rend. 
(2) 5 (1891), p.78; W. Stahl, Math. Ann. 40 (1891), p. 48, von denen der erste 
hinzugefügt hat, daß die angegebene Form 4. Ordnung die Schnitte von R mit 
derjenigen Fläche des Haupttetraeders T darstellt, die der Ecke O gegenüber- 
liegt, und daß man sich außerdem die geriannte Involution aus den zur Gruppe 
der Punkte A, apolaren Punkttripeln von R gebildet denken kann. 

376) Sie wurden von E. Beltrami untersucht, Bologna Ist. Mem. (3) 10 (1879), 
p.'291—296 = Öpere 3 (1911), p. 217—221; R. A. Roberts, London Math. Soc. 
Proc. (1) 17 (1885), p. 34; E. Study °*®); St. Jolles’*®); W. Stahl, J. f. Math. 101 
(1885), p. 73; 104 (1887), p. 41; K. Rohn°®'), p. 223; L. Berzolari, Ann. di mat. 
(2) 20 (1892), p 134. 

377) Ann. di mat. (2) 20 (1892), p. 101. Siehe auch ebenda (2) 21 (1892), 
p. 22; Lomb. Ist. Rend. (2) 25 (1892), p. 950; A. Oriani, Lomb. Ist. Rend. (2) 42 
(1909), p. 507. 
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Hyperboloid H, die Flächen 2. Grades E und M und die Fläche 
2. Grades, die °°%) die vier singulären Kegelschnitte der Steinerschen 
Fläche $ enthält, d. h. Kegelschnitte, die in den Ebenen «,,..., «&, 
liegen und längs denen die Fläche $S von einer dieser Ebenen berührt 
wird.?”®) Zwei beliebige Flächen des Büschels werden von allen Tan- 
genten von R in vier Punkten getroffen, die dasselbe Doppelverhältnis 
haben. Im besondern gehören die Tangenten von R allen Battaglini- 
schen quadratischen Komplexen an [IIIC8 (K. Zindler), Nr. 38], die 
sich als Orte der Geraden ergeben, die zwei Flächen F, des Büschels 
in harmonischen Punktpaaren schneiden, wenn die F, in der im Bü- 
schel bestehenden Involution, die die Flächen 2. Grades H und E zu 
Doppelelementen hat, konjugiert sind. 


W. Fr. Meyer®*°) hat die algebraischen Prozesse entwickelt, die 
mit der Erzeugung der R mittels der Schnittpunkte der entsprechen- 
den Schmiegungsebenen von drei projektiven rationalen Kurven (Nr.56) 
verknüpft sind. 


Außer von den drei gescharten Involutionen, von denen in Nr. 57 
gesprochen wird, die zu Achsen die Paare von Gegenkanten des Haupt- 
tetraeders 7’ haben, wird die Kurve R nicht durch andere Kollinea- 
tionen in sich übergeführt, wenn sie nicht einen Doppelpunkt oder 
eine Spitze oder zwei Wendetangenten hat oder auch äquianharmo- 
nisch ist.) Für diese Fälle siehe Nr. 60. 


378) Nach einem Satze von L. Cremona, J. f. Math. 63 (1864), p. 327 = 
Öpere 2, p. 165—166. 

379) Daß die Doppelebenen der Steinerschen Fläche die stationären Ebenen 
aller asymptotischen Kurven R, derselben sind, bewies L. Cremona, Lomb. Ist. 
Rend. (1) 4 (1867), p. 15 = Opere 2, p. 389. 

380) Math. Ann. 29 (1887), p. 447. Über die zur Kurve perspektiven Kegel 
(vgl. Nr. 56) vgl. W. Stahl, Math. Ann. 40 (1891), p. 47; R. Sturm®®), 2, p. 345 
bis 346. 

381) A. Adler, Wien Ber. 86 (1883), p. 924—925; C. Segre, Mem. Acc. 
Torino (2) 39 (1888), p. 36, und weitläufiger A. Brambilla, Lomb. Ist. Rend. 
(2) 20 (1888), p. 780; E. Ciani, ebenda (2) 37 (1904), p. 341. Die beiden letzten 
Autoren haben auch die im Text angedeuteten Spezialfälle betrachtet; A. del Re, 
Atti Acc. Torino 22 (1887), p. 901; Rend. Acc. Napoli (2) 1 (1887), p. 167; (2) 2 
(1888), p. 37, hat in ausgedehntem Maße den Fall untersucht, in dem R zwei 
stationäre Tangenten besitzt, indem er die Kollineationen betrachtete, die R in 
sich überführen, und die Korrelationen, die R in ihre Tangentenfläche verwan- 
deln oder in die abwickelbare Fläche ihrer doppelt berührenden Ebenen. Vgl. 
auch K. Rohn, Leipzig Ber. 43 (1891), p. 16. Die Nullpolarität, die jedem Punkte 
einer solchen Kurve R die entsprechende Schmiegungsebene entsprechen läßt, 
hatte schon L. Oremona, Lomb. Ist. Rend. (2) 1 (1868), p. 199 = Opere 2, p. 402 
angegeben. Erweiterungen mancher dieser Eigenschaften der Kurve R mit zwei 
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R. Sturm®®?) hat die Möglichkeiten des Zerfallens der Kurve R 
gezeigt; Anna Orespi?®) hat, auf die Darstellung von A. Brill (Nr. 5) 
fußend, die algebraischen Bedingungen dieses Zerfallens untersucht. 

Die Kurve R kann auch untersucht werden [III C 7 (C. Segre), 
Nr. 27], indem man sie als Projektion der rationalen normalen Kurve 
des linearen Raumes von vier Dimensionen betrachtet.®®) Von die- 
sem Gesichtspunkt aus hat @. Marletta°®*) auf geometrischem Wege 
viele der bekannten Eigenschaften der allgemeinen Kurve R und ihrer 
verschiedenen Spezialfälle bewiesen. 

Die Realitätsfragen der Kurve R wurden von A. Adler) unter- 
sucht und vor allem von K. Rohn®®°), der von diesem Gesichtspunkt 
bei ihr fünf Typen unterschied und ihre Eigenschaften ®®°) zur Kon- 
struktion von Modellen verwendete.?®”) 

Die Ebenen, die R in vier Punkten eines Kreises schneiden, hüllen 
eine Fläche 4. Klasse (Nr. 25) ein, die von R. Sturm®#?) und L. Ore- 


mona®) untersucht wurde. ?®) 
stationären Tangenten bei @. Loria, Palermo Rend. 2 (1888), p. 201; @. Marletta, 
ebenda 21 (1905), p. 192; 25 (1907), p. 376. 

Ein Studium der R, begründet auf die Vierergruppe, die von den drei 
genannten gescharten Involutionen und der Identität gebildet wird, findet man 
bei F. Enriques und O. Chisini'), 3, p. 214—238. 

382) Siehe °5°), p. 74—80. 

383) Vgl. C. Segre*®*®'). 

384) Ann. di mat. (3) 8 (1902), p. 97. Siehe außerdem @. Bordiga, Atti Ist. 
Veneto (6) 4 (1886), p. 503; J. Fr. de Vries, Analytische Behandeling van de 
rationale Kromme van den vierden graad in een vierdimensionale ruimte, Diss. 
Leiden, 'sGravenhage 1922, p. 145—158; E. Bertini'), 2. Aufl., p. 427—430. 

385) Leipzig Ber. 42 (1890), p. 208; 43 (1891), p. 1. Siehe auch W. Fr. 
Meyer, Württemberg. math. naturw. Mitt. 4 (1891), p. 99; J. Grünwald*®®); 
L. Vietoris®°°); F. Enriques und O. Chisini'), 3, p. 233—237. 

386) Siehe Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 1 (1892), p. 43; W. Dyck, Katalog 
math. und math.-phys. Modelle, München 1892, p. 269— 272. 

3*7) Vom Standpunkt der darstellenden Geometrie haben die Kurve R 
untersucht W. Fiedler ®*), 2, 3. Aufl., Leipzig 1885, p. 451—454; Chr. Wiener ?°°), 
2, p. 458—471, von denen der erste besonders die Kurve mit zwei stationären 
Tangenten betrachtet hat. 

388) Ann. di mat. (2) 4 (1869), p. 73. 

389) Ann. di mat. (2) 4 (1869), p. 85 = Üpere 3, p. 226. 

390) Andre metrische Eigenschaften der Kurve R bei J. de Vries, Amster- 
dam Versl. (4) 21 (1912), p. 933 und L. Vietoris °°®). 

Von besonderen metrischen Fällen der Kurve wurde vor allem die Strik- 
tionslinie des einschaligen Hyperboloids untersucht. Nach M. Chasles, Corresp. 
math. et phys. de A. Quetelet 11 (1839), p. 49, ist diese eine Raumkurve 8. Ord- 
nung; aber nach A. Miyotti, Wien Ber. 80 (1879), p. 1023, zerfällt sie in zwei 
rationale Kurven 4. Ordnung ohne Knotenpunkte, welche Striktionslinien für die 
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60. Fortsetzung. Spezielle Fälle: Kurve mit Knoten-, mit sta- 
tionärem Punkt, äquianharmonische Kurve und Kurve mit einer 
oder zwei stationären Tangenten. Viele Autoren haben auf ver’ 
schiedene Weise die Sonderfälle untersucht, die eine rationale Raum- 
kurve R der 4. Ordnung darbieten kann.?®') Wir deuten hier die haupt- 
sächlichsten Eigenschaften an. 


beiden Scharen von Erzeugenden des Hyperboloids sind. Siehe noch J. de la 
Gournerie, Traite de geometrie descriptive 2, 2. &d., Paris 1880, p. 191—195; 
Th. Schmid, Wien Ber. 84 (1881), p. 908; A. Adler, ebenda 85 (1882), p. 369; 86 
(1882), p. 1225; R. A. Roberts, London Math. Soc. Proc. (1) 14 (1882), p. 30; (1) 
17 (1885), p. 37; M. Baur, Ztschr. Math. Phys. 28 (1883), p. 274; K. Bobek, Soc. 
math. de France Bull. 11 (1883), p. 125; Ch. Wiener ?°®), 2, p. 155 — 157; R. Mehmke, 
Math. naturw. Mitt. Stuttgart (2) 6 (1904), p. 1; J. Majcen, Belgrad Ak. 87 (1912), 
p. 34; O. Danzer, Wien Ber. 122 (1913), p. 1107; L. Vietoris®°°); J. Krames, ebenda 
128 (1919), p. 623; H. F. Baker, Principles of geometry 3, Cambridge 1923, p. 84 
bis 86; @. Loria®'®), 1, p. 309—316. 

Über Striktionslinien von algebraischen windschiefen Regelflächen s. auch 
J. Majcen, Agram Ak. Arb. 190 (1912), p. 44; J. Krames, Wien Ber. 127 (1918), 
p. 578; 132 (1922), p. 165. 

Andere besondere metrische Fälle der rationalen Raumkurve 4. Ordnung bei 
R. A. Roberts, London Math. Soc. Proc. (1) 17 (1885), p. 43, 75; A. Buffone, Giorn. 
di mat. (2) 3 (1896), p. 152; H. E. Timerding, J. f. Math. 121 (1900), p. 188; 
A. Grünwald, Jahresb. der II. Städt. Realschule Prag-Kleinseite 1906 — 1907, 
p. 29—34; J. Neuberg und J. Degueldre, Liege Mem. (3) 8 (1909) = Mathesis (3) 
9 (1909), suppl. II; O. Danzer, Progr. d. Staatsrealschule Wien 1913; Wien Ber. 
123 (1914), p. 2049; CO. Servais, Belgique Bull. (5) 8 (1922), p. 50; @. Loria, a. a. 0. 
1, p. 308-309, 316—318; 2, p. 198—202. 

391) Mehrere solche Fälle sind untersucht bei W. Fr. Meyer °"*); A. Adler, 
Wien Ber. 86 (1882), p. 1212; A. Brambilla, Atti Ist. Veneto (6) 3 (1885), p. 1471; 
Napoli Rend. 24 (1885), p. 279 und °®); @. Marletta°®*); D.J. E. Schrek ®°?); Pia 
Locchi®°®); @. Loria®"°), 1, p. 296—308. Siehe auch Salmon-Fiedler, Raumgeo- 
metrie 2, p. 134—141; A. B. Basset®?), p. 108—111. 

Die Kurve R mit Doppelpunkt haben dann noch untersucht M. Chasles, 
Paris C. R. 54 (1862), p. 317; Em. Weyr, Math. Aun. 4 (1871), p. 243; Prag Ber. 
1874, p. 164; Wien Ber. 71 (1875), p. 400; 75 (1877), p. 168; 78 (1879), p. 891; 
4A. Brambilla, Lomb. Ist. Rend. (2) 17 (1884), p. 857; Napoli Atti (2) 9 (1898), 
Nr. 10; W. Wirtinger °°?); G. Zecca, Giorn. di mat. (1) 25 (1887), p. 333; L. Berzo- 
lari, Lomb. Ist. Rend. (2) 23 (1890), p. 96; J. Majcen, Izvjes6a 3 (1915), p. 92 
[Auszug Rad 204 (1914), p. 82]. Unter diesen untersuchen A. Brambilla, @. Zecca 
und Pia Locchi im besondern die Hauptpolygone der Kurve, d.h. die einfachen 
Polygone, die in sie einbeschrieben sind und so beschaffen sind, daß die Schmie- 
gungsebene in jedem Eckpunkte, durch die folgende Ecke geht. 

Die Kurve R mit einer Spitze untersuchten M. Chasles, a.a.O., Em. Weyr, 
in den drei ersten zitierten Arbeiten und Wien Ber. 78 (1879), p. 396; P. Zeeman, 
Amsterdam Wiskundige Opgaven 10 (1909), p. 237; J. Majcen, a. a. O., 2 (1914), p.35, 

Die äquianharmonische Kurve R wurde untersucht von Em. Weyr, Wien Ber. 
72 (1875), p. 696; S. Lie, Math. Ann. 14 (1878), p. 388, als Minimalkurve von der 
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Wenn R einen Doppelpunkt Q hat, existieren zwei Punkte A und B, 
aus denen beiden AR (doppelt) durch einen Kegel 2. Grades projiziert 
wird, den wir (A) bzw. (B) nennen werden. Die Tangenten an R in 
Q schneiden die Gerade AB. Von den vier stationären Ebenen be- 
rühren zwei (A) und zwei (B). Von den drei Hauptsehnen ist eine 
die Schnittlinie r der Schmiegungsebenen an R in Q; die Treffpunkte 
der beiden andern mit R sind die Ecken eines vollständigen ebenen 
Vierecks, in dem A und B zwei Diagonalpunkte sind. 

Die Kurve wird außer durch die drei gescharten Involutionen des 
allgemeinen Falles (Nr. 57) noch von vier anderen Kollineationen in 
sich transformiert, von denen zwei zyklisch von der 4. Ordnung und 
zueinander invers, und zwei die harmonischen Homologien sind, die A 
und PB zu Zentren und zu Ebenen die Polarebenen « und ß von A 
und B in bezug auf (B) und (A) (und auch in bezug auf den Kegel 
2. Grades, der R aus @ projiziert) haben. 

Die doppelt berührende abwickelbare Fläche von R wird offen- 
bar von den Tangentialebenen der Kegel (A) und (B) gebildet. 

Die Doppelkurve der Tangentenfläche von R setzt sich aus zwei 
ebenen Kurven 3. Ordnung zusammen, die auf « und ß liegen, in 9 


Ordnung 4 und vom Range 6, deren Tangentenfläche dreifach durch den Kugel- 
kreis hindurchgeht; L. Berzolari, a a.0.; K. Rohn®®'), p. 20; W. Stahl, J. f. 
Math. 101 (1885), p. 87; G. Fano, Torino Mem. (2) 46 (1896), p. 212; E. Ciani®®'). — 
R. Sturm®), 3, p. 503, hat sie als zu einer kubischen Raumkurve entsprechend 
behandelt bei der eindeutigen Abbildung des von der kubischen Raumkurve 
bestimmten linearen Strahlenkomplexes auf einen Punktraum. 

Die Kurven R mit einer stationären Tangente finden sich bei A. Olebsch, 
J. f. Math. 67 (1866), p. 16—17 und L. Oremona®'®) als Haupttangentenkurven 
der besondern Steinerschen Fläche, für die zwei der Doppelgeraden zusammen- 
fallen (während, wie L. Cremona, a. a. O., gezeigt hat, wenn auf der Steiner- 
schen Fläche alle drei Doppelgeraden zusammenfallen, die Haupttangentenkurven 
in dem dreifachen Punkt der Fläche eine Spitze haben). 

Die Kurven R mit zwei stationären Tangenten wurden von A.Olebsch, a. a. O., 
p. 18 und L Cremona, a. a. O., als Haupttangentenkurven der allgemeinen kubi- 
schen Regelflächen aufgefunden; und sie wurden untersucht von A. Cayley, Quart. 
J. 6 (1864), p. 121; 7 (1864), p. 105 — Papers 5 (1892), p. 279, 511; London Math. 
Soc. Proc. (1) 17 (1886), p. 232 —= Papers 12 (1897), p. 428; L. Oremona, Lomb. Ist. 
Rend. (2) 1 (1868), p. 199 — Opere 2, p. 402; Em. Weyr, Lomb. Ist. Rend. (2) 4 
(1871), p. 144; Wien Ber. 72 (1875), p. 699; P. Appell, Paris C. R. 83 (1876), 
p. 1209; Arch. Math. Phys. (1) 62 (1878), p. 175; E. Picard’®°%), p. 348—354; $. Lie, 
a.a.0., p. 338—390; A. Brambilla, Genova Giorn. Soc. di letture e conversaz. scient. 
9 (1886), p. 223; W. Wirtinger 2); A.del Re°’®'); K. Rohn°®'); G@. Frauenfelder, 
Diss. Zürich 1903; Monatsh. Math. Phys. 15 (1904), p. 299; Ch. Bioche, Soc. math. 
de France Bull. 33 (1905), p. 18; 35 (1907), p. 70; Ch. Michel, Nouv. Ann. de math. 
(4) 7 (1907), p. 289; Revue de math. spec. 19 (1908), p. 1; R. Sturm®°), 4, p. 298 
bis 299. 
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eine Spitze und zur gemeinsamen Tangente in der Spitze die Gerade 
r haben, und die in B bzw. A einen Wendepunkt haben und als 
Wendetangente die Schnittgerade der beiden stationären Ebenen von 
R, die den Kegel (B) bzw. den Kegel (A) berühren. 


Wenn R eine Spitze © hat, so fallen drei der stationären Ebenen 
in eine einzige y zusammen, und bei der andern y’ werden wir mit 
Q’ den Berührungspunkt mit R bezeichnen. Die Tangentenfläche 
(5. Ordnung und 4. Klasse) hat einen Doppelkegelschnitt 7, der in der 
Ebene liegt, die von Q’ aus die Rückkehrtangente projiziert; der Kegel- 
schnitt y berührt y’ in Q’ und hat zur Tangente in Q die Rückkehr- 
tangente. Die Ebene von y ist der Ort eines Punktes, von dem vier 
Schmiegungsebenen von R ausgehen, deren Berührungspunkte in einer 
Ebene liegen; und die Tangenten von y sind alle und sie allein die 
Geraden, durch denen drei Schmiegungsebenen von R ausgehen. 


Die Paare von Berührungspunkten der doppelt berührenden Ebe- 
nen teilen auf R die Punkte @ und 9’ harmonisch. Die Geraden, die 
die Paare der Berührungspunkte miteinander verbinden, sind die Er- 
zeugenden des einzigen R doppelt projizierenden Kegels 2. Grades. 
Dieser Kegel bildet ebenfalls die doppelt berührende abwickelbare 
Fläche von R. 


Die Kurve R wird von oo! Kollineationen in sich transformiert, 
von denen eine einzige involutorisch ist und die harmonische Homo- 
logie ist, die zum Zentrum die Spitze des genannten Kegels und zur 
Ebene die Ebene von y hat. 


Eine äqwianharmonische Kurve R wird sowohl dadurch charak- 
terisiert, daß die vier Punkte A, in einer Ebene x liegen, als auch 
dadurch, daß die Punkte selbst mit den Punkten $, zusammenfallen. 
Die Doppelkurve der Tangentenfläche reduziert sich auf einen drei- 
fachen Kegelschnitt y, der in ® liegt. Dieser Kegelschnitt wird von 
den Ebenen umhüllt, die R in vier äquianharmonischen Punkten 
schneiden, er geht durch die Punkte A, und hat zu Tangenten in 
ihnen die Schnittgeraden von x mit den Ebenen «. Die Tangenten 
von R laufen zu je drei in einem Punkt von y zusammen, und die 
Ebenen der Tripel der Berührungspunkte hüllen einen Kegel 2. Grades 
ein, dessen Spitze der gemeinsame Punkt der Hauptsehnen ist. Die 
Tangenten von y sind alle und allein diejenigen Geraden, von denen 
aus drei Schmiegungsebenen von R gelegt werden können. 

Die Kurve R und ihre doppeltberührende abwickelbare Fläche 
sind reziproke Polaren in bezug auf eine Fläche 2. Grades, so daß 
diese abwickelbare Fläche (4. Klasse) ebenfalls äquianharmonisch ist. 
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Die Kurve R wird von acht zyklischen Kollineationen 3. Ord- 
nung in sich transformiert, die zu je zweien zueinander invers sind: 
es sind die axialen Kollineationen, deren Achsen der Doppelpunkte 
die Punkte B, von dem den Hauptsehnen gemeinsamen Punkte pro- 
Jizieren, und deren Achsen der Doppelebenen die Schnittgeraden von x 
mit den Ebenen «, sind. 

Eine mit einer stationären Tangente versehene Kurve R ist von 
5. Klasse; die Doppelkurve ihrer Tangentenfläche ist 5. Ordnung. Von 
den vier stationären Ebenen des allgemeinen Falles fallen zwei in eine 
einzige zusammen, die durch die stationäre Tangente geht; in diese 
Tangente fallen zwei der Hauptsehnen und zwei der berührenden Tri- 
sekanten. Von dem Berührungspunkte der stationären Tangente geht 
die dritte der Hauptsehnen aus. 

Wenn schließlich R zwei stationäre Tangenten a und a’ besitzt, deren 
Berührungspunkte wir A und A’ nennen wollen, so ist die Kurve 
von der 4. Klasse und ihre Tangentenfläche besitzt eine Doppelkurve 
4. Ordnung, mit a und a’ als stationären Tangenten, mit den Be- 
rührungspunkten A und A’. Die a, a’ sind Rückkehrerzeugende so- 
wohl der Tangentenfläche wie der doppeltberührenden abwickelbaren 
Fläche von R. Die stationären Ebenen reduzieren sich auf zwei, mit 
den Berührungspunkten A und A. 

Die Kurve besitzt oo! Hauptsehnen und die Paare der Endpunkte 
trennen auf R die Punkte A und A’ harmonisch. Diese Sehnen sind 
die Erzeugenden einer kubischen Fläche, von der R eine Haupt- 
tangentenkurve ist und bei der die Gerade AA’ die Doppelleitlinie ist. 
Die Regelfläche ist der Ort der Punkte, von denen vier Schmiegungs- 
ebenen von R ausgehen, deren Berührungspunkte eine harmonische 
Gruppe bilden, und sie ist die Hüllfläche einer Ebene, die R in vier 
harmonischen Punkten schneidet. 

Die Fläche 2. Grades, die durch R hindurchgeht, ist dagegen der 
Ort der Punkte, von denen vier Schmiegungsebenen an R in äqui- 
anharmonischen Punkten ausgehen. 

Die Kurve wird von zwei Systemen von oo! Kollineationen in 
sich transformiert. Die Kollineationen des einen Systems sind sämt- 
lich gescharte Involutionen, die A und A’ als konjugierte Punkte 
haben; unter denjenigen des andern Systems ist eine einzige involu- 
torisch, es ist die gescharte Involution, die zu Achsen die Gerade AA’ 
und die Schnittgerade der beiden stationären Ebenen hat. Das Pro- 
dukt von zwei beliebigen der ersten Involutionen ist eine (nicht in- 
volutorische) Kollineation des zweiten Systems; umgekehrt, jede nicht 
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involutorische Kollineation des zweiten Systems ist auf unendlich viele 
Arten das Produkt von zwei Involutionen des ersten Systems. 

Es existieren zwei Systeme von oo! Korrelationen, die R in ihre 
Tangentenfläche überführen. Diejenigen des einen Systems sind alle 
Polaritäten, unter denen des andern gibt es nur zwei Polaritäten, und 
dies sind Nullpolaritäten, von denen eine jedem Punkte von R die zu- 
gehörige Schmiegungsebene entsprechen läßt, während die andere 
jedem Punkte von R die Schmiegungsebene im anderen Endpunkte 
der Hauptsehne entsprechen läßt, die von dem betrachteten Punkte 
ausgeht. 

Es existieren auch zwei Systeme von oo! Korrelationen, die R in 
die abwickelbare Fläche ihrer doppelt berührenden Ebenen trans- 
formieren. Diejenigen des einen Systems sind sämtlich (nicht Null-) 
Polaritäten, während im andern System nur zwei solche Polaritäten 
vorhanden sind. 

Analytisch ergeben sich die vorangehenden und andere Eigen- 
schaften in sehr einfacher Weise, wenn man von der Parameterdar- 
stellung ausgeht. Wenn die Kurve einen Doppelpunkt, eine Spitze 
oder zwei stationäre Tangenten hat, kann dieser Darstellung der Reihe 
nach die folgende einfache Form gegeben werden °®?): 


FRE ARE RE a StR ba BE ha ne 
EEE N Pe ee 
RER EEE A a 
Die Bedingung dafür, daß vier Punkte mit den Parametern A,,...,A, 
in einer Ebene liegen, wird entsprechend gegeben durch: 
kl =k, 
,+%+ A; + =, 
Alt ht hut Akt, + y=0. 
61. Rationale Raumkurven 5., 6. und 7. Ordnung. N ach 
M. Chasles®”) wird eine Raumkurve R® 5. Ordnung von der ersten 
oder zweiten Art genannt, je nachdem sie eine einzige oder oo! vier- 
fach schneidende Geraden besitzt, die dann die Erzeugenden einer Schar 
auf einer Fläche 2. Grades sind. 
Eine R} kann z. B. erzeugt werden als Ort der Schnittpunkte 
der entsprechenden Ebenen von drei projektiven Büscheln, von denen, 


392) Für die zwei ersten Fälle wurde sie von Em. Weyr, Math. Ann. 4 (1871), 
p- 243; Prag Ber. 1874, p. 164 angegeben; für den dritten von L. Oremona, Lomb. 
Ist. Rend. (2) 1 (1868), p. 199 —= Opere 2, p. 402. 

393) Paris C. R. 53 (1861), p. 767. 
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wenn R? von der ersten Art ist, einer einfach ist und die beiden 
andern doppelt involutorisch sind, und, wenn R° von der zweiten Art 
ist, zwei einfach sind und der dritte dreifach involutorisch ist. Eine 
R! der zweiten Art ist danach auch der Restschnitt der Fläche 
2. Grades, auf der sie liegt, mit einer Regelfläche 4. Grades, die zur 
dreifachen Leitlinie eine der Quadrisekanten von AR? hat. 

Durch eine R? der ersten Art gehen oo! kubische Regelflächen, 
die einen Büschel bilden: sie haben zur gemeinsamen doppelten Leit- 
linie die Quadrisekante von R? und zu einfachen Leitlinien die Trise- 
kanten von R?. Im Büschel sind vier Cayleysche Regelflächen enthalten. 

Mit der allgemeinen R? haben sich in geometrischer Behandlung 
beschäftigt R. Sturm ?**) bei der Untersuchung der verschiedenen Arten, 
auf die die Schnittkurve von zwei kubischen Flächen zerfallen kann, 
darauf E. Bertini.”) Beide haben bewiesen, daß zwischen den Trise- 
kanten von AR und den Punkten der Quadrisekante eine eineindeutige 
Korrespondenz besteht, so daß jede Ebene, die durch einen Punkt der 
Quadrisekante geht, R? und die entsprechende Trisekante in sechs 
Punkten eines Kegelschnittes trifft, und umgekehrt. Daraus folgt, daß 
die Regelfläche der Trisekanten (die 8. Grades ist, die RO dreifach 
und die Quadrisekante vierfach enthält) rational ist, und E. Bertini 
hat ihre eindeutige Abbildung auf eine Ebene untersucht. 

Die kubischen Flächen, die durch die Kurve hindurchgehen (und 
daher auch durch ihre Quadrisekante) bilden ein homaloidisches System, 
das eine kubische Raumtransformation bestimmt, deren inverse von 
derselben Natur ist.””) E. Bertini hat die Kegelschnitte untersucht, 
die R° in fünf Punkten schneiden®”), und hat sich der genannten 
toren bedient, um die ebene Abbildung der Fläche zu 
untersuchen, die der Ort der fünffach schneidenden und durch einen 
festen Punkt gehenden Kegelschnitte ist: es ist eine Fläche 7. Ordnung, 
die im festen Punkte einen fünffachen Punkt hat und durch R? und 
die sechs von dem Punkte ausgehenden Sehnen doppelt hindurchgeht 
(siehe Nr. 25). ) 


394) ehe 858), p. 209 ff. u. 233. 

395) Collectanea math. in mem. D. Chelini, Milano 1881, p. 313. 

396) Wegen dieser Transformation siehe M. Noether, Math. Ann. 3 (1870), 
p- 565. 

397) Ein besonderer Fall bei J. de Vries, Amsterdam Wiskundige Opgaven 10 
(1909), p. 292. 

398) Über die RQ siehe noch @. K. Nugteren, Diss. Groningen 1901; 
G. Marletta, Palermo Rend. 19 (1904), p. 107. Siehe auch E. C. Colpitts, Amer. 
J. of Math. 29 (1907), p. 309, der auch viele Sonderfälle betrachtet hat. 

Für diese Fälle, vor allem wegen derjenigen der R mit vier Hyper- 
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Mit Hilfe der Oskulanten (Nr. 55) wurden die rationalen Raum- 
kurven RO, RO, RY 5., 6. und T. Ordnung von W. Stahl?) untersucht, 
der die Punktgruppen der Fundamentalinvolution eindeutig auf die 
Punkte einer kovarianten kubischen Raumkurve X, bzw. einer kova- 
rianten Fläche 2. Grades ®, bzw. des ganzen Raumes abbildete. 

Wenn auf der R% fünf Punkte gegeben sind, die eine Gruppe @ 
der Fundamentalinvolution bilden, so haben ihre ersten Oskulanten 


oskulationspunkten (Nr. 57) siehe L. Berzolari®®®), p. 329—330; Lomb. Ist. Rend. 
(2) 38 (1905), p. 446; E. Ciani, Lomb. Ist. Rend. (2) 37 (1904), p. 341, 580; (2) 
38 (1905), p. 442; G@. Marletta, a. a. O.; Palermo Rend. 21 (1905), p. 56; 24 (1907), 
p. 32; W. Müller, Diss. Leipzig 1910, p. 76—80. 

Wenn wir Achsen einer Fläche 2. Grades die Senkrechten nennen, die von 
den einzelnen Punkten des Raumes auf die zugehörigen Polarebenen in bezug 
auf die Fläche 2. Grades gefällt sind, so hat T’'h. Reye°?°°) 2, zweite Auflage, 
Leipzig 1882, p. 183 bemerkt, daß der Ort der Fußpunkte der Achsen, die durch 
einen gegebenen Punkt P gehen, eine RP ist, die in P einen dreifachen Punkt 
mit zu je zweien zueinander senkrechten Tangenten hat. Eine andere Kurve 
R9Y mit dreifachem Punkt in P ergibt sich nach Th. Reye, a. a. O., p 190 und 
a. a. O., vierte Auflage, Stuttgart 1907, p. 241 als Ort der Fußpunkte der Nor- 
malen von einem festen Punkte P auf die Flächen eines konfokalen Systems 
von Flächen 2. Grades. Die erste dieser beiden Kurven wurde untersucht von 
4A. Schmitz, Diss. München 1887; wegen der zweiten siehe auch A. Cazamian, 
J. de math. spec. 18 (1894), p 201; @. Silvan, Zaragoza Ann. Fac. de Ciencias 2 
(1908), p. 10; M. Stuyvaert, Belgique M&m. coll. in 8° (2) 4 (1920), Nr. 8, p. 140 
bis 141. 

Eine ailgemeinere Kurve dieser zweiten Art hat L. Lipkin, Diss. Jena 1370 
untersucht; vgl. auch Salmon- Fiedler, Raumgeometrie 2, p. 144—145. Wenn zwei 
Flächen 2. Ordnung f und f’ und ein Punkt P gegeben sind, ist die Kurve der 
Ort der Scheitel der Kegel, die f und f’ derart umbeschrieben sind, daß von 
den drei den Kegeln gemeinsamen konjugierten Durchmessern einer durch P 
geht. Die Kurve ist eine RJ, die in P einen dreifachen Punkt besitzt; Lipkin 
hat sie die Strophoide der Flächen f und f’ in bezug auf den Punkt P genannt. 
Wenn f und f’ konfokal sind, ergibt sich die zweite der vorhergehenden Kurven 
(„gerade Strophoide‘“ nach Lipkin). 

Über die vorstehenden besonderen Fälle vgl. auch @. Loria 1%), 1, p. 319—339. 

399) J. f. Math. 104 (1887), p. 38. Über die R9 in Verbindung mit der 
Apolarität siehe auch A. B. Coble, Amer. J. of Math. 31 (1909), p. 358; W. Müller ®°®), 
p. 71—98; vgl. auch W. Müller, Giorn. di mat. (3) 13 (1922), p. 103; Math. Ztschr. 
24 (1924), p. 131. — Mit Hilfe der Kombinanten und der Apolarität hat J. E. Rowe, 
Amer. math. Soc. Trans. 13 (1912), p. 395; Amer. math. Soc. Bull. (2) 23 (1917), 
p. 263 die Beziehungen zwischen den Singularitäten der ebenen rationalen Kurve 
5. Ordnung und der Raumkurve R9 untersucht. Mit einer analogen Methode 
hat J. E. Rowe, Amer. math. Soc. Bull. (2) 25 (1918), p. 34 die Relationen zwi- 
schen den rationalen ebenen und räumlichen Kurven 6. Ordnung betrachtet und 
hat ebenda (2) 24 (1918), p. 468 die Bedingung bestimmt, unter deren eine 
R% eine fünifach schneidende Gerade besitzt. Diese Bedingung hatte vorher 
A. Brill®®*) in Determinantenform gegeben. 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 2. 90 
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zu je zweien eine stationäre Ebene gemeinsam, und die 10 so erhaltenen 
Ebenen sind die Flächen eines vollständigen räumlichen Fünfecks. 
Die kubische Kurve K, ist der Ort der Ecken der oo! Fünfecke, die 
sich beim Variieren. von (r ergeben, und ist projektiv auf die RO be- 
zogen, wenn z. B. einem Punkte der Gruppe @ derjenige Eckpunkt 
des Fünfecks zugeordnet wird, in dem die sechs stationären Ebenen 
zusammenlaufen, die die ersten ÖOskulanten der vier andern Punkte 
von @ zu je zweien gemeinsam haben. 

Die Beziehung zwischen R? und K, ist von W. Stahl festgestellt 
worden auch mit Hilfe einer Scharschar von Flächen 2. Klasse f, .- 
Diese sind die Fundamentalflächen der Polaritäten, die durch die Pro- 
jektivitäten bestimmt werden, die zwischen K, und den zweiten ge- 
mischten Oskulanten der Punktpaare A, u von R existieren, und sind 
auch) die Einhüllenden der Ebenen, die X, und diese Oskulanten 
in zwei apolaren Punkttripeln schneiden. Die Scharschar der fi}. 
ist von besonderer Natur, da sie unendlich viele der Kurve K, ein- 
beschriebene Polfünfecke besitzt, deren Ecken den Gruppen der Fun- 
damentalinvolution entsprechen. 

Die acht stationären Ebenen von R% sind acht assoziierte Ebenen 
einer andern Scharschar von Flächen 2. Klasse, und die Tangenten 
von R?, die in diesen Ebenen liegen, gehören zu dem linearen Komplex T,, 
dem Ort der Geraden, in denen sich die Ebenenpaare treffen, die .R? 
in apolaren Punktgruppen schneiden. 

Zu den vorhergehenden und andern Gebilden und Eigenschaften 
ist L. Berzolari gelangt bei der Untersuchung der R? mittels der 
Kombinanten, die mit der Kurve verbunden sind, und“auch mit Hilfe 
einer Parameterdarstellung der Koordinaten des laufenden Punktes als 
dritte Derivierte einer Binärform M 8. Ordnung.) Es geht u. a. 
daraus hervor, daß die Scharschar der f,, zu K, harmonisch ist, d.h. 
daß sie aus Flächen 2. Klasse zusammengesetzt ist, die zu allen durch 
K, gehenden Flächen 2. Ordnung apolar sind: die Punktsextupel von 
K,, deren Schmiegungsebenen die Flächen f, , berühren, sind die ge- 
mischten Polaren 6. Ordnung der Form M.?%) 


400) L. Berzolari®®®), p. 321. 

401) Rom Mem. Acc. Line. (4) 7 (1893), p. 303 bzw. 328. S. auch W. Müller, 
Diss. Leipzig 1910; A. L. Hjelmman, Ann. Acad. scient. Fennicae (A) 3 (1912), 
Nr. 11, wo die Kurve R! auf geometrischem Wege untersucht wird, indem sie 
als Projektion der rationalen normalen Kurve des Raumes von fünf Dimensionen 
betrachtet wird. A.a. O0. (A) 7 (1915), Nr. 12 hat der Autor auch die AR mit 
oo! Quadrisekanten untersucht. 

402) Die Wurzeln von M sind die Parameter der acht Punkte von R!, die 
auf den Schmiegungsebenen von K, in den entsprechenden Punkten liegen. 
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Für eine R% ist die kovariante Fläche 2. Grades ®, der Ort der 
kubischen Raumkurven K%, die zu den oo! ersten Oskulanten der 
Punkte A von AR kovariant sind. In ihr sind alle Tetraeder einbe- 
schrieben, die zu Flächen die stationären Ebenen der zweiten ge- 
mischten Oskulanten von R% haben. Die sechs kubischen Kurven KW, 
die sechs, eine Gruppe der Fundamentalinvolution bildenden Punkten 
von R2 entsprechen, haben im ganzen sechs Punkte, die Ecken eines 
Sechsecks gemeinsam; jeder solchen K® und daher auch dem bezüg- 
lichen Punkte A von AR} ist derjenige Punkt des Sechsecks zugewiesen, 
welchen K nicht enthält. Die Punkte von ©, sind daher derart zu 
Sextupeln vereinigt, daß jeder Punkt zu einem einzigen von diesen 
gehört, und die Fundamentalinvolution wird so auf ®, übertragen. 

Die stationären Ebenen von allen zweiten gemischten Oskulanten 
hüllen eine Fläche » 4. Klasse ein, die die duale zum sogenannten 
Symmetroid‘®) ist. Wenn AR? parametrisch durch ,—=f,(A) (—=1, 
2,3, 4) dargestellt wird, so ergibt sich die Gleichung von % in Ebenen- 
koordinaten, wenn man die Katalektikante der linken Seite der Glei- 


chung 6. Grades in A 
R Zuwf,(a) — 0 


gleich O setzt, die die Schnitte der Kurve mit der Ebene > ur, = 0 


liefert. Der Fläche » sind oo? vollständige Sechsecke umbeschrieben, 
die in die Fläche 2. Grades ®, einbeschrieben sind. Die 48 Schmie- 
gungsebenen der R?, die zu % gehören, fallen zu je vier mit den sta- 
tionären Ebenen von AR} zusammen. 


Wenn M gegeben ist, besitzt die R} vier Ebenen mit fünfpunktiger Berührung, 
wenn die Katalektikante von M Null ist. 

Die Betrachtung der Projektivität zwischen R} und K, ergibt die geo- 
metrische Bedeutung von anderen Invarianten und Kovarianten von M. Es werde 
symbolischM= a3 =b} =. .., j= (ab)’(ac)*(be)*atbict gesetzt. Das Verschwin- 
den der Invariante (M, M)® drückt die Bedingung dafür aus, daß der Komplex I’ 
und der lineare Komplex N, der von X, bestimmt wird, in Involution sind. 
Das Verschwinden der Hesseschen Form von M ergibt die zwölf Punkte von Er 
deren Verbindungsgeraden mit den entsprechenden Punkten von X, nochmals 
K, treffen, und die auch so beschaffen sind, daß die Tangenten in ihnen an R? 
die entsprechenden Tangenten von K, schneiden. Es existiert ein lineares 00°- 
faches System von F,, von denen jede zu K, harmonisch und außerdem zu allen 
Einhüllenden fi, apolar ist. Die Gleidhnbg j=0 definiert die zwölf Punkte 
von K,, die auf der Jacobischen Fläche des Systems liegen, und weiter noch 
die zwölf Punkte von AR, deren Schmiegungsebenen durch den homologen 
Punkt von X, gehen, oder, was dasselbe ist, die zwölf Punkte von R®, deren be- 
zügliche Fläche f, , den homologen Punkt von K, enthält usw. 

403) Das Symmetroid wurde unter diesem Namen zuerst untersucht von 
4. Cayley, London Math. Soc. Proc. (1) 3 (1870), p. 44 = Papers 7 (1894), p. 157. 

90* 
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J. R. Conner*'*) hat weiter die Verbindung zwischen R? und % 
(und auch zwischen den Knotenpunkten einer ebenen rationalen Kurve 
6. Ordnung und den Knotenpunkten des Symmetroides) untersucht, 
wobei er zeigte, daß % ein allgemeines Symmetroid ist und daß die 
Fläche ®, eine rationale kovariante Fläche desselben ist; außerdem, 
daß umgekehrt, wenn ein Symmetroid (als einhüllende Fläche) will- 
kürlich gegeben ist, zwei rationale Raumkurven 6. Ordnung existieren, 
aus denen jenes in der angegebenen Weise abgeleitet werden kann. 
Für zwei solche Kurven ist die Fläche 2. Grades ®, dieselbe.i%) 

Wenn eine R? gegeben ist, so ist der ersten Oskulanten jedes 
ihrer Punkte A eine Fläche 2. Grades ®f) zugeordnet. Die Flächen 
©%, die auf diese Weise entstehen, bilden ein oo'faches System vom 
Index 6, und alle gehen durch eine und dieselbe Gerade /. Die sieben 
Flächen ®%, die zu sieben, eine Gruppe der Fundamentalinvolution 
bildenden Punkten von ZA® gehören, schneiden sich untereinander, 
außer in /, in sieben Punkten, und durch sechs beliebige von ihnen 


404) Amer. J. of Math. 37 (1913), p. 29 [Auszug Amer. math. Soc. Bull. (2) 
19 (1913), p. 284]. S. noch A. B. Coble, Amer. J. of math. 41 (1919), p. 243; 46 
(1924), p. 143 [Auszüge Nat. Acad. Sciences Proc. 7 (1921), p. 245, 334; 9 (1923), 
p. 183], wo der Zusammenhang zwischen den Knotenpunkten der ebenen ratio- 
nalen Kurve 6. Ordnung und den Knotenpunkten des Symmetroides in Verbin- 
dung mit der Theorie der Modularfunktionen vom Geschlecht p=4 studiert ist. 

405) Eine allgemeine R% besitzt sechs Quadrisekanten, die eines der beiden 
Sextupel einer Doppelsechs bilden auf der einzigen Fläche 3. Ordnung, die 
durch die Kurve geht. Siehe Em. Weyr°**) und F'. Deruyts, Belgique Bull. (3) 
35 (1898), p. 421. 

J. Vojtech, Casopis 43 (1914), p. 290, bat eine R% betrachtet als Projektion 
der rationalen normalen Kurve des Raumes von sechs Dimensionen. 

Auf geometrischem Wege hat J. Johannes, Diss. Tübingen 1889, die R%$ 
untersucht, indem er sie aus einem Kegelschnitt herleitete mittels einer beson- 
deren kubischen involutorischen Transformation, in der zwei Punkte konjugiert 
sind, die in bezug auf die Flächen 2. Grades eines drei Paare von Ebenen ent- 
haltenden Netzes konjugiert sind. Er hat auch die Fälle betrachtet, in denen 
die Kurve 1, 2, 3, 4 Doppelpunkte besitzt. 

Eine R$ mit drei Doppelpunkten hat P. Scholim, Diss. Breslau 1884, kon- 
struiert; den Fall einer RO mit vier Doppelpunkten hat analytisch P. J. Sauer- 
beck, Diss. Freiburg 1889 (Tübingen 1889) untersucht; siehe auch Ch. Bioche, 
Nouv. Ann. de Math. (4) 3 (1903), p. 435. Raumkurven R} und A$ mit zwei bzw. 
vier Spitzen hat betrachtet R. A. Roberts, London Math. Soc. Proc. (1) 17 (1885), p. 72. 
Eine andere R% hat R. Hoppe, Arch. Math. Phys. (1) 64 (1879), p. 224 behandelt. 

Konstruktionsprobleme über die R® und über die R$ mit einem Doppel- 
punkt hat A. Petot, Ann. Ec. Norm. (3) 5 (1888), Suppl. p. 39 untersucht. 

E.Ciani, Lomb. Ist. Rend. (2) 37 (1904), p 580; (2) 39 (1906), p. 359, hat 
die R® und die R% untersucht, die in bezug auf eine endliche Gruppe von Raum- 
kollineationen invariant sind. 

Über vorstehende besondere Fälle vgl. @. Loria®!°), 1, p. 344—347. 
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geht eine ®®, die dem siebenten Punkte zugeordnet ist. Läßt man 
diesen Punkt dem Punkte der R, entsprechen, zu dem ®% gehört, 
so werden die Punkte des Raumes in Septupeln angeordnet in der 
Weise, daß jeder Punkt einem einzigen dieser Septupel angehört, und 
die Fundamentalinvolution wird so auf den Raum abgebildet.) 
Eine bemerkenswerte, obwohl besondere RO hat F. Klein“) ge- 
funden bei der Untersuchung der geometrischen Deutung der Glei- 
chung 5. Grades; später haben sie von neuem (. F. Geiser‘®) und 
E. Ciani*”) bei der Untersuchung der Konfiguration angetroffen, die 
durch ein vollständiges Pentaeder bestimmt wird. Diese Konfigura- 
tion wird von einer Gruppe G,. von 120 Kollineationen in sich 
transformiert, die holoedrisch isomorph zur totalen Gruppe von fünf 
Elementen ist und eine alternierende Untergruppe @,, besitzt, die 
eine ikosaedrische Gruppe ist. Es existieren eine und nur eine (nicht 
ausgeartete) Fläche 2. Grades und eine und nur eine einzige kubische 
Fläche, die in bezug auf die @,,, invariant sind. Die erste ist die- 
jenige, auf der die zehn Paare von Hesseschen Punkten der Tripel von 
Eckpunkte des Fünfflachs liegen, die zu einer Kante gehören. Die 
andere ist die Olebschsche Diagonalfläche des Pentaeders*!°), so genannt, 
weil sie durch die 15 Diagonalen des Pentaeders geht: die zwölf 
übrigen Geraden der Fläche bilden eine Doppelsechs und sind die 
sechs invarianten Geradenpaare der sechs in @,,, enthaltenen Unter- 
gruppen 10. Ordnung. Nach E. Ciani sind unter den irreduziblen 
Kurven der ersten sechs Ordnungen zwei einzige invariant in bezug 
auf G,, aber nicht bezüglich G,30, und dies sind zwei rationale 
Raumkurven 6. Ordnung, die projektividentisch sind. Jede von ihnen 
besitzt sechs Doppeltangenten, die die eine bzw. die andere der beiden 
Sextupel der vor kurzem erwähnten Doppelsechs zusammensetzen. 
Jede beliebige der beiden Kurven besitzt unendlich viele dreifach be- 
rührende Ebenen (die eine abwickelbare Fläche 6. Klasse bilden). 
Außerdem*!!) gibt es, abgesehen von dem trivialen Fall der Kurve, 


406) Eine Korrespondenz mit den Indizes 1, 7 zwischen den Punkten des 
Raumes, die durch eine AR? bestimmt wird, hat J. R. Conner, Amer. math. Soc. 
Bull. (2) 19 (1913), p. 284 betrachtet. 

Eine besondere R%, die eine sechsfach schneidende Gerade besitzt, hat 
M. Stuyvaert, Diss. Gand 1902, p. 17 aufgefunden. 

407) Vorlesungen über das Ikosaeder und die Auflösung der Gleichung 
vom fünften Grade, Leipzig 1884, p. 167. 

408) Zürich Vierteljahrsschr. Naturf. Ges. 50 (1905), p. 306. 

409) Palermo Rend. 21 (1906), p. 322. 

410) Siehe A. Clebsch, Math. Ann. 4 (1871), p. 331. 

411) E. Ciani, Palermo Rend. 22 (1906), p. 287. 
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die einer Fläche 3. Ordnung und einem Kegel 2. Grades angehört, 
keine andern irreduziblen Raumkurven 6. Ordnung, die unendlich viele 
dreifach berührende Ebenen besitzen. 


62. Abwickelbare Flächen, speziell der ersten sieben Ordnungen. 
H. A. Schwarz‘'?) hat bewiesen, daß alle abwickelbaren Flächen, deren 
Rückkehrkante eine irreduzible Raumkurve von nicht höherem Range 
als 7 ist, rational oder auch auf eine Ebene abbildbar sind.*?) 


Die ebene Abbildung der rationalen abwickelbaren Flächen wurde 
im allgemeinen von A. COlebsch*‘*) als besonderer Fall der Abbildung 
der rationalen Regelflächen untersucht.*'®) 


Die abwickelbaren Flächen der ersten drei Ordnungen sind Kegel; 
diejenigen der 4. Ordnung haben zur Rückkehrkante eine kubische 
Raumkurve. 

Die der 5. Ordnung haben zur Rückkehrkante eine Raumkurve 
4. Ordnung mit Spitze, d. h. den Schnitt zweier Flächen 2. Grades, 
die eine stationäre Berührung haben. Sie wurden untersucht von 
A. Cayley*'°), M. Chasles*'') und L. Cremona*"®). 


Die abwickelbaren Flächen 6. und 7. Ordnung wurden zum Teil 
von A. Cayley und von M. Chasles, a.a.O., und von @. Salmon*?) 


412) Diss. Berlin 1864 = J. f. Math. 64 (1864), p. 1 = Ges. math. Abh. 2 
(1890), p. 8. 

413) Die ebene Abbildung dieser Flächen wurde von @. Lazzeri, Pisa Ann. 
R. Scuola Norm. 3 (1883), p. 79 untersucht. A. Buffone °°°), p. 173, hat die ebene 
Abbildung einer abwickelbaren Fläche 6. Ordnung studiert, die.vom metrischen 
Standpunkt eine besondere ist. 

H. A. Schwarz hatte sich auf die Betrachtung von Flächen mit doppel- 
punktslosen Rückkehrkurven beschränkt. Die Untersuchung wurde vervollständigt 
von H. Mohrmann, Math. Abh. H. A. Schwarz zu seinem funfzigjährigen Doktor- 
Jubiläum, Berlin 1914, p. 291; Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 24 (1915), p. 73, der 
die Fälle behandelt hat, in denen die Rückkehrkante Doppelpunkte oder statio- 
näre Tangenten besitzt (Doppeltangenten sind nicht möglich). 

414) Math. Ann. 5 (1871), p. 16 und 25—26. 

415) Über die rationalen Developpablen siehe auch A. Voss, Math. Ann. 8 
(1874), p. 115—117; 13 (1877), p. 232. 

416) Cambr. Dublin Math. J. 5 (1850), p. 46, 152 = Papers 1 (1889), p. 486, 
500; Quart. J. 6 (1864), p. 108 —= Papers 5 (1892), p. 267. 

417) Paris C. R. 54 (1862), p. 317, 418, 715. 

418) Paris ©. R. 54 (1862), p. 604 = Opere 2, p. 11. Die von L. Oremona 
nur angegebenen Sätze wurden auf analytischem Wege von N. Salvatore-Dino, 
Giorn. di mat. (1) 3 (1865), p. 100, 133, auf geometrischem Wege von E.d’Ovidio, 
ebenda p. 107, 184, 214 bewiesen. 

Ein Beispiel bei J. de Vries, Amsterdam Wisk. Opgaven 10 (1910), p. 297. 

419) Cambridge Dublin math. J. 5 (1849), p. 23. 


63. Kurven, die eine lineare Schar g; enthalten. 1395 


betrachtet; die der 6. Ordnung wurden vollständig von M. Chasles*?), 
die der 7. Ordnung von H. A. Schwarz?) bestimmt. 

Die abwickelbaren Flächen 6. Ordnung besitzen eine Rückkehr- 
kante, die auf einer Fläche 2. Ordnung liegt. Sie sind von dreierlei 
Art, je nachdem die Rückkehrkante eine allgemeine rationale Raum- 
kurve 4. Ordnung oder eine Raumkurve 5. Ordnung mit zwei statio- 
nären Ebenen und zwei Spitzen oder schließlich eine Raumkurve 
6. Ordnung ohne stationäre Ebenen mit vier Spitzen ist. 

Die abwickelbaren Flächen 7. Ordnung sind auch von drei ver- 
schiedenen Arten, je nachdem die Rückkehrkante eine Raumkurve 
5. Ordnung mit fünf stationären Ebenen und einer Spitze oder eine 
6. Ordnung mit drei stationären Ebenen und drei Spitzen oder endlich 
eine 7. Ordnung mit einer stationären Ebene und fünf Spitzen ist.) 


63. Kurven, die eine lineare Schar g) enthalten; speziell ellip- 
tische und hyperelliptische Raumkurven. Wenn eine Raumkurve 
der Ordnung n und vom Geschlecht » hyperelliptisch ist oder eine 
Schar g; enthält [III C 4 (L. Berzolari), Nr. 27], so bilden die Ge- 
raden, die die Paare dieser Schar verbinden, eine rationale Regel- 
fläche vom Grade n— p — 1 (die auch ein Kegel sein kann). Wenn 
die Kurve eine g, enthält, so hüllen die Ebenen, die ihre Tripel ent- 
halten, eine rationale abwickelbare Fläche der Klasse n — pp — 2 
ein.t2?) 

Auf den ersten Satz gründet sich nach C. Segre**) eine Ein- 
teilung der hyperelliptischen Raumkurven in Arten, die durch die 
niedrigste Ordnung charakterisiert sind, die eine auf dieser Regel- 
fläche liegende Kurve haben kann.“?) 


420) Paris C. R. 54 (1862), p. 718. 

421) Siehe +12). — Über die abwickelbaren Flächen 6. Ordnung siehe auch 
A. Cayley, J. f. Math. 34 (1846), p. 151; 39 (1848), p. 15 = Papers 1 (1889), p. 354 
bis 355, 533; Phil. Mag. (4) 27 (1864), p. 437 = Papers 5 (1892), p. 135; Quart. J. 
7 (1864), p. 105; 9 (1868), p. 129, 373 = Papers 5, p. 511; 6, p. 87; Ann. di mat. 
(2) 2 (1868), p. 99, 219; Cambridge Phil. Trans. 11° (1871), p. 507 = Papers 7, 
p- 116, 118, 99; außerdem in bezug auf die Konstruktion eines Modells: Quart. J. 
14 (1877), p. 229, 235 — Papers 10, p. 68, 73. 

422) Über das Vorhergehende vgl. auch Salmon-Fiedler, Raumgeometrie 2, 
p. 135—145. 

423) Wegen der ersten Eigenschaft siehe R. de Paolis, Rom Mem. Acc. Linc. 
(4) 1 (1885), p. 606; in bezug auf beide: C. Segre, Math. Ann. 30 (1887), p. 218 
bis 219, wo sie in allgemeinere Sätze einmünden, für die auch vgl. (©. Segre, 
Rom Rend. Acc. Line. (4) 3? (1887), p. 149; Lomb. Ist. Rend. (2) 21 (1888), p. 523. 

424) Math. Ann. 30 (1887), p. 221. 

425) Für den Fall p=2 siehe auch J. de Vries, Amsterdam Versl. (4) 16 
(1907), p. 871. — Über die besonderen hyperelliptischen Raumkurven der Ord- 
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Sätze über elliptische Raumkurven (d. h. vom Geschlecht y= 1), 
vor allem von der 5. und 6. Ordnung (Nr. 64 und 66), hat O. Segre**s) 
angegeben in Verbindung mit den zwei Arten von eineindeutigen 
Transformationen in sich, die die Kurve zuläßt [vgl. III C 5b (@. Loria), 
Nr. 38], durch Betrachtung der Regelflächen, die sich bei der Ver- 
bindung der Paare entsprechender Punkte ergeben. Wenn die Raum- 
kurve von der Ordnung % ist, so ergeben sich aus den oo! Korrespon- 
denzen 1. Art, die alle involutorisch sind und die auf der Kurve vor- 
handenen g, liefern, oo' rationale Regelflächen der Ordnung n — 2, die 
durch die Kurve einfach hindurchgehen. Wenn n ungerade, so ent- 
hält jede von diesen Regelflächen im allgemeinen als einfache Kurve 


niedrigster Ordnung eine rationale Kurve der Ordnung —! . Wenn 
n gerade ist, enthält jede von diesen Regelflächen oo! rationale Kurven 
von der Minimalordnung u, mit Ausnahme von (3) solchen Regel- 
flächen, die als Kurve niedrigster Ordnung eine Kurve der Ordnung 
3 — 2 haben. 


Eine eineindeutige Transformation der Kurve in sich von der 
2. Art kann auf unendlich viele Weisen als Produkt von zweien der 
1. Art erhalten werden. Von diesen Transformationen sind drei ein- 
zige involutorisch und bestimmen drei elliptische Regelflächen der 
Ordnung n, die durch die gegebene Kurve einfach hindurchgehen. 


64. Raumkurven 5. Ordnung vom Geschlecht 1. Mit diesen 
Kurven haben sich vor allem Em. Weyr*?") und .D. Montesano*?®) be- 
schäftigt, von denen der erste hauptsächlich die auf der Kurve vor- 
handenen Involutionen untersucht hat. Beide haben erkannt, daß die 
Kurve einen linearen Komplex I’ bestimmt, in dem jeder Punkt der 
Kurve zur Nullebene die Ebene hat, die die zwei von dem Punkte 
ausgehenden Trisekanten enthält. Dem Komplex I’ gehören daher alle 
Trisekanten der Kurve an (die eine elliptische Regelfläche 5. Grades 
bilden), und zwei Geraden sind in dem Nullsystem konjugiert, wenn 
sie dieselben fünf Trisekanten der Kurve treffen und daher mit der 





nung n, die eine (n— 2)-fach schneidende Gerade besitzen, siehe K. Bobek, 
Wien Ber. 95 (1887), p. 349. 

Über die RP, die eine g! enthalten, und ihre ebenen Projektionen siehe 
K. Küpper, Prag Ber. 1896, Nr. 4, und für k=2 auch H. Valentiner, Nyt Tids- 
skrift for Math. 10B (1899), p. 51. 

426) Math. Ann. 27 (1886), p. 296. 

427) Wien Ber. 90 (1884), p. 206; 92 (1885), p. 498; 97 (1888), p. 592. 

428) Rend. Acc. Napoli (2) 2 (1888), p. 181. 
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Kurve auf einer Fläche 3. Ordnung liegen. Daraus ergibt sich eine 
perspektive eindeutige Abbildung der Strahlen von I’ auf die Punkte 
des Raumes, und D. Montesano hat hieraus einige Sätze über die 
Kegelschnitte abgeleitet, die die Kurve in fünf Punkten schneiden. 
Jeder dieser Kegelschnitte geht durch den Nullpunkt seiner Ebene 
in bezug auf I’ hindurch; der Kegelschnitt selbst ist der Ort der 
Punkte, die in der angegebenen Abbildung den in seiner Ebene liegen- 
den Strahlen von I’ entsprechen, und der Strahl von I’, der in der 
Abbildung einem Punkte P des Raumes entspricht, berührt denjenigen 
der angeführten Kegelschnitte, der in der Nullebene von P liegt. 

Durch eine elliptische Raumkurve R} gehen oo! kubische Regel- 
flächen hindurch; die Kurve ist einfache Kurve für drei elliptische 
Regelflächen vom 5. Grade, Unter den oo! kubischen Regelflächen 
die durch die Kurve gehen, gibt es 25 bemerkenswerte, die die fol- 
gende Eigenschaft haben. Auf einer beliebigen von ihnen sei auf 
jeder Erzeugenden der konjugierte harmonische Punkt zu dem Treff- 
punkt mit der einfachen Leitlinie in bezug auf die beiden Schnitt- 
punkte mit AR! bestimmt: der Ort dieses Punktes, wenn die Erzeu- 
gende variiert (der für eine beliebige kubische Regelfläche eine ku- 
bische Raumkurve sein würde), wird ein Kegelschnitt sein.**®) 

Durch zwei elliptische Raumkurven 5. Ordnung, deren Trisekanten 
demselben nicht speziellen linearen Komplex I’ angehören, wird die 
allgemeinste birationale Raumtransformation bestimmt, in der jeder 
Strahl von I’ ein einziges Paar entsprechender Punkte enthält: sie ist 
wie ihre inverse von der 6. Ordnung. Es gibt o0'° Kurven R!, deren 
Trisekanten einem gegebenen, nicht speziellen linearen Komplex an- 
gehören, und zwei beliebige von ihnen liegen auf einer Fläche 4. Ord- 
nung, die dann einen linearen Büschel von ihnen enthält. Damit die 
Trisekanten von zwei R! demselben nicht speziellen linearen Kom- 
plex angehören, ist notwendig und hinreichend, daß diese auf der- 
selben Fläche 4. Ordnung liegen und auf ihr korresidual sind.?°®) 


65. Raumkurven 5. Ordnung vom Geschlecht 2. Diese Kurve 
R? liegt auf einer Fläche 2. Grades, und die Erzeugenden der einen 


429) Über dieses siehe C. Segre **°), p. 312. 

430) Vgl. darüber D. Montesano*?®) und M. Pieri, Palermo Rend. 6 (1892), 
p. 235, von denen der zweite alle birationalen, involutorischen und nichtinvolu- 
torischen Raumtransformationen bestimmt hat, bei denen die Verbindungslinien 
der Paare entsprechender Punkte einen speziellen linearen Komplex liefern. 

Über die Ri siehe noch F. London, Math. Ann. 45 (1894), p. 545; J. de Vries, 
Amsterdam Versl (4) 8 (1900), p. 451; E. C. Colpitts?®®), p. 337; J. Majeen, Agram 
Akad. Arb. 171 (1907), p. 1; @. Marletta, Catania Atti Acc. Gioenia (5) 1 (1908), 
Nr. XIV; @. Loria®!®), 1, p. 339—341. 
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Regelschar bestimmen auf der Kurve eine Involution 2. Ordnung mit 
sechs Doppelpunkten, deren Eigenschaften von E. Caporali*?!) unter- 
sucht wurden. Dieser erhielt die Kurve als Fundamentalkurve bei der 
eineindeutigen Abbildung eines allgemeinen quadratischen Komplexes 
auf die Punkte des Raums.‘??) Es ergibt sich, daß, wenn zwei Sehnen 
der Kurve gegeben sind, zwei andere Sehnen vorhanden sind, die die 
beiden ersten schneiden. Von jedem Punkte des Raumes gehen vier 
Sehnen der Kurve aus, und zwei beliebige gegenüberliegende Seiten- 
tlächen des von ihnen gebildeten vollständigen Vierkants schneiden 
die Kurve außerdem in zwei konjugierten Punkten der angegebenen 
Involution. 

D. Montesano*?°) hat bemerkt, daß bei der vorhergehenden Ab- 
bildung der Gruppe der 32 involutorischen linearen Verwandtschaften 
(Kollineationen und Korrelationen, einschließlich der Identität), von 
denen der Komplex in sich transformiert wird, eine Gruppe von 32 
involutorischen birationalen Raumtransformationen entspricht, von 
denen eine die Identität ist und die übrigen 31 vom 3. Grade sind 
und die AR? zur Fundamentalkurve haben. Umgekehrt bestimmt eine 
solche Kurve die Gruppe vollständig. Sechs der 31 Transformationen, 
die zum Produkt die Identität haben, lassen Flächen 3. Ordnung 
punktweise stehen; 15 andere, die die Produkte von je zweien der 
vorangehenden sind, haben jede eine Kurve von Fixpunkten, die eine 
elliptische Raumkurve 4. Ordnung ist; die übrigen 10, die die Pro- 
dukte der sechs ersten zu je dreien sind, haben jede acht Fixpunkte. 

H. E. Timerding**) hat die R? auf algebraischem ‚Wege und in 
Beziehung zur Theorie der Abelschen Funktionen untersucht: beson- 
ders hat er ihre Abbildung auf eine ebene Kurve 4. Ordnung mit 
einem Doppelpunkt und ihre ebene Projektion untersucht. 


66. Raumkurven 6. Ordnung vom Geschlecht 1. Eine solche 
Kurve R! besitzt drei Quadrisekanten q,, 99, 03. 4. Petot‘?°) hat ver- 
schiedene auf die Kurve bezügliche Konstruktionsprobleme behandelt, 
z. B. den Fall, daß die drei Quadrisekanten und sechs Punkte be- 
kannt sind. 


431) Rom. Mem. Acc. Linc. (3) 2 (1878), p. 749 = Memorie di Geometria, 
Napoli 1888, p. 54. 

432) Vgl. auch R. Sturm®®), 3 (1896), p. 272—282. Über dieselbe Kurve 
siehe auch M. Stuyvaert, Liege M&m. (3) 7 (1907), Nr. 2, p. 38—44; °°®), p. 141 
bis 151; E. CO. Colpıtts?®®), p. 342: @. Loria®), 1, p. 8341—344. 

433) Atti Ist. Veneto (6) 6 (1887), p. 1425. 

434) J. f. Math. 123 (1901), p. 284. 

435) Ann. Ec. Norm. (3) 5 (1388), Suppl.; Auszug Paris C. R. 102 (1886), 
p: 805. 
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Die Kurve bildet zusammen mit q,, 93, 9, die Grundkurve eines 
Büschels von kubischen Flächen. Em. Weyr“*) hat bewiesen, daß 
außer den 12 Flächen des Büschels, die in den Schnittpunkten von 
9, 99, 9 mit der Kurve je einen Doppelpunkt haben, der Büschel 
noch acht andere Flächen mit Doppelpunkt enthält, und daß von 
diesen Doppelpunkten vier auf dem durch q,, 5, 9, bestimmten Hyper- 
boloid liegen, während die vier anderen $,, S,, S,, S,, die nicht auf 
dem Hyperboloid liegen, alle und sie allein die Punkte sind, in denen 
drei Trisekanten der Kurve zusammenlaufen. 

F. London*?”) hat die R! als Ort der Punkte untersucht, in denen 
sich die oo! Tripel von Ebenen von drei gegebenen Büscheln schnei- 
den (deren Achsen zu je zweien windschief sind), die sich unter- 
einander gleichzeitig in zwei zwischen den Büscheln bestehenden tri- 
linearen Beziehungen entsprechen. Die Achsen dieser Büschel sind 
die Quadrisekanten der Kurve. Die vier Hauptpunkte S, werden dann 
bestimmt durch die vier singulären trilinearen Beziehungen, die in 
dem von den zwei gegebenen trilinearen Beziehungen bestimmten 
Büschel vorhanden sind.*®) 

F. London hat auch bewiesen, daß durch die Kurve vier Steinersche 
Flächen hindurchgehen, die zu dreifachen Punkten die Punkte $, und 
zu Doppelgeraden die von ihnen ausgehenden Tripel von Trisekanten 
haben; außerdem noch, daß die Kurve 16 dreifach berührende Ebenen 
besitzt, die die Doppelebenen der angeführten Steinerschen Flächen 
sind.?3°) 


Nach C. Segre*‘) liegt die Kurve auf oo! rationalen Regelflächen 





436) Wien Ber. 99 (1890), p. 932; 100 (1891), p. 457. 

437) Math. Ann. 45 (1894), p. 545. 

438) Nach J. Rosanes, J. f. Math. 88 (1879), p. 270, haben drei trilineare 
Beziehungen sechs Tripel von Elementen gemeinsam, die assoziiert heißen wegen 
der Eigenschaft, daß alle trilinearen Korrespondenzen, die fünf von diesen 
Tripeln enthalten, auch das sechste enthalten. F. London, a. a. O., zeigt nun, 
daß sechs Punkte der A} assoziiert sind, wenn die sechs Ebenentripel, die sie 
aus q,, 93, 9, Projizieren, ein assoziiertes System bilden, und beweist, daß, wenn 
fünf von ihnen willkürlich angenommen werden, das sechste eindeutig bestimmt 
ist. Die Betrachtung solcher Systeme, auf die diejenige von andern bemerkens- 
werten Systemen von assoziierten Elementen zurückgeführt werden kann (z. B. 
diejenige der neun Punkte, die zwei ebenen kubischen Kurven gemeinsam sind, 
diejenige der acht Schnittpunkte von drei Flächen 2. Grades usw.), ist von 
Wichtigkeit für die Untersuchung der Punktinvolutionen auf der Kurve. 

439) Zu diesen vier Steinerschen Flächen sind auch mit Hilfe der Über- 
räume gelangt: C. Rosati, Lomb. Ist. Rend. (2) 35 (1902), p. 407; E. Veneront, 
ebenda (2) 38 (1905), p. 523; @. Marletta *°°). 

440) Siehe **°), p. 312—313. 
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vom 4. Grade; drei von ihnen haben zur dreifachen Geraden (als Ort) 
eine Quadrisekante, und neun haben eine geradlinige einfache Leit- 
linie (die als Einhüllende dreifach ist). Die Kurve ist einfach für drei 
elliptische Regelflächen vom 6. Grade, von denen jede der Ort der 
Geraden ist, die die homologen Punkte von zwei ebenen kubischen 
Kurven verbinden, die sich in einer eineindeutigen nicht projektiven 
Korrespondenz entsprechen. 

Unter den oo! rationalen Regelflächen vom 4. Grade, die durch 
die Kurve gehen, sind außer den genannten noch 27 andere bemer- 
kenswert. Bei jeder von ihnen, wie auch bei jeder von den drei er- 
wähnten Regelflächen 6. Grades, werden zwei Punkte der Kurve, die 
auf derselben Erzeugenden liegen, harmonisch getrennt durch die 
Sehnittpunkte der Erzeugenden mit zwei festen Kegelschnitten der 
Regelfläche 4. Grades bzw. mit zwei festen ebenen kubischen Kurven 
der Regelfläche 6. Grades. 


67. Raumkurven 6. Ordnung vom Geschlecht 2. Einige Eigen- 
schaften dieser Kurven wurden von M. Stuyvaert“*') festgestellt, unter 
der Annahme, die aber nicht einschränkend ist, daß die Kurve in 
sechs Punkten den Kugelkreis trifft.*?) 

@G. Fano**?) hat die allgemeinste Fläche 4. Ordnung betrachtet, 


441) Paris C. R. 147 (1908), p. 232; Amsterdam Versl. (4) 17 (1908), p. 346; 
Giorn. di mat. (3) 3 (1912), p. 67; '), p. 24—32. Vgl. auch J. de Vries **); 
@. Loria°®'?), 1, p. 347—351. 

442) Wenn in orthogonalen kartesischen Koordinaten 9, =0,...,%,=0 
die Gleichungen von sechs Kugeln sind, wird die Kurve durch das Verschwinden 


Y | e 
der Matrix 19 929 dargestellt. Die Kurve liegt auf oo? Zykliden, von denen 








1,858, 
je zwei beliebige noch einen die Kurve in vier Punkten treffenden Kreis gemein- 
| 
sam haben. Die Gleichungen | a =0, wo k ein Parameter ist, stellen 
1.881 


00! Paare von Punkten der Kurve dar. Ein zyklisches Quadrupel und ein solches 
Paar liegen immer auf einer Kugel; umgekehrt schneidet jede Kugel, die durch 
ein Paar gelegt ist, die Kurve noch in einem zyklischen Quadrupel. Die die Kurve 
vierfach schneidenden Kreise bilden eine Kongruenz 1. Ordnung und 3. Klasse, 
und ihre Ebenen hüllen eine kubische Regelfläche ein, die zu Erzeugenden die 
Verbindungsgeraden der Punkte der Paare, zur doppelten Leitlinie die Quadri- 
sekante der Kurve und zur einfachen Leitlinie eine Sehne der Kurve hat. Unter 
den 00° Zykliden gibt es 00!, die in die unendlich ferne Ebene und in eine 
kubische Fläche zerfallen sind: diese kubischen Flächen bilden einen Büschel, 
dessen Grundkurve von der R,, dem Kugelkreis und der Quadrisekante von R, 
gebildet wird. 

M. Stuyvaert untersucht auch die bilineare Kongruenz, die von den sechs- 
fach schneidenden Kegelschnitten gebildet wird. Diese und die vorhergehende 
Kongruenz gehen in die schon früher von D. Montesano °*°) untersuchten ein. 

443) Lomb. Ist. Rend. (2) 39 (1906), p. 1071. 
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die durch die Kurve geht, indem er die Abbildung auf eine Doppel- 
ebene mit einer Verzweigungskurve 6. Ordnung herstellte und die 
Existenz einer unendlichen diskontinuierlichen Gruppe von biratio- 
nalen Transformationen der Fläche in sich bewies. 

F. Severi**) hat in Verbindung mit seinen Untersuchungen über 
die Basis des Systems der algebraischen Kurven auf einer algebrai- 
schen Fläche (vgl. Nr. 43) die vollständige Bestimmung der Gruppe 
durchgeführt, die von allen birationalen Transformationen der Fläche 
in sich gebildet wird. Die Bestimmung aller auf der Fläche liegen- 
den Kurven hat ihn zu der Feststellung geführt, daß die Fläche weder 
rationale noch elliptische Kurven ohne Doppelpunkte enthält. 

V. Snyder und F. R. Sharpe‘) haben bewiesen, daß die Trans- 
formationen der angeführten Gruppe mit Hilfe von Oremonatransfor- 
mationen *°) ausgedrückt werden können. 


68. Raumkurven 6. Ordnung vom Geschlecht 3. Die Kurve R} 
ist der Restschnitt von zwei kubischen Flächen, die durch eine kubi- 
sche Raumkurve gehen (die die R, in acht Punkten schneidet) **°®) und 
wurde zuerst von L. I. Magnus“) bei der Untersuchung der kubischen 
birationalen Raumtransformation gefunden, die durch drei bilineare 
Gleichungen zwischen den Koordinaten von zwei homologen Punkten 
festgelegt wird: so daß, mit anderen Worten, der homologe zu einem 
beliebigen Punkte der Schnittpunkt der drei Ebenen ist, die ihm in 
drei gegebenen Korrelationen‘ entsprechen. Das homaloidische System 
in jedem der beiden Räume wird von den kubischen Flächen gebildet, 
die durch eine gegebene R} hindurchgehen (Kardinalkurve nach L. 1. 
Magnus) .**?) 


444) Palermo Rend. 30 (1910), p. 265. 

445) Amer. math. Soc. Trans. 16 (1914), p. 62. 

446) Über die angegebene Fläche und die Gruppe der birationalen Trans- 
formationen, die sie in sich verwandeln, siehe auch V. Snyder, Amer. math. 
Soc. Trans. 11 (1909), p. 15. 

446a) Den Restschnitt von zwei durch eine kubische Raumkurve gehenden 
kubischen Kegeln hat H. de Vries, Hand. van het 5. Nederl. Natuur- en Geneesk. 
Congres (Amsterdam 1895), p. 250 behandelt. 

447) Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen aus der analytischen Geo- 
metrie des Raumes, Berlin 1337, p. 408—412. 

448) Siehe außerdem L. Cremona, J. f. Math. 68 (1866), p. 72 = Opere 3, 
p. 64; Grundzüge, p. 175—178; Gött. Nachr. 1871, p. 129; Math. Ann. 4 (1871), 
p-. 213 = ÖOpere 3, p. 260; A. Cayley, Tondon Math. Soc. Proc. (1) 3 (1870), p. 176 
—= Papers 7, p. 236; M. Noether, Math. Ann. 3 (1871). p. 199, 205 und besonders 
p. 552, 564, wo die Transformation, auch in vielen Spezialfällen, wo die R} zer- 
fällt, in mehr geometrischer und vollständigerer Weise untersucht wird. Siehe 
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Die Kurve läßt sich auch auf unendlich viele Weisen als Ort der 
Punkte erzeugen, durch die vier entsprechende Ebenen von vier kol- 
linearen Ebenenbündeln gehen, und ebenfalls als Ort der Punkte, in 
denen die Achsen der entsprechenden Ebenenbüschel von drei kol- 
linearen räumlichen Ebenensystemen zusammenlaufen.*°) 


F. Schur und Th. Reye‘°®) haben die Kurve R? auf Grund dieser 
auch R. N Math. Ann. 19 (1881), p. 480; °%), 3 p. 479-484; 4, p. 391—392; 
Th. Reye°°°), 3, 4. Aufl. Leipzig 1910, p. 140—143. 

Für den speziellen Fall, in dem die Paare von konjugierten Punkten in 
bezug auf alle Flächen 2. Grades eines Bündels sich entsprechen, so daß die 
entsprechenden drei bilinearen Gleichungen symmetrisch sind und die AR} der 
Ort der Spitzen der zu einem Bündel von Flächen 2. Grades gehörigen Kegel 
ist, siehe L. I. Magnus **"), p. 370—376, 403—407; L. O. Hesse, J. f. Math. 49 
(1853), p. 279 = Werke, p. 345; M. Chasles, Paris C. R. 52 (1861), p. 1157; 
E. de Jonquieres, J. de Math. (2) 7 (1862), p. 412; ©. F. Geiser, Zürich Viertel- 
Jahrsschr. Naturf. Ges. 10 (1865), p. 226; J. f. Math. 69 (1868), p. 197; R. Sturm ®°®), 
p. 37—39; J. f. Math. 70 (1868), p. 212; Math. Ann. 1 (1869), p. 554; °5), 1. p. 369; 
3, p. 412—413, 416—417, 488—490; 4, p. 406—408; A. Cayley, Oxford, Cambridge 
and Dublin Mess. of Math. 5 (1870), p. 200 — Papers 8, p. 488—489; G. Dar- 
boux, Bull. sciences math. (1) 1 (1870), p. 351; Th Reye, J. f. Math. 82 (1876), 
p. 71; 55), 3, 4. Aufl., Leipzig 1910, p. 134—139; W. Stahl, J. f. Math. 92 (1881), 
p. 180; J. 8. Vanecek, Liege Mem. (2) 11 (1885); D. Montesano, Atti Ace. Torino 
27 (1892), p. 1053; Rom Rend. Acc. Linc. (5) 1? (1892), p. 77; Bologna Ist. 
Mem. (5) 3 (1893), p. 549; J.C. Kluyver, Nieuw Arch. voor Wiskunde 19 (1892), 
p. 1 — wo in den beiden letzten Arbeiten die Kurve untersucht wird in Bezie- 
hung zu dem kubischen Komplex, der von den Erzeugenden der Flächen 
2. Grades des Bündels gebildet wird —; M. Stuyvaert, Liege Me&m. (3) 7 (1907), 
Nr. 2, p. 34; A. Emch, Amer. math. Soc. Trans. 27 (1925), p. 270 [Auszug Amer. 
math. Soc. Bull. (2) 30 (1924), p. 226]; ferner Salmon- Fiedler, Raumgeometrie 1, 
p: 316—317; 5. Aufl., herausg. von K. Kommerell 1, Leipzig und Berlin 1922, 
p. 534—537. 

Für den Fall, in dem das Bündel dasjenige der ersten Polaren der Punkte 
einer Ebene in bezug auf eine kubische Fläche ist (siehe weiter oben in dieser 
Nr.), siehe auch L. Cremona, J. f. Math. 68 (1867) p. 49 und 67 = Öpere 3, p. 44 
bis 45 und 59; R. Sturm °°®), p. 142ff.; Th. Reye°°®), 3, 4. Aufl., Leipzig 1910, 
p. 119—134. 

Eine Kegelspitzenkurve mit einer Gruppe von 168 Kollineationen in sich 
hat F. Klein beobachtet: Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modul- 
funktionen 1, Leipzig 1890, bearbeitet von R. Fricke, p. 726—731; vgl. auch 2, 
Leipzig 1892, p. 392—395. 

Vollständigere Angaben, vor allem über die Fälle des Zerfallens der Kurve, 
in II C 11 (L. Berzolar:). 

449) Die erste Erzeugung findet sich schon bei R. Sturm°®’), p. 204. 

450) F. Schur, Math. Ann. 18 (1881), p. 1; Th. Reye, J. f. Math. 104 (1888), 
p. 211. Siehe auch R. Sturm®®°), 2, p. 195; 3, p. 549—559; Th. Reye°°®), 3, 4. Aufl. 
Leipzig 1910, p. 237—240; außerdem M. Stuyvaert **®), p. 27; M.Stuyvaert, Belgique 
Bull. (4) 9 (1907), p. 470, hat auch die Kurve als Ort der singulären Punkte 
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beiden Arten der Erzeugung untersucht und haben die linearen Sy- 
steme 3. und 2. Stufe von kollinearen Ebenenbündeln bzw. Ebenen- 
räumen betrachtet, die alle die gegebene Kurve liefern. 


F. Schur hat insbesondere die Existenz eines Systems von Punkt- 
quadrupeln auf der Kurve festgestellt, die eine Involution J 4. Ord- 
nung und 2. Stufe bilden. Diese Quadrupel werden gebildet von den 
Doppelpunkten von zwei beliebigen Räumen des erzeugenden Bündels 
kollinearer Räume oder auch von den singulären Punkten der oo? tetra- 
edralen Komplexe, die alle Trisekanten der Kurve enthalten. Jede Fläche 
2. Grades, die durch eine kubische Raumkurve geht, die zusammen 
mit der R} die Grundkurve eines Büschels von kubischen Flächen 
bildet, schneidet die Kurve (außer in den acht Punkten, die dieser 
und der kubischen Raumkurve gemeinsam sind) in vier Punkten, die 
eine Gruppe von J bilden. Zwei allgemeine Punkte der R? gehören 
einem einzigen Quadrupel von J an, ein Punkt oo! Quadrupeln. Jedes 
Tripel von Punkten der Kurve, das zusammen mit einem gegebenen 
Punkte von ihr ein Quadrupel von .JJ bildet, liegt in einer Ebene, die 
durch eine bestimmte Trisekante der Kurve geht; umgekehrt treffen 
die durch eine gegebene Trisekante der Kurve hindurchgehenden 
Ebenen die Kurve außerdem in Punkttripeln, die mit einem gewissen 
festen Punkt der Kurve ebensoviele Gruppen von J bilden. Die ein- 
eindeutige Korrespondenz, die so zwischen den Punkten der R3 und 
ihren Trisekanten hergestellt wird, kann auch so ausgedrückt werden, 
daß die drei von einem Punkte der Kurve ausgehenden Trisekanten 
die Kanten eines Dreikants sind, von dem jede Seitenfläche die Kurve 
außerdem in einem Punkte trifft, dessen entsprechende Trisekante die 
gegenüberliegende Kante des Dreikants ist. 


Es gilt ferner der Satz (vgl. Nr. 70)*°2), daß, wenn eine Trisekante 
gegeben ist, der ihr auf der Kurve entsprechende Punkt P so be- 
schaffen ist, daß die fünf andern Schnittpunkte der Kurve mit einer 
willkürlichen durch P gehenden Ebene und der Schnittpunkt der 
Ebene mit der Trisekante einem Kegelschnitt angehören. Umgekehrt, 
wenn auf der Kurve ein Punkt P gegeben ist, wird die ihm entspre- 


einer der sechs vorhandenen linearen Kongruenzen von kubischen Raumkurven 
untersucht (Nr. 76): siehe auch '), p. 36—45; °°®), p. 81—100, 166—168. 

Die R} wurde von R. Bonola, Lomb. Ist. Rend. (2) 41 (1908), p. 175, 559, 
648, untersucht bei dem Studium der linearen Systeme von Raumkollineationen, 
z. B. als Ort der Fixpunkte der Kollineationen eines Büschels. 

Eine metrisch besondere R} hat Cl. Servais, Belgique Bull. (5) 8 (1922), 
p. 50, 103 studiert. Über AR% vgl. auch @. Loria®!®), 1, p. 351—354. 

451) R. Sturm®®®), p. 232; °9), 8, p. 553. 
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chende Trisekante von allen Kegelschnitten getroffen, die durch die 
fünf weiteren Schnittpunkte der Kurve mit den durch P gelegten 
Ebenen gehen.*°?) 

F. Schur hat auch die notwendigen und hinreichenden Bedin- 
gungen dafür bestimmt, daß das Gebüsch der die R} erzeugenden ° 
kollinearen Ebenenbündel als das Gebüsch der Polarenbündel einer 
Ebene x in bezug auf die Flächen 2. Grades eines Gebüsches @ be- 
trachtet werden kann oder zweitens, daß das Bündel der die R} er- 
zeugenden kollinearen räumlichen Ebenensysteme sich als das Bündel 
der Polarensysteme der Punkte des Raumes in bezug auf die Flächen 
2. Grades eines Bündels betrachten läßt. 

Im ersten Falle ist die A? der Ort der Punkte, die Punkten 
von x in bezug auf alle Flächen von @ konjugiert sind. Die zu 
erfüllende Bedingung besteht darin, daß die Kurve von x in den 
Ecken eines vollständigen Vierseits getroffen werden muß. Wenn 
sie erfüllt ist, gibt es oo? zugehörige Gebüsche @, und die Schnitt- 
linien der zehn Ebenenpaare, die in jedem von ihnen enthalten sind, 
sind Trisekanten der Kurve. Die Fläche der Trisekanten trifft = 
außer in den von den Seiten des genannten Vierseits gebildeten 
vier Trisekanten noch in einer Kurve 4. Ordnung, durch die ebenso 
wie durch die R? die Kernflächen aller angegebenen Flächengebüsche 
hindurchgehen. Diese besondere R} hat die Konstantenzahl 23 (an- 
statt 24 wie im allgemeinen Falle). 

Im zweiten Falle ist die A} die Kernkurve eines Flächenbündels 
vom 2.Grade, d. h. der Ort der Spitzen der zum Büngel gehörigen 
Kegel: siehe **). Die zu befriedigende Bedingung besteht darin, daß 
irgend zwei und folglich je zwei Quadrupel der Involution J acht 
assoziierte Punkte bilden (d. h. die Schnittpunkte von drei Flächen 
2. Grades sind). Die kubische Transformation, von der im Anfang 
dieser Nr. gesprochen wurde, ist in diesem Fall involutorisch, und 
in ihr entsprechen sich zwei Punkte, wenn sie in bezug auf alle Flä- 
chen 2. Grades des Bündels konjugiert sind. Die besondere A} dieses 
Falles hat die Konstantenzahl 21. 

Wenn die beiden vorhergehenden Bedingungen gleichzeitig er- 
füllt sind, ergibt sich eine R? mit der Konstantenzahl 20. Genau hat 
F. Schur, a. a. O., bewiesen, daß, damit ein Flächenbündel (F) vom 
2. Grade das Bündel der ersten Polaren der Punkte einer Ebene x in 


452) D. Montesano, Lomb. Ist. Rend. (2) 25 (1892), p. 795 hat angegeben, 
wie diese Eigenschaften abgeleitet werden können, wenn man die R} als Fun- 
damentalkurve der eindeutigen perspektiven Abbildung eines tetraedralen Kom- 
plexes auf den Punktraum betrachtet. 
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bezug auf eine kubische Fläche ist, dafür notwendig und hinreichend 
ist, daß x die Kernkurve AR} des Bündels (F) in den sechs Ecken 
eines vollständigen Vierseits trifft. 

Wenn diese Bedingung erfüllt ist, gibt es unendlich viele Ebenen x, 
und diese sind die Schmiegungsebenen einer bestimmten kubischen 
Raumkurve y.*°) Diese Ebenen gruppieren sich in eine Schar von 
vollständigen, in AR} einbeschriebenen Pentaedern *°%), die die Sylvester- 
schen Pentaeder der oo? kubischen Flächen sind, von denen (F’) das 
Polarenbündel ist.#°°) 


453) G@. Darboux **?), p. 353; E. Toeplitz, Diss. Breslau 1876 == Math. Ann. 
11 (1876), p. 434. 

454) W. Frahm, Math. Ann. 7 (1874), p. 635, hatte schon bewiesen, daß, 
wenn der Kernkurve eines Flächenbündels vom 2. Grade ein vollständiges Penta- 
eder einbeschrieben ist, unendlich viele solche einbeschriebene Pentaeder existieren. 

455) L. O. Hesse, J. f. Math. 49 (1853), p. 279 — Werke, p. 345, hat bei 
seinen Untersuchungen über die Doppeltangenten einer ebenen Kurve 4. Ordnung 
[II C5 (@. Kohn), Nr. 65] zugrunde gelegt die eindeutige Abbildung der Kegel- 
spitzenkurve eines Flächenbündels 2. Grades auf eine ebene Kurve C* 4. Ord- 
nung und beweist (a. a. O., p. 284 = Werke, p. 351), daß diese O* und das Flächen- 
bündel gleichzeitig von allgemeiner Art sind. Wenn jedoch das Flächenbündel 
durch drei Flächen 2. Ordnung definiert ist, deren Gleichungen als lineare Kom- 
binationen der Quadrate derselben fünf linearen Formen dargestellt werden 
können, so ist die O' spezieller Art, so daß man, ihr alsdann vollständige Fünf- 
seite (eines und damit oo!) einbeschreiben kann, was dagegen nicht möglich 
ist, wenn die O* allgemeiner Art ist, wie J. Lüroth, Math. Ann. 1 (1868), p. 37 
bewiesen hat. Hierüber siehe noch J. Lüroth, Math Ann. 13 (1878), p. 548; 
@. Scorza, Torino Atti 42 (1907), p. 1088; H. Bateman, Amer. J. of Math. 36 
(1914), p. 357; F. Morley, ebenda 41 (1918), p. 279 und betreffend einen allge- 
meineren Satz @. Darboux, Sur une classe remarquable de courbes et de sur- 
faces algebriques, Paris 1872 (reimpression Paris 1896), p: 189; Prineipes de geo- 
metrie analytique, Paris 1917, p. 248; N. Weill, Soc. math. de France Bull. 29 
(1900), p. 26; C. Segre, Torino Atti 59 (1924), p. 303. 

C. F. Geiser, J. f. Math. 72 (1870), p. 377 glaubte, die Unrichtigkeit des 
Satzes von Lüroth zu beweisen, indem er sich auf die Annahme stützte, daß 
drei willkürlich gegebene Flächen 2. Grades als erste Polaren von drei Punkten 
in bezug auf eine gewisse kubische Fläche betrachtet werden könnten. Dies 
ist gleichwertig mit der Annahme, daß es möglich sei, die Gleichungen von 
drei willkürlich gegebenen Flächen 2. Grades als lineare Kombinationen der 
Quadrate derselben fünf linearen Formen darzustellen, oder mit anderen Worten, 
daß die drei Flächen 2. Grades gemeinsame Polpentaeder hätten. @. Salmon, 
Analytic Geometry of three dimensions, 2. ed., Dublin 1865, p. 100 und 177 
(siehe Salmon-Fiedler, Raumgeometrie 1, 2 Aufl., Leipzig 1874, p. 166 und 282) 
hatte auf Grund einer Konstantenzählung erhalten, daß diese letzte Darstellung 
immer möglich wäre. 

Daß die von G@. Salmon angegebene Eigenschaft im allgemeinen nicht 
richtig ist, bemerkte zuerst @. Darboux**°), p. 353, wonach drei gegebene Flä- 
chen 2. Grades im allgemeinen kein gemeinsames Polpentaeder haben, und wenn 
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Nach L. Godeaux*°) und V. Snyder und F. R. Sharpe*") gestattet 
die allgemeinste Fläche 4. Ordnung, die durch eine nicht hyperellip- 
tische Kurve R? geht, eine unendliche unstetige Gruppe von biratio- 
nalen Transformationen in sich. 

69. Raumkurven 6. Ordnung vom Geschlecht 4. Diese Kurve 
Ri, der vollständige Schnitt einer Fläche 2. Ordnung mit einer 3. Ord- 
nung, ist die Normalkurve der p [vgl. IIB2 (W. Wirtinger), Nr. 28; 
III C4 (L. Berzolari), Nr. 27 und 29; IIIC7 (©. Segre), Nr. 26] für 
p— 4%), und wurde als solche besonders von A. Olebsch*°®) unter- 


sie eins haben, so haben sie unendlich viele: ihre Ecken beschreiben die Kern- 
kurve des durch die drei Flächen 2. Grades bestimmten Bündels, ihre Seiten- 
flächen sind die Schmiegungsebenen einer bestimmten kubischen Raumkurve, 
und ihre Kanten sind die Trisekanten der Kernkurve. Siehe auch Th. Reye, 
irrig in J. f. Math. 77 (1873), p. 287; richtig ebenda 82 (1876), p. 75. Einen an- 
deren Beweis der Unrichtigkeit des Salmonschen Satzes gab A. Terracini, Ann. 
di mat. (3) 24 (1915), p. 7, Anmerk. 

Zu dem übrigen hatte L. Schläfli in einem Brief an J. Steiner vom 18. No- 
vember 1854 [siehe Briefwechsel !**), p. 151] schon bemerkt, daß ein Flächen- 
bündel 2. Grades im allgemeinen nicht von ersten Polaren in bezug auf eine 
kubische Fläche gebildet wird und daß in seine Kernkurve im allgemeinen nicht 
ein Pentaeder einbeschrieben werden kann, aber wenn es ein solches gibt, gibt 
es unendlich viele. 

W. Frahm *°*) und E. Toeplitz*°°®) haben die Frage in vollständigerer Weise 
behandelt, indem sie die Äquivalenz der beiden angegebenen Darstellungen auf- 
zeigten und bewiesen, der erste, mit Bezugnahme auf den Satz von Lüroth, 
der zweite auf direktem algebraischen Wege, daß sie im allgemeinen nicht 
möglich sind, aber daß, wenn sie möglich sind, sie es in oO°*facher Weise sind. 
Vgl. Salmon-Fiedler, Raumgeometrie 1, 3. Aufl., Leipzig 1879, p! 178—179, und 
auch @. Salmon, A treatise on the analytic geometry of three dimensions, 6. ed., 
revised by R. A. P. Rogers 1, London 1914, Anmerk. auf p. 242—243. 

E. Toeplitz hat auch die Kombinante des durch die drei gegebenen Flä- 
chen 2. Grades festgelegten Bündels bestimmt, deren Verschwinden die not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafür ist, daß die drei Flächen 2. Grades 
die ersten Polaren von drei Punkten in bezug auf eine kubische Fläche sind. 

Über das vorangehende vgl. auch W. K. Clifford, Math. Papers, London 
1882, p. 229 [1876]; A. ©. Dixon, London Math. Soc. Proc. (2) 7 (1908), p. 150. 

456) Cracovie Acad. Bull. (A) 1913, p. 529. 

457) Siehe **°). Vgl. auch Amer. math. Soc. Trans. 19 (1918), p. 290. 

458) Die Kurve kann in besonderen Fällen auf einem oder auf zwei Kegeln 
2. Grades liegen; im zweiten Falle artet sie in eine mehrfach zählende Kurve 
aus (in eine doppeltzählende Raumkurve 3. Ordnung mit zehn Scheiteln). Siehe 
H. Weber, Math. Ann. 13 (1878), p. 47; L. Kraus, ebenda 16 (1879), p. 254, die 
diese Fälle betrachtet haben in Verbindung mit den besonderen Riemannschen 
Thetafunktionen von vier Variablen, wo eine oder zwei von diesen geraden Funk- 
tionen für die Nullwerte der Argumente verschwinden. Siehe auch F. Schottky, 
J.f. Math. 103 (1887), p. 185; 146 (1916), p. 139; Monatsber. Ak. Berlin 1920, p. 21. 

459) J. f. Math. 63 (1868), p. 237. 
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sucht, der mit Hilfe des Abelschen Theorems die Schnittpunktprobleme 
und das Problem der Berührungsflächen behandelt hat (siehe Nr. 27 
und 28). 

Die Kurve besitzt 120 dreifach berührende Ebenen.*?®) Es gibt 
255 Systeme von Flächen 2. Grades, die die Kurve in sechs verschie- 
denen Punkten berühren, und die 12 Berührungspunkte von zwei 
Flächen desselben Systems liegen auf einer neuen Fläche 2. Grades. 
Jedes dieser Systeme enthält 28 Flächen, die in zwei dreifach be- 
rührende Ebenen zerfallen, und die 12 Berührungspunkte von zwei 
solchen Ebenenpaaren liegen auf einer elliptischen Kurve R! 4. Ord- 
nung. Solche Kurven Ri gibt es 32130. Es gibt außerdem 3% — 6561 
Kurven Ri, die mit der R% in vier verschiedenen Punkten eine drei- 
punktige Berührung haben: jede Fläche 2. Grades, die durch die acht 
Berührungspunkte von zweien dieser R! hindurchgeht, trifft außer- 
dem die R; in den Berührungspunkten einer dritten Berührungs- 
kurve. 

Die Konfiguration der 120 dreifach berührenden Ebenen wurde 
von E. Pascal“) untersucht, der eine geometrische Darstellung der un- 
geraden COharakteristiken für p — 4 und ihrer Substitutionsgruppen #!) 
benutzt hat mit Hilfe der Ebenen, die zehn Punkte des Raumes zu 
je dreien enthalten. 

Die Kurve Ri wurde von E. Caporali‘‘®) und vollständiger von 
D. Montesano*°?) bei der eindeutigen Abbildung des allgemeinen qua- 
dratischen Strahlenkomplexes S auf den Punktraum als Ort der Punkte 
betrachtet, die auf den entsprechenden Strahlen liegen. Nach D. Monte- 
sano haben diese Kurve und die A?, die in der Abbildung die Fun- 
damentalkurve ist, neun Punkte gemeinsam und bilden zusammen 
eine Ausartung der Kurve R!t, von der in Nr. 70 bei Gelegenheit der 
involutorischen birationalen Raumtransformationen gesprochen werden 
wird, die einen tetraedralen Komplex liefern. Im vorliegenden Fall 
gibt es in jeder Ebene des Raumes zwei Punkte, die in der Abbil- 
dung von S zwei in dieser Ebene liegenden Geraden des Komplexes 


459&) Eine Bestimmung dieser Zahl durch das Cayley-Brillsche Korrespon- 
denzprinzip bei F. Enriques und O. Chisini‘), 3, p. 469—470. 

460) Ann. di mat. (2) 20 (1892), p. 163; Rom Rend. Acc. Linc. (5) 2! (1893), 
p. 120, 204, 239. Siehe auch W. P. Milne, London Math. Soc. Proc. (2) 21 (1923), 
p. 373, und im Falle, wo die Kurve auf einem Kegel 2. Ordnung liegt, ebenda 
(2) 25 (1926), p. 174. 

461) Vgl. A. Brill und M. Noether, Bericht!'%), p. AT1ff.;, IIB7 (A. Krazer 
und W. Wirtinger), Nr. 15—38, 91, 92. 

462) Siehe *°'), p. 769 = Memorie di geometria, p. 84. 

91* 
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S entsprechen, und diese Punktepaare sind die Paare konjugierter 
Punkte in der erwähnten involutorischen Raumtransformation.‘#2®) 

In einer algebraisch-geometrischen Untersuchung der Beziehungen 
zwischen algebraischen Gebilden vom Geschlechte 3 und 4 hat P. Roth**) 
die Kurve Ri als Schnittkurve einer Fläche 2. Grades mit einer kubi- 
schen Fläche mit vier Doppelpunkten betrachtet und bewiesen, daß 
durch die Kurve 2° — 1 = 255 solche kubische Flächen hindurchgehen. 

A. Clebsch*°), F. Klein‘), E. Oiuni**®) und R Fricke‘) haben 
Kurven AR; betrachtet, die in bezug auf eine Gruppe von 120 Kolli- 
neationen invariant sind, die zur Permutationsgruppe von fünf Dingen 
isomorph ist. Von dieser Art ist die von den drei ersten Autoren 
behandelte Kurve, die sich bei der Untersuchung der Konfiguration 
des vollständigen Pentaeders (siehe Nr. 61 am Ende) als Schnitt der 
invarianten Fläche 2. Grades mit der invarianten kubischen Fläche 
(Diagonalfläche) ergibt. E. Oiani hat bewiesen, daß unter den irredu- 
ziblen Kurven der ersten sechs Ordnungen sie die einzige in bezug 
auf die erwähnte Gruppe G,,, invariante Kurve ist. 

Die Aufgaben, die sich auf die Konfiguration der 120 dreifach 
berührenden Ebenen der Kurve R% beziehen, können auch für die 
reellen dreifach berührenden Ebenen einer reellen Ri (d.h. der Schnitt- 
linie zweier reellen Flächen 2. und 3. Ordnung) in den verschiedenen 
Fällen untersucht werden, die diese liefern kann. Sie fallen unter die 
allgemeinen, von F. Klein*®®) gelösten Probleme über Kurven von be- 
liebigem Geschlecht p und wurden von F\ Klein*‘®) selbst, dann von 
E. Pascal‘) auf dem oben angedeuteten Wege und yon A. Comes- 
satti‘"') behandelt. Hier geben wir nur die Fälle an, die die reelle 
R% liefern kann, unter Benutzung der von F\ Klein verwendeten, der 
Theorie der Riemannschen Flächen entnommenen Bezeichnungen [vgl. 
III C 4 (L. Berzolari), Nr. 20). 


4623) Eine von F'. August, Arch. Math, Phys. (1) 58 (1876), p. 216, gegebene 
Eigenschaft wurde von @. Loria®!®), 1, p. 355-357, ausgedehnt auf die Schnitt- 
kurve einer Fläche 2. Ordnung und einer Fläche nt Ordnung. 

463) Monatsh. Math. Phys. 22 (1911), p. 64. 

464) Math. Ann. 4 (1871), p. 328. 

465) Siehe 7), p. 162 ff. 

466) Siehe *%%), p. 333334. 

467) Acta math. 17 (1893), p. 366. 

468) Math. Ann. 42 (1892), p. 1 [Auszüge Gött. Nachr. 1892, p. 310; Jahresber. 
Deutsch. Math.-Ver. 2 (1893), p. 61] —= Ges. math. Abh. 2 (1922), p. 170 

469) Siehe *°) 2, p. 151 ff. 

470) Lomb. Ist. Rend. (2) 38 (1905), p. 579. 

471) Math. Ann. 73 (1913), p. 48. 
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1. Orthosymmetrische Kurve mit hyperelliptischer Repräsentante; 
5 reelle Zweige, 120 reelle dreifache berührende Ebenen. 

. Diasymmetrische Kurve; 4 Zweige, 64 Ebenen. 

Diasymmetrische Kurve; 3 Zweige, 32 Ebenen. 

Orthosymmetrische Kurve; 3 Zweige, 24 Ebenen. 

Diasymmetrische Kurve; 2 Zweige, 16 Ebenen. 

Diasymmetrische Kurve; 1 Zweig, 8 Ebenen. 

Orthosymmetrische Kurve mit hyperelliptischer Repräsentante; 

1 Zweig, keine Ebene. 

8. Diasymmetrische Kurve; kein Zweig, keine Ebene. 


apupmm 


*0. Weitere besondere Raumkurven und Klassen von Raum- 
kurven. W. Stahl*'?) hat die Raumkurven, insbesondere die algebrai- 
schen, untersucht, die auf einer (einzigen) Fläche 2. Ordnung liegen 
und deren Schmiegungsebenen eine (einzige) zweite Fläche 2. Grades 
berühren, so daß ihre Tangenten beide Flächen berühren. Dabei er- 
gibt sich, daß, wenn eine Raumkurve R diese Eigenschaft hat, die 
Doppelkurve der Tangentenfläche von R dieselbe Eigenschaft besitzt; 
außerdem, daß diese Doppellinie mit der Rückkehrkante der durch 
die doppeltberührenden Ebenen von R gebildeten abwickelbaren Fläche 
kollinear verwandt ist. Hieraus entsteht eine Schar von Ketten von 
Raumkurven, die alle die Grundeigenschaft von R haben. Ein be- 
sonderer, bemerkenswerter Fall ist die R, 2. Art (Nr. 59). 


A. Voss*'®) hat das Paar von Kurven betrachtet, die aufeinander 
eineindeutig mittels fünf biquaternären Gleichungen bezogen sind, und 
hat ihre Ordnung, ihren Rang, ihre Klasse und das gemeinsame Ge- 
schlecht bestimmt. Wenn die gegebenen Gleichungen von den Ord- 
nungen m, bzw. n, i=1,...,5) in den Koordinaten z,,...,%, und 
Yı,---,Y, von zwei entsprechenden Punkten x, y sind und wenn 
M=D'm, N=Dn, gesetzt wird, so haben die Kurven, die die 
Orte der Punkte x und y sind (unter der Annahme, daß sie «, bzw. 
«, Spitzen haben) 


die Ordnung X = mm NN, +: - 
bzw. Y= nm; mm, +, 

den Rang (M—2)X+(N—NW)Y-—a, 
bau (N 2) IM - 2% 0, 

die Klasse BM— NX+(3N— 12)Y— 2o, 


bzw. BN—- WY+B8M— 12)X — 2a, ; 


472) J. f. Math. 99 (1885), p. 154. 
473) Math. Ann. 27 (1886), p. 364. 
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und das gemeinsame Geschlecht » wird gegeben durch 
2pP—2=(M—4)X-+(N—A)Y. 


Wenn es sich um fünf bilineare Gleichungen handelt, ergibt sich 
so ein Paar von Raumkurven der Ordnung 10, vom Rang 40, der 
Klasse 90 und vom Geschlecht 11.*%) 

Eine Ri} dieser Art hat 7’. Reye*®) betrachtet als Ort eines 
Punktes, in dem sich homologe Ebenen von fünf beliebigen kolli- 
nearen Räumen schneiden. Durch sie gehen die oo* Kernflächen 
4. Ordnung der Raumgebüsche, die in dem linearen ooffachen System 
kollinearer Räume enthalten sind, das durch die gegebenen kollinearen 
Räume bestimmt ist. Die Kurve selbst bildet zusammen mit der 
Kernkurve R} jedes im oo%fachen System enthaltenen Raumbündels 
die Grundkurve eines Kernflächenbüschels des oo*fachen Systems. 
Diese 00° Kernkurven haben jede 20 Punkte mit der Rlı gemein. 
In dem oo’fachen System gibt es 00° singuläre, in Ebenenbündel 
ausgeartete Räume und 20 zweifach singuläre Räume, deren Ebenen 
nämlich durch je eine Achse gehen. Die 20 Achsen sind Quadri- 
sekanten von Ri}. 

Bei seinen Untersuchungen über die Örter, die durch das Ver- 
schwinden der aus einer Matrix von Formen gebildeten Determi- 
nanten dargestellt werden (Nr. 52), hat M. Stuyvaert*'®) insbesondere 
die Kurve untersucht, die sich ergibt, wenn man die Minoren der 
Ordnung / einer Matrix von 2 horizontalen und Z-+-1 vertikalen 
Reihen gleich Null setzt, deren Elemente vom 1. oder 2. Grade in 
den Punktkoordinaten sind, so daß die Kurve durch projektive lineare 
Systeme von Ebenen und Flächen 2. Grades erzeugt werden kann. 
Im Fall von Linearformen ist die Kurve von der Ordnung 3/(l+ 1) 
und vom Geschlecht 4#(l — 2)(l — 1)(21+ 3); sie gehört oo! Flä- 
chen der Ordnung ! an, von denen zwei beliebige sich außerdem in 
einer Kurve von der Ordnung $1(— 1) schneiden, die die erste in 
3(2 — 1)1(l + 1) Punkten trifft. Auf der Kurve gibt es o0’”! Gruppen 
von g(2— 1)l(d + 1) Punkten, von denen jede mit einer der ange- 
gebenen Kurven der Ordnung &$1(l— 1) auf einer Fläche der Ord- 
nung } liegt. 

M. Stuyvaert hat auch mehr speziell, wobei er auch schon bekannte 
Eigenschaften wiederfand, außer der kubischen Raumkurve, Kurven R} 


474) In den Formeln (3) am Ende der p. 365 und in den Zahlen oben auf 
p. 368 der Arbeit von A. Voss sind einige Druckfehler enthalten. 

475) J. f. Math. 108 (1891), p. 89. Siehe auch M. Stuyvaert®®®), p. 169—174. 

476) Siehe **°), p. 1—50; für Z=4 siehe auch °%), p. 169—174. 
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und R!! betrachtet, die in der angegebenen Weise mit linearen Formen 
erzeugt sind, und Raumkurven R?, RS, Ri, R}, die mit linearen und 
quadratischen Formen erzeugt sind.t’*) Die Ri} ist die von Th. Reye 
untersuchte, von der etwas weiter oben gesprochen worden ist. Wegen 
der R? und R3 siehe die Nr. 65 und 68. 

Die RS ist der Restschnitt von zwei kubischen Flächen, die durch 
denselben Kegelschnitt gehen. Nach R. Sturm) gibt es auf jeder 
solchen Kurve einen vollbestimmten Punkt V, derart, daß die Ebenen 
durch Y,, und nur sie, die Kurve außerdem in sechs Punkten eines 
Kegelschnittes schneiden. Diese Kegelschnitte sind die Restschnitte 
der oo? kubischen Flächen, die durch die Kurve hindurchgehen, und 
bilden eine bilineare Kongruenz (Nr. 74), die von D. Montesano unter- 
sucht wurde.) 

Aus der Untersuchung des Zerfallens einer R3 geht hervor, daß 
der Satz von R. Sturm auch für die R? und ihre einzige Quadrisekante 
gilt (V, liegt auf der Quadrisekante), außerdem für eine R; und eine 
beliebige ihrer Trisekanten (V, liegt dann auf der AR; und ändert 
sich, wenn die Trisekante variiert: siehe Nr. 68), für eine Ri und 
zwei windschiefe Trisekanten von ihr (dann liegt V, auf der R}), end- 
lich für eine RO, ihre Quadrisekante und eine beliebige ihrer Tri- 
sekanten (V, liegt dann auf der Quadrisekante: siehe Nr. 61). 

Eine R3 von besonderer Natur hat M. Stuyvaert*®”) als Ort der 
Berührungspunkte der Tangenten erhalten, die von einem festen 
Punkt P an die ©? kubischen Raumkurven gezogen sind, die durch 
zwei gegebene Punkte A und B gehen und drei gegebene Geraden 
als Sehnen haben. Die Kurve geht durch P, A und B einfach hin- 
durch und hat die Geraden PA und PB zu Tangenten in A und B. 

Eine noch speziellere R? ergibt sich als Ort der Berührungs- 
punkte der Tangenten, die von einem Punkte P an die oo? durch 
fünf gegebene Punkte A,,...,.A, gehenden kubischen Raumkurven 
gezogen werden können. Diese lineare Kongruenz von kubischen 
Raumkurven, die zuerst von 7’. Reye und in der Folge von anderen 


476a) Über einige derselben vgl. auch @. Loria®'>), p. 343—344, 347—354, 

357—359, 362—-363. 
477) Siehe °5%), p. 229—234. 

478) Atti Acc. Torino 27 (1892), p. 660. Siehe auch Rend. Acc. Napoli (3) 
1 (1895), p. 98, 155, wo sich bei der Bestimmung von allen Typen von linearen 
Kongruenzen von Kegelschnitten (Nr. 74) mit dieser R3 andere Raumkurven der 
Ordnungen 5, 6, 7,... ergeben. Systeme von R? bieten sich dar bei der Unter- 
suchung der bilinearen Komplexe von Kegelschnitten (Nr. 74): D. Montesano, 
Atti Acc. Napoli (2) 15 (1913), Nr. 8. 

479) Siehe *%), p. 38 ff. 
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Autoren (siehe Nr. 76) behandelt wurde, wurde von @. Humbert*s%) 
besonders in Beziehung zu der angegebenen besonderen R3 und zu 
der allgemeinen Fläche 3. Ordnung untersucht. Der Sturmsche Punkt 
V, fällt mit P zusammen (der der Pol der Kurve genannt wird). 
Die Kurve geht durch P und durch die Punkte A, einfach hindurch 
und hat zur Tangente in A, die Gerade PA,; die Kurve geht außer- 
dem durch die zehn Punkte, in denen die Verbindungslinien je zweier 
der Punkte A, die Ebene der drei übrigen treffen. Diese Eigenschaft 
ist charakteristisch für die in Rede stebende Kurve, d.h. jede Rö, 
die durch fünf gegebene Punkte und durch die zehn in der obigen 
Weise abgeleiteten Punkte hindurchgeht, kann in der angegebenen 
Weise erzeugt werden. 

Durch die Kurve gehen oo? kubische Flächen hindurch, insbe- 
sondere liegt sie auf fünf kubischen Kegeln, die zu Spitzen die Punkte 
A, und zu Erzeugenden Trisekanten der Kurve haben. Umgekehrt 
kann jede kubische Fläche als Ort einer Kurve R3 betrachtet werden, 
deren Pol auf einer Geraden der Fläche liegt und für die die Punkte 
A, die Berührungspunkte der Fläche mit den fünf durch die Gerade 
an sie gelegten Tangentialebenen sind. 

Andere besondere bemerkenswerte Raumkurven ergeben sich bei 
der Bestimmung gewisser Typen von birationalen Raumtransforma- 
tionen (insbesondere involutorischen), vor allem derjenigen, bei denen 
die Verbindungslinien der homologen Punkte besondere Komplexe 
bilden. 

So hat D. Montesano*') alle involutorischen Transformationen 
bestimmt, die einen nicht speziellen linearen Komplex liefern, und 
hat gefunden, daß die allgemeinste von ihnen durch eine Kurve Ri 
bestimmt ist, die insofern von besonderer Natur ist, als sie zusammen 
mit einer auf einer Fläche 2. Grades liegenden R? die Grundkurve 
eines Büschels von Flächen 4. Ordnung bildet, oder, was dasselbe ist, 
die so beschaffen ist, daß sie von jeder Ebene des Raumes in zehn 
Punkten einer kubischen Kurve geschnitten wird. Durch die Ri 
gehen oo? Flächen 4. Ordnung hindurch; die 00° durch einen Punkt P 
gehenden gehen noch durch einen anderen Punkt P’, und die Punkte 
P, P’ entsprechen sich in der fraglichen Involution.#®) Durch eine 





480) J. Ec. Polyt. 64 (1894), p. 123. 

481) Rom Rend. Acc. Line. (4) 4! (1888), p. 207, 277. 

482) Im allgemeinen Falle werden die nicht involutorischen Transforma- 
tionen, die einen nicht speziellen linearen Komplex liefern, vollständig bestimmt 
durch ein beliebiges Paar von Raumkurven AR}, deren sämtliche Trisekanten dem 
Komplex angehören. Siehe D. Montesano*?®), M. Pieri*®). Vgl. Nr. 64. 
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besondere Zerfällung dieser Kurve findet man aufs neue die oben 
genannte R3. 

Ebenso wird nach D. Montesano“??) die allgemeinste involutorische 
Raumtransformation, die einen tetraedralen Komplex liefert, durch 
eine AR!t bestimmt, die mit einer sie in 18 Punkten treffenden R? die 
Grundkurve eines Büschels von Flächen 4. Ordnung bildet. 

Wenn der tetraedrale Komplex sich auf die Gesamtheit der Ge- 
raden reduziert, die einen festen Kegelschnitt treffen, wird die allge- 
meinste involutorische Transformation durch eine Ri} bestimmt“#t), 
die den Kegelschnitt in 13 Punkten trifft, aber nicht auf einer den 
Keg-lIschnitt als Doppellinie enthaltenden Fläche 4. Ordnung liegt.'®) 

@. Darboux*®°) hat die Kurve R der Ordnung 10 betrachtet, die 
der Ort der Punktepaare A und A’ ist, die in bezug auf alle Flächen 
2. Grades eines oo?fachen linearen Systems $ konjugiert sind. Die 
Betrachtung des linearen, ebenfalls oo*fachen Systems 8’ von Flächen 
2. Grades, die zu den vorhergehenden apolar sind, führt in gleicher 
Weise zu einer abwickelbaren Fläche R’ 10. Klasse. Die Geraden, die 
die Punktepaare AA’ verbinden, sind die Erzeugenden einer Regel- 
fläche F vom Grade 10; durch jede ihrer Erzeugenden gehen vier 
Tangentialebenen von R’ hindurch. Die Regelfläche F’ vom Grade 10, 
die entsprechend aus S’ erhalten wird, enthält R als dreifache Kurve 
und ist der Ort der Geraden, die den in 5 enthaltenen Ebenenpaaren 
gemeinsam sind. Jede Tangentialebene von R” schneidet R in den 
sechs Ecken eines vollständigen Vierseits, dessen Diagonalen zu F 
gehören, und in vier andern, in gerader Linie liegenden Punkten. 
Jede durch R gehende Fläche 4. Ordnung ist die Jacobische Fläche 
eines in S enthaltenen, oo®fachen linearen Systems von Flächen 


2. Grades. 


483) Rom Rend. Acc. Linc. (4) 5! (1889), p. 497; vgl. auch Lomb. Ist. Rend. 
(2) 25 (1892), p. 808. 

484) M. Pieri, Palermo Rend. 7 (1893), p. 296. Ein besonderer Fall in 
Atti Acc. Torino 24 (1889), p. 514. Wenn die Transformation nicht involutorisch 
ist, wird sie vollständig durch zwei R! bestimmt, von denen jede den gegebenen 
Kegelschnitt in fünf Punkten schneidet. 

4*5) Andere Fälle in M. Pieri, Palermo Rend. 6 (1892), p. 234; D. Monte- 
sano, Lomb. Ist. Rend. (2) 25 (1892), p. 795; Giorn. di mat. (1) 31 (1893), p. 36; 
Grazia Macrina Caldarera, Palermo Rend. 18 (1904), p. 205; F. R. Sharpe und 
V. Snyder, Amer. math. Soc. Trans. 20 (1919), p. 185; 21 (1920), p. 52. In der 
letzten Arbeit wird unter anderem bewiesen, daß eine Fläche 4. Ordnung, die 
durch eine allgemeine R3 hindurchgeht, in bezug auf eine diskontinuierliche 
nicht periodische Gruppe von birationalen Transformationen invariant ist. 

486) Sıehe **°), p. 357; vgl. auch R. Sturm®®°), 3, p. 486—487, 490 und 508 
bis 510. 
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A. Emch**) hat die Raumkurve betrachtet, welche Ort der Spitzen 
der Kegelflächen n'* Ordnung ist, die durch ""® 42 gegebene 
Punkte hindurchgehen (und ähnlich die Fläche, die sich ergibt bei 
Annahme von er + 1 Punkten). Z.B. für n=3 hat sie die 


Ordnung 52 und das Geschlecht 1254, und trifft in 7 Punkten 
jede der 55 Geraden, die je zwei der 11 gegebenen Punkte ver- 
binden. 

Zahlreiche besondere algebraische Raumkurven (und Flächen, 
Strahlenkomplexe, Verwandtschaften) haben betrachtet $. Kantor *?") 
bei der Untersuchung der linearen Systeme von linearen Transforma- 
tionen (in der Ebene und im Raum); D. Montesano*?®) bei der Unter- 
suchung des Problems der Projektivität für Gruppen von linearen Kom- 
plexen und Kongruenzen [vgl. III C 8 (K. Zindler), Nr.16]; R. Sturm 
bei der Untersuchung der ebenen und der räumlichen Projektivität*®°), 
des Problems der Kollineation“) und des Problems der kollinearen 
und korrelativen Bündel.*”') Andere ergeben sich bei der Untersuchung 
der Systeme von Kegelschnitten und von kubischen Raumkurven (Nr. 74 
und 76).*°?) 

487) Denkschr. Ak. Wien 46 (1882), p. 83. 

488) Ann. di mat. (3) 1 (1898), p. 313. 

489) Math. Ann. 1 (1869), p. 533; 6 (1878), p. 513; 15 (1879), p. 407; °%), 1, 
p. 348—415. 

490) Math. Ann. 10 (1876), p. 117. 

491) London Math. Soc. Proc. (1) 7 (1876), p. 175; Math.'Ann. 12 (1877), 
p. 254; Jahresber. Deutsch. Math.-Ver. 19 (1910), p. 185; °°), 2, p. 319—346. 

492) Bei F. Klein**®), 2, p. 397 wird eine Raumkurve von der Ordnung 14 
betrachtet, die von einer Gruppe von 168 Kollineationen in sich übergeführt 
wird. R. Fricke*°”) hat eine R3 untersucht, die eine Gruppe von 120 Kollinea- 
tionen in sich zuläßt. 

W. de Tannenberg, Paris C. R. 165 (1917), p. 624 hat rationale sphärische 
Raumkurven betrachtet. 

L. Painvin, Nouv. Ann. de math. (2) 10 (1871), p. 332 und W.van der Woude, 
Nieuw Arch. voor Wiskunde (2) 13 (1921), p. 399 haben den Ort eines Punktes 
betrachtet, von dem an eine Fläche 2. Grades drei ihrer Normalen ausgehen, die 
je zwei und zwei orthogonal sind. Wenn die Fläche ein Zentrum hat, ist der 
Ort eine Kurve der Ordnung 16 mit einem achtfachen Punkt im Zentrum; wenn 
es sich um ein Paraboloid handelt, ist der Ort eine Kurve 4. Ordnung, die im 
Unendlichen einen Doppelpunkt besitzt. 

Eine Raumkurve 8. Ordnung, welche den absoluten Kugelkreis in 4 Punkten 
trifft, fand A. del Re, Nouv. Ann. de math. (3) 7 (1888), p. 359, in der Theorie der 
Normalen zu einer Fläche 2. Ordnung. 

Andere besondere algebraische Raumkurven bei H.de Vries, Amsterdam 
Versl. (4) 21 (1912), p. 309, 599, 815; Nieuw Arch. voor Wiskunde (2) 10 (1913), 
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Algebraische Kurven (und Flächen) der Ordnungen 5, 6, .... er- 
geben sich auch bei kinematischen Untersuchungen, vor allem in der 
Untersuchung der endlichen oder unendlich kleinen Verrückung eines 
starren Körpers.‘”?) 


71. Algebraische algebraisch rektifizierbare Raumkurven. Ein 
von @. Humbert***) angegebener Satz über ebene algebraische Kurven, 
die algebraisch rektifizierbar sind, d. h. deren Bogenlänge, von einem 
festen Punkt der Kurve aus gerechnet, eine algebraische Funktion der 
Koordinaten des Endpunktes des Bogens ist [vgl. IIC4 (L. Berzo- 
lari), Nr. 22; IIID1.2 (H.v. Mangoldt), Nr. 11], erstreckt sich nach 
L. Königsberger“”) auch auf die algebraischen Raumkurven und be- 
sagt, daß, wenn eine algebraische Raumkurve algebraisch rektifizier- 
bar ist, die Beziehung, die zwischen der Länge ihres Bogens s und 
den Koordinaten x, y, z seines Endpunktes besteht, notwendigerweise 


die Form hat: 
dy\2 dz\? 

riet) +]; 
wo s, eine Konstante ist, die von der Wahl des Anfangspunktes des 
Bogens abhängt, während ==, 2 und r(x,y,2) rationale Funktionen 
von &, Y, 2 sind. 
p. 258; J. de Vries, Amsterdam Versl. (4) 21 (1913), p. 1269; Maria del Re, Rend. 
Acc. Napoli (3) 29 (1923), p. 19. 

Über einige der vorhergehenden und über andere besondere Kurven, haupt- 
sächlich durch metrische Betrachtungen erhaltene, vgl. @. Loria °!°), 1, p. 358—366; 
2, p. 28—35, 57—65, 69, 87—88, 182--183, 191—196, 203—204, 230—231, 241, 
245, 246. | 

493) A. Mannheim, Ass. frang. pour l’avanc. des sciences 2, Lyon 1873, 
p. 95; Paris C. R. 76 (1873), p. 551, 635; 77 (1873), p. 268 [siehe den Bericht 
von M. Chasles, ebenda 77 (1873), p. 752]; Soc. math. de France Bull. 1 (1873), 
p. 106; J. de math. (3) 1 (1875), p. 57; ?9%), p. 166, 249—258, 381; @. Darboux, 
Paris C. R. 92 (1881), p. 118 — Ann. Ee. Norm. (3) 7 (1890), p. 323; A. Schoen- 
flies, J. f. Math. 98 (1884), 'p. 265; Paris C. R. 101 (1885), p. 150; Bull. sciences 
math. (2) 12! (1888), p. 18; Geometrie der Bewegung in synthetischer Darstellung, 
Leipzig 1886, p. 140—150; französ. Übersetzung von 0. Speckel, La geometrie du 
mouvement, Paris 1893, p.142—154; A. T'hevenet, These, Paris 1886; @. Koenigs ®°*), 
Note III, von @. Darboux, p. 352—389; H.J. E. Beth, Nieuw Arch. voor Wis- 
kunde (2) 14 (1922), p. 23. 

494) J. de math. (4) 4 (1888), p. 133; Auszug Paris C. R. 104 (1887), p. 1051. 

495) Math. Ann. 32 (1888), p. 589. Königsberger hat bemerkt, daß für die 
ebenen Kurven die Gleichung für die Bogenlänge s eine unmittelbare analytische 
Folge eines Satzes von N.H. Abel, J. f. Math. 4 (1829), p. 264 = Oeurvres 1, 2. &d., 
Christiania 1881, p. 550, über die Integration von Abelschen Integralen mittels 
algebraischer Funktionen ist, und hat daraus abgeleitet, daß er sich ohne weiteres 
auf Raumkurven ausdehnt. 
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Dagegen läßt sich ein anderer Satz von G@. Humbert“%), nach dem 
eine ebene algebraische Kurve dann und nur dann algebraisch rekti- 
fizierbar ist, wenn sie die Evolute einer algebraischen Kurve ist, nicht 
ohne weiteres auf die Raumkurven übertragen, wie P. Stächel‘?”) ge- 
zeigt hat. In der Tat ist jede algebraisch rektifizierbare algebraische 
Raumkurve Evolute einer algebraischen Raumkurve; aber umgekehrt 
ist eine Evolute einer algebraischen Raumkurve R nur dann alge- 
braisch, und dann auch immer algebraisch rektifizierbar, wenn der 
Sinus des Torsionswinkels von R algebraisch von den Koordinaten 
des Punktes abhängt. 

Für die ebenen und sphärischen Kurven ist die angegebene Be- 
dingung von selbst erfüllt, und es ergeben sich Sätze über die geo- 
dätischen Linien eines algebraischen Zylinders oder Kegels. Damit 
ein algebraischer Zylinder nicht ebene, algebraische geodätische Linien 
besitze, ist notwendig und hinreichend, daß sein Normalschnitt die 
Evolute einer ebenen algebraischen Kurve ist (und dann sind alle 
geodätischen Linien algebraisch). Damit ein algebraischer Kegel außer 
den Erzeugenden algebraische geodätische Linien besitze, ist not- 
wendig und hinreichend, daß er der Evolutenkegel einer algebraischen 
sphärischen Kurve ist (und in diesem Fall sind alle geodätischen 
Linien des Kegels algebraisch rektifizierbare algebraische Raum- 
kurven). 

Für die algebraischen abwickelbaren Flächen, die eine eigentliche 
Rückkehrkurve besitzen, gilt der Satz, daß, wenn eine solche Fläche 
eine algebraische geodätische Raumkurve besitzt, auch alle ihre geo- 
dätischen Parallelkurven algebraisch sind. Wenn eine abwickelbare 
Fläche die Evolutenfläche einer algebraischen Kurve ist, deren Evo- 
luten algebraisch sind, so sind alle ihre geodätischen Linien alge- 
braisch, und bei der Abwicklung der Fläche auf eine Ebene wickelt 
sich die Rückkehrkante in eine ebene algebraische Kurve ab.‘®) 

Damit eine algebraische abwickelbare Fläche nicht ebene, alge- 


496) Siehe *°%); vgl. auch J. A. Serret, Cours de calcul differentiel et inte- 
gral, 3. &d., 1, Paris 1886, p. 298. 

497) Math. Ann. 43 (1892), p. 171. 

@. C Tedesco, Catania Atti Ace. Gioenia (5) 8 (1915), Nr. XXVII hat die 
Bedingungen dafür bestimmt, daß eine zylindrische Schraubenlinie algebraisch 
ist: diese Schraubenlinien sind die gewundenen Evoluten der ebenen algebraischen 
Kurven. Vgl. auch @. Loria®'), 2, p. 143—145. 

498) Einfache geometrische Beweise dieser Sätze bei Amalia Russitano 
Lanza, Palermo Rend. 47 (1923), p. 270. 

Über die algebraischen Flächen mit algebraischen geodätischen Linien siehe 
B. Gambier, Bull. sciences math. (2) 49 (1925), p. 57, 74, 104. 
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braische Krümmungslinien besitze, ist notwendig und hinreichend, daß 
ihre Rückkehrkante algebraisch rektifizierbar ist. 

P. Stäckel*?’) hat auch in vollständiger Weise die Aufgabe gelöst, 
in expliziter Form die Gleichungen anzugeben, die alle algebraisch 
rektifizierbaren algebraischen Raumkurven darstellen. Er hat dies an- 
gewendet auf die Bestimmung aller algebraischen abwickelbaren Flä- 
chen, die algebraische nicht ebene Krümmungslinien besitzen, und hat 
auch bemerkt, daß für eine algebraisch rektifizierbare algebraische 
Raumkurve nicht nur der Bogen, sondern auch der Sinus des Tor- 
sionswinkels einer Gleichung 2. Grades genügt, deren Koeffizienten 
rational von den Koordinaten abhängen.?"®) 


Nach @. Darboux°®), E. Salkowski?”) und L. Berwald’®) kann 


499) Math. Ann. 45 (1894), p. 341. Siehe auch @. Darboux, J. de math. (4) 
3 (1887), p. 314—319. Dasselbe Problem hat L. Berwald, München Ber. 1916, 
p. 1 für die algebraischen Raumkurven eines elliptischen Raumes behandelt. 

500) Diese Relation führt zu einer Klasse von algebraischen Raumkurven 
(„D-Kurven“ nach Stäckel), die analog sind den ebenen „Richtungskurven“ 
(„courbes de direction“) von E. Laguerre [IIIC 4 (L. Berzolari), Anm. ?°)], und 
durch die Eigenschaft definiert sind, daß ihre Bogenlänge ein zur Kurve selbst 
zugehöriges Abelsches Integral ist. Auch hier aber lassen sich die Eigenschaften 
der Ebene nicht ohne weiteres auf den Raum übertragen. Während nach 
G. Humbert*°*) jede ebene algebraische algebraisch rektifizierbare Kurve die 
Evolute einer ebenen algebraischen Kurve ist und umgekehrt, und die zwei 
Kurven in birationaler Verwandtschaft zueinander stehen, sind in dem Fall, daß 
es sich um eine algebraische algebraisch rektifizierbare Raumkurve handelt, die 
Koordinaten ihres laufenden Punktes rationale Funktionen derjenigen des Punktes 
einer Evolute, aber die umgekehrte Eigenschaft ist nicht richtig. Genau: damit 
eine algebraische Raumkurve mit algebraischen Evoluten die Eigenschaft besitze, 
daß die Koordinaten der Punkte aller ihrer oo! Evoluten rational durch die 
Koordinaten der Punkte der gegebenen Kurve ausgedrückt werden können, ist 
notwendig und hinreichend, daß diese eine D-Kurve ist. 

Stäckel hat sich auch mit dem Problem beschäftigt, die rationalen Raum- 
kurven zu bestimmen, die zugleich Schraubenlinien sind, und hat gefunden, 
daß es solche Kurven von jeder Ordnung gibt, und hat in expliziter Form die 
Parameterdarstellung aller kubischen Raumkurven mit dieser Eigenschaft be- 
stimmt. 

501) J. de math. (2) 18 (1873), p. 239; (4) 3 (1887), p. 305. 

502) Math. Ann. 67 (1909), p. 445. 

503) München Ber. 1913, p. 179. Die Formeln, die jene Gleichung lösen, 
hat L. Berwald in Anwendung gebracht auf die Bestimmung aller algebraischen 
Mongeschen Flächen, d. h. die Flächen, auf denen die beiden Scharen von Krüm- 
mungslinien in eine einzige zusammenfallen (d. h. windschiefe Regelflächen mit 
isötropen Erzeugenden), insbesondere der Serretschen Flächen, d. h. der Monge- 
schen Flächen von konstantem Krümmungsmaß [III D 5 (R. v. Lilienthal), Nr. 40]. 
Daraus geht hervor, daß eine Mongesche Fläche dann und nur dann algebraisch 
ist, wenn sie zur Zentrakurve eine algebraisch rektifizierbare (nicht-isotrope) 
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die allgemeinste Darstellung aller algebraisch rektifizierbaren alge- 
braischen Raumkurven aus der Lösung des Problems abgeleitet wer- 
den, in der allgemeinsten Weise, aber in endlicher Form und ohne 
Anwendung von Integralzeichen, vier Funktionen x, y, z, s einer Vari- 
ablen so zu bestimmen, daß sie die Gleichung befriedigen 


da?’ + dy? + de? —=ds?, 


wobei den willkürlichen Funktionen, die in die Ausdrücke für x, y, 2,5 
eintreten, die Bedingung auferlegt wird, daß sie algebraisch sind.’®*) 


72. Algebraische Minimalkurven (und -flächen). S. Lie°®) hat 
die algebraischen Minimalkurven (und Minimalflächen) gründlich unter- 


krumme Linie oder eine algebraische krumme Minimallinie hat. Im besonderen 
Fall, wenn es sich um eine Serretsche Fläche handelt, ist notwendig und hin- 
reichend, daß ihre Zentrakurve eine krumme algebraische Minimallinie ist. 

504) Über die Lösung dieser Gleichung siehe außer den in °°4), 502), 508) 
angegebenen Arbeiten auch J. A. Serret, J. de math. (1) 13 (1848), p. 353; @. Dar- 
boux, Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algebriques, Paris 
1872, r&impression 1896 [Auszug Paris C. R. 68 (1869), p. 1311], p. 14—16; M. de 
Montcheuil, These, Toulouse 1902; Soc. math. de France Bull. 31 (1903), p. 233; 
33 (1905), p. 170; E. Vessiot, Paris C. R. 140 (1905), p. 1381; L. Raffy, Soc. math. 
de France Bull. 36 (1908), p. 159; L. P. Eisenhart, Ann. of Math. (2) 13 (1911), 
p. 17; A. Pell, ebenda (2) 20 (1917), p. 142 [Auszug Amer. math. Soc. Bull. (2) 23 
(1917), p. 442]; E. T. Beil, Amer. math. Soc. Bull. (2) 26 (1920), p. 312. Vgl. 
auch @. Gwichard, Bull. sciences math. (2) 36! (1912), p. 48. 

Darboux, Salkowski, Eisenhart und Pell haben auch außer auf die alge- 
braischen algebraisch rektifizierbaren Raumkurven auf mehrere andere besondere 
Klassen von Kurven Anwendungen gemacht. In der Arbeit von Salkowski ergibt 
sich von neuem der Satz von Stäckel, daß auf einem algebraischen Kegel jede 
algebraische geodätische Linie algebraisch rektifizierbar ist. Aus den Formeln 
von Salkowski folgt auch der von W. Vogt, Arch. Math. Phys. (3) 19 (1912), p. 301 
angegebene Satz über die algebraischen geodätischen Linien auf Kegeln 2. Grades. 
Vgl. auch @. Loria®"), 2, p. 214—215. — Bei Salkowski und Eisenhart ergibt 
sich auch, daß alle und nur die algebraischen Raumkurven, die sich durch eine 
algebraische „natürliche“ Gleichung (d. h. eine algebraische Gleichung zwischen 
dem Bogen und den beiden Krümmungen) darstellen lassen, algebraisch rekti- 
fizierbar sind. 

H. Molins, Toulouse M&m. Acad. des sciences, inscrip. et belles lettres (9) 
4 (1892), p. 1, hat die algebraischen Kurven bestimmt, bei denen der Krüm- 
mungs- und Torsionsradius durch eine gegebene algebraische Relation verbunden 
sind; ihr Bogen ist durch einen Kreisbogen ausdrückbar. 

505) Arch. for Math. og Naturvid. 2 (1877), p. 157, 338; vollständiger in 
Math. Ann. 14 (1878), p. 331. Eine ausführliche Darlegung bei @. Darboux**?), 
1, 1. &d. (1887), p. 340-404; 2. 6d. (1914), p. 397—464. Vgl. außerdem L. P. 
Eisenhart, A treatise on the differential geometry of curves and surfaces, Boston 
1909, p. 47—49, 254—262; A. R. Forsyth, Lectures on the differential geometry 
of curves and surfaces, Cambridge 1912, p. 279—297; W. Blaschke, Vorlesungen 
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sucht, d. h. die algebraischen Raumkurven von der Länge null, oder 
auch von der Eigenschaft, daß die Tangenten den unendlich fern 
liegenden Kugelkreis treffen.’) 

Nach K. Weierstraß®”") ergeben sich für die Parameterdarstellung 
der kartesischen Koordinaten der Punkte einer beliebigen (nicht-ge- 
radlinigen) Minimalkurve die Gleichungen 


z= (1— S)F”(s)+2sF’(s) — 2F(s), 
(1) —=i(1 + 8?) F"(s)— 2isF’(s) +2iF(s), 
2=2sF”(s) —2F'(s), 


wo F(s) eine willkürliche analytische Funktion von s ist. Aus ihnen 
ergibt sich die allgemeinste algebraische Minimalkurve, wenn man für 
F(s) eine beliebige algebraische Funktion von s einsetzt. 

Wenn in (1) sich © in — i verwandelt, ist die sich ergebende 
Kurve ebenfalls eine Minimalkurve: die beiden Kurven heißen zuein- 
ander imaginär konjugiert. 

Der Ausgangspunkt der Untersuchungen von $. Lie wird durch 
die zwei folgenden Sätze angegeben, die die geometrische Deutung 
des allgemeinen Integrals der Differentialgleichung der Minimalflächen 
bilden, das von @. Monge [vgl. HIID5 (R.v. Lilienthal), Nr. 19] an- 
gegeben worden ist: | 

a) Wenn eine Minimalkurve R eine Translationsbewegung aus- 
führt, so daß einer ihrer Punkte eine andere Minimalkurve durch- 
läuft, beschreibt R eine Minimalfläche (so daß die Minimalflächen 


über Differentialgeometrie 1, Berlin 1921, p. 29—30, 166—168; L. Bianchi, Le- 
zioni di geometria differenziale 1, 3. ed., Pisa 1922, p. 533—544; deutsche Über- 
setzung von M. Lukat, Leipzig 1899, p. 358—364. 

506) Über Minimalkurven vgl. IIID 1,2 (H.v. Mangoldt), Nr. 12,13; IIID4 
(@. Scheffers), Nr. 35; über Minimalflächen vgl. IIID 5 (R. v. Lilienthal), Nr. 19 
bis 31. { 

Über die Differentialgeometrie der analytischen Kurven, insbesondere der 
Minimalkurven siehe $. Lie, Vorlesungen über kontinuierliche Gruppen, herausg. 
von @. Scheffers, Leipzig 1893, p. 694—709; E. Study, Amer. math. Soc. Trans. 
10 (1908), p. 1; 11 (1909), p. 249; F. Böhm, München Ber. 1915, p. 257. Vgl. auch 
W.C.@Graustein, Diss. Bonn 1913, p. 57. 

507) Monatsb. Ak. Berlin 1866, p. 612 = Werke 3 (1903), p. 39. Vgl. auch 
F. Klein*®), 1, p. 153—162, wo die Darstellung mit homogenen Variablen ge- 
schieht; außerdem $. Lie und @. Scheffers®°®), p. 431—433; @. Scheffers, Einfüh- 
rung in die Theorie der Kurven in der Ebene und im Raume, 3. Aufl., Berlin 
und Leipzig 1923, p. 457—464. Siehe auch E. Goursat, Ann. Ec. Norm. (3) 4 
(1887), p. 249—312, wo im Anschluß an die Gleichungen (1) alle algebraischen 
und nichtalgebraischen Minimalflächen bestimmt sind, die alle Symmetrieebenen 
eines regulären Polyeders zulassen. 
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nichts anderes sind als diejenigen besonderen Translationsflächen, die 
durch die Verschiebung einer Minimalkurve längs einer andern Mi- 
nimalkurve entstehen). 

b) Wenn zwei beliebige Minimalkurven vorliegen und ein be- 
liebiger Punkt der einen mit einem beliebigen Punkt der andern ver- 
bindet, so ist der Ort der Mittelpunkte der Verbindungsstrecken eine 
Minimalfläche. 

Umgekehrt kann jede Minimalfläche durch diese Konstruktionen 
erhalten werden. Insbesondere ergeben sich mit den vorhergehenden 
Konstruktionen alle algebraischen Minimalflächen, wenn man annimmt, 
daß die beiden Minimalkurven algebraisch sind.®%) Wenn dann diese 
Kurven imaginär konjugierte Minimalkurven sind, ergeben sich so 
alle reellen algebraischen Minimalflächen. 

Durch jeden Punkt einer Minimalfläche (die nicht eine imaginäre 
abwickelbare Fläche ist) gehen auf der Fläche zwei Minimalkurven 
hindurch, die im allgemeinen zwei verschiedenen Scharen angehören. 
Es kann aber vorkommen, daß alle Minimalkurven einer Minimal- 
fläche eine einzige irreduzible Schar bilden, die infolgedessen die 
Fläche doppelt überdeckt, und in einem solchen Falle heißt die Fläche 
eine Doppelfläche. Eine solche kann erzeugt werden als Ort der Mittel- 
punkte der Verbindungsstrecken je zweier Punkte einer Minimal- 
kurve.°®) 

S. Lie bat die reellen und nicht reellen, algebraischen und nicht 
algebraischen einfachen und doppelten Minimalflächen untersucht und 
hat im algebraischen Falle die Charakteristiken (Ordnung, Klasse, 
Elemente im Uuendlichen, parabolische Kurven usw.) bestimmt, wenn 
deren entsprechenden Minimalkurven bekannt sind.d!1%) So wird, wenn 
eine algebraische Minimalfläche nicht eine Doppelfläche ist, ihre Klasse 
angegeben durch M'’(R— M) + M(R’— M’), wo R der Rang einer 
Minimalkurve der Fläche ist und M die Vielfachheit des Kugelkreises 
auf ihrer Tangentenfläche ist und R’, M” die analogen Zahlen für eine 
Minimalkurve der andern Schar sind. Wenn dagegen die algebraische 
Minimslfläche eine Doppelfläche ist und R, M die obigen Zahlen für 


508) Die singulären Punkte einer Minimalfläche entsprechen so denjenigen 
der Minimalkurve, durch deren Translation sie entsteht. Über diese singulären 
Punkte und über die Bestimmung des Zusammenhangs einer algebraischen 
Minimalfläche siehe J. Hadımard, Bull. sciences math. (2) 26! (1902), p. 357. 

509) Über die Bedingungen dafür, daß eine Minimaldoppelfläche reell ist, 
siehe R. v. Lilienthal, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 17 (1908), p. 277. 

510) Über die Bestimmung der Ordnung, der Klasse und des Ranges einer 
algebraischen Minimalkurve siehe A. $. Gale, Amer. math. Soc. Trans. 3 (1902), 
p- 451. 
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ihre Minimalkurven+sind, ist die Klasse M(R— M). Schwieriger ist 
im allgemeinen die Bestimmung der Ordnung.°!?) 

Um dann die einfachsten algebraischen Minimalkurven zu be- 
stimmen°"?), hat S. Zie auch den schon von ihm bemerkten Zusam- 
menhang°!?) zwischen den Minimalkurven und den Kurven, deren Tan- 
genten einem linearen Komplex angehören°), entwickelt. 


511) Wenn eine Minimalkurve durch reziproke Radien transformiert wird, 
ergibt sich eine andere Minimalkurve: @. Darboux°°%), p. 6—11, wo die Tan- 
gentenfläche einer Minimalkurve eine Fokaldeveloppable genannt wi Wenn die 
Minimalkurve algebraisch ist und wenn R ihren Rang und M die Vielfachheit 
des Kugelkreises auf ihrer Tangentenfläche bezeichnen, hat Lie hinzugefügt, daß 
die Differenz R— M bei jener Transformation invariabel und >3 ist. 

Lie hat den Fall M=1 gründlicher untersucht, in dem jede algebraische 
Minimalkurve sich aus den Gleichungen (1) ergibt, wenn man für F'(s) eine 
rationale Funktion von s einsetzt. Lie bestimmt in diesem Falle die Ordnung O, 
den Rang R und die Klasse C der Kurve und findet, daß zwischen diesen Zahlen 
die Beziehung besteht O+C0—2R+2=(, die auch invariant gegen die Trans- 
formation durch reziproke Radien ist. Vgl. auch R. Glaser, Diss. Tübingen 1891, 
wo unter anderem auf p. 12 bemerkt ist, daß diese Beziehung eine Folge der 
Formeln von A. Cayley (Nr. 17) ist, wenn man beachtet, daß eine Minimal- 
kurve keine stationären Tangenten haben kann. Siehe auch C. Schilling, Diss. 
Göttingen 1880, wo ein Teil der Untersuchungen von Lie dargelegt ist (p. 1—29) 
und davon Anwendung auf die Untersuchung der reellen Minimalflächen fünfter 
Klasse gemacht wird. Diese sind die reellen Minimalflächen niedrigster Klasse, 
wie zuerst L. Henneberg, Ann. di mat. (2) 9 (1877), p. 54 fand und dann $. Lie, 
Math. Ann. 14 (1878), p. 354. Ihre Ordnung wurde genau zu 15 bestimmt von 
Lie, a. a. O., p. 383 (siehe auch p. 416) und darauf von Schilling, a. a. O., p. 29 
und 52—53, während L. Henneberg, Diss. Zürich 1875, p. 51 ff. 17 gefunden hatte. 

Unter der Annahme M =1 hat Lie auch alle sich selbst konjugierten 
Minimalkurven bestimmt, woraus die unmittelbare Bestimmung aller reellen 
algebraischen Minimalflächen folgt, deren Klasse eine gegebene willkürliche 
Primzahl ist. 

512) Die Arbeit von Lie enthält auch die Betrachtung vieler Sonderfälle. 
Daß im Gegensatz zu der Bemerkung a. a. O., p. 397 keine reellen Minimal- 
flächen der Ordnung 12 mit Ausnahme derjenigen existieren, die auch von der 
Klasse 12 sind, hob H. W. Richmond, Math. Ann. 54 (1900), p. 323; Cambridge 
Phil. Soc. Trans. 19 (1900), p. 69 hervor. 

513) Math, Ann. 5 (1871), p. 168—169. 

514) Der Zusammenhang besteht darin, daß in der Transformation [vg]. 
IITAB4b (@. Fano), Nr. 13], die durch die Gleichungen 

— Zı=2:— (X+HiY), (Z—-iNYz=y—Z 
zwischen den kartesischen Koordinaten x, y, 2 und X, Y, Z zweier Räume defi- 
niert ist und die den Punkten des Raumes (x, Y, 2) im Raume (X, Y,Z) die den 
Kugelkreis treffenden Geraden entsprechen läßt, während sie den Punkten des 
zweiten Raumes im ersten die Geraden eines gewissen linearen Komplexes zu- 
ordnet, jeder Kurve, deren Tangenten einem linearen Komplex angehören, im 
Raume (X, Y, Z) eine Minimalkurve entspricht. Da die Beziehung zwischen den 
Encyklop. d. math. Wissensch. III 2. 92 
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S. Lie?) hat auch die Aufgabe angegriffen, alle algebraischen 
Minimalflächen zu bestimmen, die einer gegebenen algebraischen ab- 
wickelbaren Fläche einbeschrieben sind. 

Wenn diese ein Zylinder ist, ist das Problem nicht immer mög- 
lich, da nach L. Henneberg?'*) in einen algebraischen Zylinder eine 
algebraische Minimalfläche nur dann einbeschrieben werden kann, wenn 
der Normalschnitt des Zylinders die Evolute einer ebenen algebrai- 
schen Kurve ist. 

Das aufgestellte Problem hat S. Lie vollständig in zwei Fällen 
gelöst, nämlich wenn die gegebene algebraische abwickelbare Fläche 
ein Kegel ist und wenn, falls sie beliebig ist, bereits eine ihr einbe- 
schriebene algebraische Minimalfläche bekannt ist. In diesen beiden 
Fällen gibt es unendlichfach unendlich viele algebraische Minimal- 
flächen, die das Problem lösen, und Lie hat auch wirkliche Konstruk- 
tionen für alle angegeben. 

Wenn mit Lie als Evolute einer Raumkurve die abwickelbare 
Fläche (die Polarfläche) bezeichnet wird, die von den Normalebenen 
der Kurve eingehüllt wird, so folgt aus dem zweiten Fall insbeson- 
dere, daß in die Evolute einer algebraischen Raumkurve immer un- 
endlichfach unendlich viele algebraische Minimalflächen einbeschrieben 
werden können. Diese Evoluten sind aber nicht die einzigen abwickel- 
baren Flächen, in die sich eine und daher unendlichfach unendlich 
viele algebraische Minimalflächen einbeschreiben lassen. 

Im Zusammenhang hiermit stehen einige Sätze von S. Lie über 
die Evolute einer algebraischen Raumkurve. 

Die Minimalfläche, die die Evolute einer algebraischen Raum- 
kurve längs des Ortes der Krümmungsmittelpunkte berührt, ist alge- 
braisch. 

Jede algebraische Minimalfläche ist in oo* Evoluten von alge- 
braischen Raumkurven einbeschrieben und berührt 00° dieser Evo- 
luten längs des Ortes der Krümmungsmittelpunkte. 


Komplexkurven in den beiden Räumen durch birationale Gleichungen bestimmt 
ist, ist die Aufgabe, alle algebraischen Minimalkurven zu bestimmen, identisch 
mit der Aufgabe, alle algebraischen Kurven eines linearen Komplexes zu be- 
stimmen (Nr. 53). Vgl. auch $. Lie und @. Scheffers °°°), p. 444—453. 

515) Arch. for Math. og Naturvid. 3 (1878), p. 166, 224, 340; 4 (1879), 
p. 334; Math. Ann. 15 (1879), p. 465. 

516) Diss. Zürich 1875, p. 47; Ann. di mat. (2) 9 (1877), p. 54. Siehe auch 
S. Lie, Math. Ann. 15 (1879) p. 474, 495; @. Darboux ?°®), 1, 1. Ed., p. 406—407; 
2. &d., p. 466—467, die auch eine Konstruktion für alle algebraischen Minimal- 
flächen angegeben haben, die einem algebraischen Zylinder einbeschrieben sind, 
wenn die erwähnte Bedingung erfüllt ist. 
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In vollständiger Allgemeinheit wurde das von S$. Lie gestellte 
Problem von @. Darboux°') auf verschiedene Weise gelöst, sowohl 
auf analytischem Wege wie dadurch, daß er für die gesuchten Mini- 
malflächen geometrische Konstruktionen lieferte, die in den besonderen, 
von Lie behandelten Fällen die von diesem Autor angegebenen Kon- 
struktionen ergeben. 

Um die Eigenschaften der algebraischen einfachen oder dop- 
pelten Minimalflächen mit rein geometrischen Verfahren festzustellen, 
hat R. Sturm°"?) die Fläche F' betrachtet, die der Ort der Mittel- 
punkte der Strecken ist, die die Punkte einer Kurve C mit den 
Punkten einer anderen Kurve (” oder je zwei Punkte ein und der- 
selben Kurve miteinander verbinden. Wenn die Kurven CO und C’ ver- 
schieden sind und die Ordnungen », n’, die Rangzahlen r, »' haben, 
ist die Fläche F von der Ordnung nn’ und von der Klasse rr‘. Die 
Punkte von © und CO’ im Unendlichen sind %’- bzw. n-fache (konische) 
Punkte für F; die nn’ Verbindungsgeraden der ersten mit den zweiten 
bilden den vollständigen Schnitt von F' mit der unendlich fernen 
Ebene. Bei rr’ Sehnen haben die Endpunkte parallele Tangenten; die 
Mittelpunkte dieser Sehnen sind uniplanare Doppelpunkte von F. 

Die Fläche, die der Ort der Mittelpunkte der Sehnen einer Kurve 


C von der Ordnung » und dem Rang r ist, hat die Ordnung ee A 


rvr—) 


und die Klasse - Sie hat die unendlich fernen Punkte von C 


en 1) 





zu (a— 1)-fachen konischen Punkten, enthält die Verbindungs- 


linien dieser Punkte wie auch die » Asymptoten von G, und die Kurve 
C selbst als Haupttangentenkurve. Schließlich führt jedes Paar von 
parallelen Tangenten von © zu einem uniplanaren Knotenpunkte von 
F518%) 

Unter der weiteren Annahme, daß alle Tangenten der Kurven C 
und C’ einen festen Kegelschnitt der unendlich fernen Ebene treffen, 


517) Paris C. R. 102 (1886), p. 1513; 104 (1887), p. 728; ausführlicher PET), 
1, 1. &d., p. 408—423; 2. &d., p. 468—489. 

518) J. f. Math. 105 (1889), p. 101. 

518a) Den Ort der Mittelpunkte der Sehnen einer kubischen Raumkurve 
und von gewissen rationalen Raumkurven 4. und 5. Ordnung hat B. Gambier, 
Nouv. Ann. de math. (4) 20 (1920), p. 401, 454 [Auszug Paris C. R. 170 (1920), 
p- 1371]; Paris C. R. 180 (1925), p. 1195, angetroffen, indem er alle Typen von 
algebraischen Flächen, die mehrfach Translationsflächen sind, aufsuchte. Einige 
Sonderfälle früher bei $. Lie und @. Scheffers°®), p. 410; H. Poincare, J. de 
math. (6) 1 (1895), p. 271—284; W. Vogt, J. f. Math. 141 (1912), p. 303. Vgl. 
auch @. Loria®!%), 1, p. 139—143, 176—177. 

927 
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hat R. Sturm geometrische Beweise von verschiedenen Sätzen von 
S. Lie über die Ordnung und die Klasse einer algebraischen Minimal- 
fläche und unter anderm auch von dem oben angeführten Satze von 
L. Henneberg gegeben. 


13. Algebraische Raumkurven konstanter Torsion [vgl. HIID4 
(@. Scheffers), Nr. 31]. Bei verschiedenen Fragen der Differentialgeo- 
metrie kommt die Betrachtung von Raumkurven konstanter Torsion 
vor°!$»): vor allem in der Theorie der Minimalflächen und in der- 
jenigen der auf ein Rotationsparaboloid abwickelbaren Flächen. 


Jede Kurve R mit konstanter Torsion Z kann als Asymptoten- 


linie einer Minimalfläche angenommen werden, die ohne jede Integra- 
tion bestimmt ist, wenn R bekannt ist, und die algebraisch ist, wenn 
die Kurve R algebraisch ist. Die adjungierte Minimalfläche [IIID5 
(R. v. Lilienthal), Nr. 23] ist eingeschrieben in die Kugel vom Radius 
t längs einer Kurve, die als sphärische Indikatrix der Binormalen der 
Kurve R dienen kann. Es sind auch die umgekehrten Eigenschaften 
richtig, so daß sich daraus insbesondere ergibt, daß das Problem, die 
in eine Kugel einbeschriebenen Minimalflächen zu bestimmen, und 
dasjenige, die Kurven konstanter Torsion zu bestimmen, äquivalent 
sind, und jene Flächen und die entsprechenden Kurven mit konstanter 
Torsion sind gleichzeitig algebraisch oder transzendent.°"®) 

Auch das Problem der Bestimmung der auf das Rotationspara- 
boloid abwickelbaren Flächen ist äquivalent mit dem, die Raumkurven 
mit konstanter Torsion zu finden. Eine reelle oder imaginäre Raum- 
kurve konstanter Torsion liefert ein und nur ein Paar von reellen 
Flächen, die auf das Paraboloid abwickelbar sind; die Kurve und 
das Flächenpaar sind gleichzeitig algebraisch oder transzendent.°?®) 

In Verfolg der Aufforderung von G. Darboux°”') haben sich ver- 
schiedene Autoren damit beschäftigt, unter den Raumkurven kon- 


518b) Bei der Untersuchung der Zuordnung zweier Raumkurven durch 
orthogonale Linienelemente hat E. Salkowski, Math. Ann, 66 (1909), p. 534, die 
Existenz von unendlich vielen algebraischen Raumkurven konstanter Krümmung 
erkannt. S. auch @. Loria °'°), 2, p. 99 —106. 

519) E. Cosserat, Paris C. R. 120 (1895), p. 1252, der die Bedeutung eines 
von M. Fouche, Ann. Ec. Norm. (3) 7 (1890), p. 335 angegebenen Verfahrens zur 
Bestimmung der algebraischen Kurven von konstanter Torsion vertieft hat. Siehe 
außerdem @. Darboux*°®), 1, 2. &d., p. 485—488, wo auch die Ausdehnung auf 
die Bertrandschen Kurven erfolgt. 

520) @. Darboux*°®), 3, Paris 1894, p. 373; 4, Paris 1896, p. 429; außer- 
dem Paris C. R. 140 (1905), p. 697. 

521) Siehe *°?), 1, 1. &d., p. 46. 
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stanter Torsion diejenigen aufzusuchen’??), die algebraisch sind.???*) 
Bei einer solchen Kurve liegen alle ihre unendlich fernen Punkte auf 
dem Kugelkreis, und ihre Schmiegungsebene in jedem dieser Punkte 
ist, wenn sie nicht mit der unendlich fernen Ebene zusammenfällt, 
eine isotrope Ebene. Wenn die Kurve reell ist, ist sie daher von ge- 
rader Ordnung und geschlossen.’??) 

I. Lyon®**) hat zuerst unendlich viele solche rationale Kurven 
bestimmt, deren unendlich ferne Punkte alle zusammenfallen, insbe- 
sondere eine imaginäre kubische Raumkurve, die die unendlich ferne 
Ebene oskuliert und konstante Krümmung und Torsion hat.°®) 


E. Fabry°?*) hat explizit verschiedene Typen von reellen ratio- 
nalen Kurven mit konstanter Torsion erhalten: es sind Kurven der 
Ordnung 2» mit zwei Punkten auf dem Kugelkreis, die konjugiert- 
imaginär und nfache sind.??”) 


522) Über das, was über dieses Problem bis 1895 gearbeitet worden ist, 
siehe G. Darboux?°*), 4, Note IV, p. 423—432; Atti del IV Congresso intern. dei 
matem. (Roma 1908) 1, Roma 1909, p. 112. 

522a) Formeln über den Gegenstand hat W. de Tannenberg, Paris C. R. 137 
(1903), p. 692 gegeben. 

523) Siehe J. Lyon, These, Paris 1890, p. 59; B. Gambier, Ann. Ee. Norm. 
(3) 36 (1919), p. 284; G@. Darmois, Toulouse Ann. (8) 11 (1919), p. 86. Über die 
Form der Raumkurven mit konstanter Torsion siehe @. Koenigs, Toulouse Ann. 
(1) 1 (1887) E, p. 1. 

524) Thöse, Paris’ 1890 — Grenoble Ann. de l’enseign. sup. 2 (1890), p. 353. 
Über eine einheitliche Methode, die verschiedenen Formeln von Lyon abzu- 
leiten, s. @. Darmois, Bull. sciences math. (2) 38! (1914), p. 154; °*®), p. 72—76. 

525) Außerdem hat I. Lyon, These®?‘), p. 64—70 bewiesen, daß diese 
kubische Raumkurve und die gemeine Schraubenlinie die beiden einzigen Kurven 
mit konstanter Krümmung und Torsion sind. Siehe auch @. Scheffers®°’), p. 305 
bis 306; E. Picard®*), Anmerkung auf p. 502—503. Die kubische Raumkurve 
von Lyon wird auch in den Arbeiten der anderen hier zitierten Autoren be- 
trachtet. 

In Verbindung mit dieser kubischen Kurve siehe außerdem W. H. Salmon, 
Messenger of Math. (2) 45 (1916), p. 125; Mary F. Curtis, Amer. math. Soc. Bull. 
(2) 24 (1918), p. 469; (2) 25 (1918), p. 87; (2) 26 (1919), p. 275; T. Hayashi, 
ebenda (2) 26 (1919), p. 73 [vgl. @. Loria, ebenda (2) 27 (1920), p. 201; Mary 
F. Curtis, ebenda, p. 437]; $. Narumi, Töhoku Math. J. 19 (1921), p. 187; 
@. Loria®"), 1, p. 187— 195. 

526) Ann. Ec. Norm. (3) 9 (1892), p. 177; Paris C. R. 114 (1892), p. 158; 
123 (1896), p. 865; 142 (1906), p. 945; 145 (1907), p. 47. 

527) @. Herberich, Beilage zum 13. Jahresb. der Kgl. Luitpold-Kreisrealsch. 
in München 1904, und W. H. Salmon, Messenger of Math. (2) 47 (1918), p. 39; 
London Math. Soc. Proc. (2) 16 (1917), abstracts, p. XX, haben einige der Re- 
sultate von I. Lyon und E. Fabry erweitert. Vgl. auch @. Gräbner, Diss. 
Würzburg 1911, wo auch algebraische Bertrandkurven betrachtet sind. Über 
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Andere Klassen von rationalen Kurven konstanter Torsion haben 
@. Darmois’”), W. de Tannenberg°®) und B. Gambier??®) bestimmt.5%») 

B. Gambier°®‘) hat als erster in expliziter Form algebraische 
Kurven konstanter Torsion bestimmt, auch reelle, nicht rationale, so- 
gar von beliebiger Ordnung und beliebigem Geschlecht. 

Das Problem ist gründlich behandelt worden in den beiden Preis- 
arbeiten 1916 der Academie des sciences de Paris von G. Darmois®?) 
und B. Gambier°”), in denen sich mehrere allgemeine Eigenschaften 
der algebraischen Kurven konstanter Torsion finden, vor allem hin- 
sichtlich ihrer Punkte im Unendlichen, und in denen zahlreiche Sonder- 
fälle untersucht sind. 


XII. Algebraische Systeme besonderer algebraischer 
Raumkurven. 


74. Systeme von Kegelschnitten im Raum. Unter den speziellen 
Kurvensystemen im Raum sind besonders diejenigen von Kegelschnitten 
untersucht worden.’®*) 


diese letzten siehe auch H. N. Datta, Benares Math. Soc. Proc. 3 (1921), p. 1; 
B. Gambier, Paris U. R. 176 (1923), p. 1594. 

Nach R. Le Vavasseur, Toulouse Bull. Acad. des sciences, inscrip. et belles 
lettres 1 (1897), p. 82, gibt es keine sphärische algebraische Kurve konstanter Torsion. 

528) Paris C. R. 157 (1913), p. 1379. 

529) Paris C. R. 158 (1914), p. 1486. 

530) Paris C. R. 158 (1914), p. 97, 236. 

530a) Vgl. auch @. Loria°®!°), 2, p. 106—112. 

531) Paris C. R. 158 (1914), p. 321, 613. Siehe auch Ann. Ec. Norm. (3) 37 
(1920), p. 117. 

532) Toulouse Ann. (3) 11 (1919), p. 67. 

533) Ann. Ec. Norm. (3) 36 (1919), p. 263; (3) 37 (1920), p. 117. B. Gambier 
hat sich auf den Zusammenhang gestützt, den das Problem mit der Theorie der 
Minimalflächen und mit derjenigen der auf das Rotationsparaboloid abwickel- 
baren Flächen hat. Über diesen zweiten Gesichtspunkt siehe auch B. Gambier, 
Paris C. R. 168 (1919), p. 537, 674; Soc. math. de France Bull. 49 (1921), p. 150; 
50 (1922), p. 153, wo auch die Wichtigkeit des Problems für die Aufsuchung 
der Flächen konstanten Gaußischen Krümmungsmaßes klargestellt wird, insofern 
als, nach dem Satze von E. Beltrami und A. Enneper [III D 4 (@.Scheffers), Nr. 31], 
die asymptotischen Linien dieser Flächen gerade von konstanter Torsion sind. 

Über die Zusammenhänge zwischen Minimalkurven, Kurven konstanter 
Torsion, Bertrandschen Kurven [vgl. Anm. 5*”)] und Verbiegung des Paraboloids 
siehe B Gambier, Paris C. R. 176 (1923), p. 1785. 

Über einen Zusammenhang des Problems der Raumkurven konstanter Tor- 
sion mit der elliptischen Geometrie siehe K. Kommerell, Tübingen naturw. Abh., 
3. Heft, 1922, p. 22. 

534) W. Spottiswoode, London Math. Soc. Proc. (1) 10 (1879), p. 185; Aus- 
zug British Ass. Report, 48 Meeting, Dublin 1878 (London 1879), p. 462 und 
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M. Chasles°”) und @. Halphen??®) haben die Theorie der Charak- 
teristiken für die Kegelschnitte einer Ebene [III C 3 (H. @. Zeuthen), 
Nr. 20, 21, 22, 27] auf die oo!fachen Systeme von Kegelschnitten im 
Raum erweitert. Wenn mit u die Zahl der Kegelschnitte des Systems 
bezeichnet wird, die eine gegebene Gerade treffen, mit » die Zahl 
derjenigen, die eine gegebene Ebene berühren, mit go die Zahl der- 
jenigen, deren Ebene durch einen gegebenen Punkt geht, so wird die 
Zahl derjenigen, die eine vom System unabhängige Bedingung er- 
füllen, nach Halphen durch die Form au — ßv + yo angegeben, wo 
«, ß, y nur von der Bedingung abhängen. 


Abzählende Probleme in bezug auf elementare Bedingungen 
(Durchgänge durch Punkte, Schnitte mit Geraden usw.) haben H. @. 
Zeuthen®®”), J. Lüroth?®®), ©. Hierholzer?®®), H. Schubert’*°) gelöst. 


Über die Probleme, die sich auf Schnitte oder Berührungen mit 
gegebenen algebraischen Kurven beziehen, siehe Nr. 25 und 26. 


A. Cayley, London Math. Soc. Proc. (1) 10 (1879), p. 194 = Papers 11 (1896), 
p- 82 [vgl. auch Quart. J. 3 (1859), p. 225 = Papers 4 (1891), p. 446] haben einen 
Kegelschnitt im Raum mit Hilfe eines Systems von 21 Koordinaten dargestellt. 
Andere analytische Darstellungen bei J. A. Grunert, Arch. Math. Phys. (1) 41 
(1861), p. 1; P. van Geer, Nieuw Arch. voor Wiskunde 13 (1886), p. 58 = Arch. 
Neerlandaises 22 (1887), p. 58; O. Scherrer, Progr. Frauenfeld 1900; L. Godeaux, 
Belgique Bull. (4) 10 (1908), p. 896; Liege M&m. (3) 9 (1912), Nr. 12, p. 23; 
AR. A. Johnson, Amer. math. Soc. Trans. 15 (1913), p. 335; @. Loria ®°), 1, p. 58—68. 

535) Paris C. R. 61 (1865), p. 389. 

536) Soc. math. de France Bull. 2 (1873), p. 11 = Oeuvres 1, p. 130. Siehe 
auch Paris C. R. 76 (1873), p. 1074 = Oeurvres 1, p. 159. 

537) Kopenhagen, Ofversigt 1866, p. 91. 

538) J. f. Math. 68 (1867), p. 185; Math. Ann. 3 (1869), p. 124. In der ersten 
Arbeit wird unter anderem die Zahl der acht Geraden schneidenden Kegelschnitte 
zu 92 bestimmt. Wegen dieser Zahl siehe auch J. de Vries, Amsterdam Versl. 
(4) 10 (1901), p. 192; @. Schaake, ebenda (4) 32 (1923), p. 626. 

Die Zahl 40 der Kegelschnitte, welche in verschiedenen Punkten acht in 
vier Paare von inzidenten Geraden verteilte Geraden treffen, wurde auf direkte 
Weise von @. Scorza, Brevi cenni di fotogrammetria teorica, Palermo 1911, be- 
stimmt und in Beziehung gesetzt zu dem Satz von $. Finsterwalder, Jahresb. 
Deutsch. Math.-Ver. 6 II (1899), p. 14—15, über die Bestimmung (von einer Ähn- 
lichkeit abgesehen) eines Gebildes, von dem vier Perspektiven bekannt sind [vgl. 
VIı,2 (S. Finsterwalder), Nr. 5]. 

539) Math. Ann. 2 (1869), p. 563. 

540) J. f. Math. 71 (1870), p. 366; Math, Ann. 10 (1876), p. 318; 13 (1877), 
p. 433—434, 446—451; ®), p. 71-80, 90—97, 99—101. 

Die auf die Kegelschnitte bezüglichen Zahlen wurden von neuem mit dem 
Prinzip von der Erhaltung der Anzahl von A. A. Dalhuisen, Diss. Utrecht 1905 
bestimmt. 
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M. Bottasso°*!) hat mit Hilfe des Bedingungskalküls von A. Schu- 
bert die Abzählungsprobleme gelöst, die sich auf Kegelschnitte beziehen, 
die eine oder mehr gegebene algebraische Flächen doppelt berühren. 

Die Untersuchung der linearen Systeme von Kegelschnitten im 
Raum verdankt man D, Montesano. Er hat vor allem die bilinearen 
Kongruenzen untersucht°‘?) und bewiesen, daß eine solehe Kongruenz 
von den Schnitten der Ebenen eines Bündels mit den entsprechenden 
Flächen 2. Grades eines Netzes gebildet wird, das projektiv auf das 
Bündel bezogen ist.°43) 

Die allgemeinen Eigenschaften der linearen Kongruenzen von 
Kegelschnitten hat D. Montesano untersucht°“), indem er auf die Be- 
trachtung der birationalen involutorischen Transformation zurückgriff, 
die die Kegelschnitte der Kongruenz auf einer allgemeinen Ebene be- 
stimmen. Er hat gezeigt, daß alle derartigen Kongruenzen durch eine 
birationale Transformation des Raumes auf eine lineare Kongruenz 
von Geraden zurückgeführt werden können, außer in dem Falle, in 
welchem kein Punkt existiert, der allen Kegelschnitten der Kongruenz, 
gemeinsam ist, und alle diese Kegelschnitte jede Leitlinie in einer ge- 
raden Zahl von Punkten treffen. 

D. Montesano°*°) hat außerdem, ebenfalls durch Betrachtung der 


541) Ann. di mat. (3) 8 (1908), p. 233. 

542) Torino Atti 27 (1892), p. 660. 

548) Die Kegelschnitte der Kongruenz treffen alle eine bestimmte Raum- 
kurve R3 in sechs Punkten. 

Umgekehrt, wenn eine solche Raumkurve R3 gegeben ist, bilden die durch 
sie hindurchgehenden kubischen Flächen ein Netz, dessen Büschel als die übrigen 
Grundkurven 0? Kegelschnitte haben, die R3 sechsfach schneiden und eine 
bilineare Kongruenz bilden. Die Geradenpaare, die die ausgearteten Kegel- 
schnitte der Kongruenz bilden, sind Trisekanten von R3; die Tangenten der 
Kegelschnitte der Kongruenz bilden einen (rationalen) Komplex 4. Grades. Monte- 
sano hat auch die birationalen involutorischen Transformationen des Raumes 
untersucht, in denen jeder Kegelschnitt der Kongruenz sich selbst konjugiert 
ist, und hat den Spezialfall betrachtet, in dem die Kegelschnitte der Kongruenz 
einen Punkt gemeinsam haben, wobei dieser Punkt für R3 dreifach ist und diese 
vom Geschlecht 3 ist. Siehe auch E. Veneroni?®*), p. 214—215. 

544) Lomb. Ist. Rend. (2) 26 (1893), p. 589. 

Einige Eigenschaften der Kongruenzen von Kegelschnitten von beliebiger 
Ordnung bei @. Marletta, Catania Atti Acc. Gioenia (5) 9 (1916), Nr. IX. 

Lineare 00””! Systeme von Kegelschnitten im Raum von r Dimensionen 
hat S. Kantor, Amer. J. of Math. 23 (1901), p. 11 betrachtet. 

545) Rend. Acc. Napoli (3) 1 (1895), p. 93, 155. 

Mit demselben Gegenstand hat sich in der Folge beschäftigt L. G@odeaus, 
Paris C. R. 152 (1911), p. 1149, 1461; Diss. Liege 1911 = Lidge Me&m. (3) 9 
(1912), Nr. 12. Siehe aber die kritischen Bemerkungen von D. Montesano, Paris 
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angegebenen Involution, die verschiedenen Typen von solchen Kon- 
gruenzen bestimmt und hat für jeden Typus denjenigen bestimmt, auf 
den er durch birationale Transformation des Raumes zurückgeführt 
werden kann. Er hat auch verschiedene Konstruktionen für jeden 
dieser Typen und ihre Abbildung auf eine Ebene angegeben, und hat 
sie in drei Familien unterschieden entsprechend den drei Typen, auf 
die die beschriebene ebene Involution birational zurückgeführt [III C 11 
(L. Berzolari)] werden kann (wobei die harmonische Homologie als 
in die Involutionen von de Jonquieres eingeschlossen angesehen wird).’*#) 

D. Montesano°*') hat auch eingehend die bilinearen Komplexe von 
Kegelschnitten untersucht, sei es im allgemeinen Falle°*®) oder in den 








C. R. 153 (1911), p. 45 = Giorn. di mat. (3) 2 (1911), p. 376; Rend. Acc. Napoli 
(3) 26 (1920), p. 60; außerdem L. Godeaux, Rend. Acc. Napoli (3) 26 (1920), 
p. 223; Cambridge Phil. Soc. Proc. 21 (1922), p. 576. e 

546) Einige der hier bestimmten linearen Kongruenzen werden wieder- 
gefunden bei D. Montesano, Ann. di mat. (3) 1 (1898), p. 340—343; M. Stuyvaert, 
Amsterdam Versl. (4) 17 (1908), p. 400. Siehe auch L. Godeaux, Arch. Math. 
Phys. (3) 16 (1908), p. 101; Belgique Bull. (4) 12 (1910), p. 184; J. de Vries, 
Nieuw Arch. voor Wiskunde (2) 10 (1912), p. 215; C. @. F. James, Cambridge 
Phil. Soc. Proc. 21 (1922), p. 150. 

M. Pieri, Atti Acc. Torino 28 (1893), p. 289 hat diejenigen linearen Kon- 
gruenzen untersucht, deren Kegelschnitte einen festen, nicht ausgearteten Kegel- 
schnitt in zwei Punkten treffen, und diejenigen, deren Kegelschnitte in den 
Ebenen einer Einhüllenden 2. Klasse liegen. 

547) Atti Acc. Napoli (2) 15 (1912), Nr. 8; Auszug Atti del IV Congresso 
intern. dei matem., Roma 1908, vol. 2 (Roma 1909), p. 231. 

Mit demselben Gegenstand hat sich auch L. G@odeaux, Belgique Bull. (4) 10 
(1908), p. 597, 812 beschäftigt [Ausdehnung auf die Überräume Amsterdam Versl. 
(4) 17 (1909), p. 657]; (4) 11 (1909), p 499; Nouv. Ann. de math. (4) 9 (1909), 
p. 312. Siehe aber die kritischen Bemerkungen von D. Montesano, Amsterdam 
Versl. (4) 20 (1911), p. 584. 

548) Wir wollen auf einige Eigenschaften des allgemeinen Falles hinweisen, 
die von D. Montesano festgesteilt worden sind. Ein bilinearer Komplex IT’ be- 
sitzt 15 außergewöhnliche Punkte; durch jeden von diesen gehen 00° seiner 
Kegelschnitte hindurch, die eine bilineare Kongruenz bilden. Die 15 Punkte 
sind die Grundpunkte eines linearen oo°fachen Systems von kubischen Flächen, 
und jeder Kegelschnitt von I’ ist die Grundkurve eines Netzes dieses Systems. 
Die Ebenen der Kegelschnitte von T’, die durch einen allgemeinen Punkt O 
gehen, bilden ein Büschel, dessen Achse beim Variieren von O einen Komplex K 
vom 6. Grade erzeugt, der eineindeutig auf die Punkte des Raumes abgebildet 
werden kann. 

Die 00? ausgearteten Kegelschnitte von I'liegen in Ebenen, die eine Fläche 
6 (Fundamentalfläche von I’) 5. Klasse und 40. Ordnung einhüllen, die 20 doppelt 
berührende Ebenen besitzt, in denen die in zwei zusammenfallende Geraden ent- 
arteten Kegelschnitte von I’ liegen, und 120 dreifache Punkte, von denen 15 die 
oben erwähnten außergewöhnlichen Punkte sind. Die Fläche o fällt mit der 
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bemerkenswerteren Sonderfällen°*®), und hat gezeigt, daß man alle 
erhalten kann, wenn man die Flächen 2. Grades eines oo°fachen line- 
aren Systems projektiv auf die Ebenen des Raumes bezieht und die 
durch den Schnitt der entsprechenden Elemente entstehenden Kegel- 
schnitte betrachtet.5°°) 


singulären Fläche des Komplexes X zusammen. Die Geraden, die die entarteten 
Kegelschnitte von T' bilden, bilden eine Kongruenz 5. Ordnung und 10. Klasse, 
die mit der Kongruenz der Doppelstrahlen von X zusammenfällt. Der Komplex K 
enthält die 15 Bündel, die zu Zentren die 15 außergewöhnlichen Punkte haben. 

Ein Komplex I’ ist eindeutig bestimmt, wenn von ihm in allgemeiner Lage 
z. B. 10 außergewöhnliche Punkte und ein Kegelschnitt gegeben sind, oder 5 
außergewöhnliche Punkte und 4 Kegelschnitte oder auch 11 außergewöhnliche 
Punkte und der in der Ebene von dreien von ihnen liegende Kegelschnitt. 

Montesano hat eine Untersuchung dieser und anderer Gebilde angestellt 
und hat die Gruppe. der bilinearen Komplexe untersucht, die dieselbe Funda- 
mentalfläche haben, und hat besondere birationale involutorische Korrespondenzen 
des Raumes betrachtet, die die Eigenschaft haben, daß in jeder von ihnen die 
Paare konjugierter Punkte sich zu je einem Paar auf die einzelnen Kegelschnitte 
des Komplexes verteilen. 

549) Ein bilinearer Komplex ist derjenige der Kegelschnitte, die eine Raum- 
kurve R! in fünf Punkten treffen; er wurde von D. Montesano, Rend. Acc. Na- 
poli (2) 2 (1888), p. 181 untersucht. Ebenfalls ein bilinearer Komplex ist der- 
jenige, der von den Kegelschnitten gebildet wird, die der Ort der Berührungs- 
punkte der einzelnen Ebenen des Raumes mit den durch fünf im Raum allgemein 
gegebene Punkte gehenden kubischen Raumkurven sind; er wurde untersucht 
von @. Humbert‘*?°). 

550) Kongruenzen 2. Ordnung von Kegelschnitten haben betrachtet J. de 
Vries, Amsterdam Versl. (4) 13 (1904), p. 355; (4) 20 (1912), p. 1328; L. Godeauz, 
Me&m. Soc. des sciences du Hainaut (6) 10 (1908), p. 1; Enseign. math. 17 (1915), 
p. 207; @. Aprile, Acireale Mem. Acc. Zelanti (3) 10 (1919), Nr. 5; E. Veneroni, 
Lomb. Ist. Rend. (2) 54 (1921), p. 166, 383; (2) 55 (1922), p. 137. 

Andere Systeme von Kegelschnitten bei J. de Vries, Amsterdam Versl. (4) 
13 (1904), p. 281; (4) 27 (1919). p. 948; (4) 28 (1920), p. 666, 826; L. Godeauz, 
Belgique Bull. (4) 12 (1910), p. 725; Amsterdam Versl. (4) 19 (1911), p. 942; 
C. @. F. James, London Math. Soc. Proc. (2) 23 (1924), p. 115. 

C. Segre, Giorn. di mat. (1) 21 (1883), p. 355 hat einen linearen Komplex 
von Kegelschnitten untersucht, die die Flächen eines T'etraeders berühren, und 
hat dies auf die quadratischen Strahlenkomplexe von Battaglini angewendet. 

R. Sturm®?), 3 (1896), p. 22—49, hat den linearen Komplex 2. Klasse unter- 
sucht, der aus den Komplexkurven eines quadratischen Strahlenkomplexes ge- 
bildet ist. 

D. Montesano, Ann. di mat. (3) 1 (1898), p. 313—328, hat einen linearen 
Komplex 2. Klasse untersucht, der durch das System von vier linearen Geraden- 
komplexen bestimmt wird. Die Strahlenbüschel, in denen die den vier gegebenen 
Komplexen angehörenden Strahlen eine Gruppe bilden, die zu einer gegebenen 
Gruppe von vier Elementen eines Grundgebildes 1. Stufe projektiv ist, sind 
derart, daß in einer allgemeinen Ebene 00! von ihnen vorhanden sind, und daß 
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Über 001, 002, oo®fache Systeme von Kreisen, die besonders die 
Differentialgeometrie interessieren, vgl. IIID 5 (R. v. Lilienthal), Nr. 4; 
IIID9 (E. Salkowski), Nr. 15—21.°°°®) 


75. Algebraische Systeme ebener algebraischer Kurven in be- 
weglicher Ebene. Man verdankt H. G. Zeuthen°®!) allgemeine Formeln 
über die algebraischen oo'fachen Systeme von ebenen algebraischen 
Kurven in einer festen Ebene [s. III C 4 (L. Berzolari), Nr. 9]. Sie 
wurden von H. Schubert?°?) auf algebraische oo!fache Systeme von 
ebenen algebraischen Kurven in beweglicher Ebene ausgedehnt.) 
Das Ergebnis ist, daß man zu den zweiten Seiten jener Formeln ein 
Glied hinzufügen muß, das ein geeignetes Vielfaches der Bedingung 
enthält, daß die Ebene der Kurve durch einen gegebenen Punkt geht. 

Unter der Annahme, daß in den von Zeuthen betrachteten 
Systemen keine Ausartungen mit vielfachen Zügen existieren, hat 
H. Krey°°*) gezeigt, daß alle hier zu betrachtenden Zahlen auch für 
Kurven von beliebiger Ordnung bestimmt werden können, und hat 


ihre Zentren auf einem Kegelschnitt liegen. Der Komplex wird von diesen 
00° Kegelschnitten gebildet. 

Ein linearer Komplex von Kegelschnitten, der in Verbindung steht zu einer 
Strahlenkongruenz 4. Ordnung und 2. Klasse, wurde von @. Bordiga, Belgique 
Mem,, in 4°, (2) 2 (1909), p. 27”—35, untersucht, der auch einen Komplex 4. Ord- 
nung von Kreisen betrachtet hat, Atti Ist. Veneto (8) 6 (1904), p. 733. 

Einen linearen Komplex 4. Klasse hat E. E. Libman, Amer. math. Soc. Trans. 
27 (1925), p. 265 [Auszug Amer. math. Soc. Bull. (2) 31 (1925), p. 297] mit Hilfe 
der Algebra der Quaternionen studiert. 

Den Komplex der fünf gegebene Geraden schneidenden Kegelschnitte hat 
@. Schaake, Amsterdam Versl. (4) 32 (1924), p. 626 untersucht. 

Lineare Komplexe von Kegelschnitten im Raume von vier Dimensionen hat 
0. @. F. James, Cambridge Phil. Soc. Proc. 22 (1924), p. 201; Cambridge Phil. 
Soc. Trans. 23 (1924), p. 621, behandelt. Vgl. auch E. Orepas '?°). 

550a) Vgl. J. L. Coolidge, A treatise on the circle and the sphere, Oxford 
1916, p. 474—520, 546—593, wo man auch eine reiche Literatur findet. 

551) Kopenhagen Vidensk. Selsk. Skrifter (5) 10 (1873), IV, p. 287; mit 
einem Resume en frangais [Auszug Bull. sciences math. (1) 7 (1874), p. 97]. Vgl. 
A.Clebsch!'*), 1, p. 408 ff. 

552) Math. Ann. 13 (1877), p. 443—445. Vgl. auch Math. Ann. 12 (1877), 
p. 194. Für den Fall von Systemen von ebenen kubischen Kurven mit Doppel- 
punkt oder Spitze, Gött. Nachr. 1874, p. 267; 1875, p. 359; Math. Ann. 13 (1877), 
p. 429; °), p. 106—139, 144—163. 

553) Die Untersuchungen von W. Spottiswoode und von A. Cayley®°*) über 
die Darstellung eines Kegelschnittes im Raum mittels Koordinaten wurden von 
H. W. L. Tanner, London Math. Soc. Proc. (1) 13 (1882), p. 125 ausgedehnt auf 
die Darstellung einer ebenen algebraischen Kurve mit einer gewissen Zahl von 
Koordinaten. 

554) Acta math. 7 (1884), p. 49. 
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einige seiner Resultate auf ebene Kurven in einer nicht festen Ebene 
ausgedehnt.??°) 

Die zur Untersuchung der Kongruenzen und linearen Komplexe 
von Kegelschnitten im Raum angewendeten Methoden (Nr. 74) können 
auch zur Untersuchung der Kongruenzen und linearen Komplexe von 
ebenen Kurven beliebiger Ordnung dienen.?°®) Mit den linearen Kon- 
gruenzen hat sich L. G@odeaux°®”) beschäftigt, mit den bilinearen Kon- 
gruenzen und Komplexen J. de Vries.°°®) 


76. Systeme gewundener Kurven 3. Ordnung. Andere Systeme 
besonderer algebraischer Raumkurven. Die Zahl der kubischen 
Raumkurven®®), die durch A gegebene Punkte gehen und 6 — A ge- 


555) So hat er, a. a. O., p. 77ff., die Zahlen der punktallgemeinen Ebenen- 
kurven von der Ordnung n im Raume bestimmt, deren Ebenen durch eine ge- 


gebene Gerade gehen und die .. +1 gegebene Geraden schneiden; oder 
solcher, deren Ebenen durch einen gegebenen Punkt gehen und die En) +2 
gegebene Geraden treffen; oder von denen, die a 3 gegebene Geraden 
treffen. 

H. Krey, Acta math. 5 (1883), p. 83 und Berichtigung im Index des Bandes, 
hat andere Zahlen über ebene Kurven in beweglicher Ebene bestimmt (und zwar 
mit der Betrachtung von Kegeln), nämlich die Zahlen der Ebenen, die durch 


3— a gegebene Punkte gehen und : gegebene Ebenen in Geraden 


schneiden, die eine Kurve der Ordnung n berühren (a= 1, 2,3). 

Siehe auch A. Emch, Amer. J. of Math. 44 (1922), p. 12 und ‘*°). 

556) Vgl. D. Montesano, Amsterdam Versl. (4) 20 (1911), p. 588; Atti Acc. 
Napoli (2) 15 (1912), Nr. 8, p. 2 und 51; L. Godeaux, Liege M&m. (3) 9 (1912), 
Nr. 12, p. 4. 

557) Palermo Rend. 34 (1912), p. 288; Cracovie Acad. Bull. (A) 1912, p. 856; 
Nieuw Arch. voor Wiskunde (2) 10 (1912), p. 28; Madrid Revista Ac. Ciencias ex., 
fis. y mat. 12 (1914), p. 320. 

558) Amsterdam Versl. (4) 22 (1914), p. 748. 

G. Marletta, Rom Rend. Ace. Line. (5) 27! (1918), p. 371 hat gefunden, 
daß, wenn eine irreduzible, doppelpunktlose R3 oder auch R$ gegeben ist, die 
sechsfach schneidenden kubischen Kurven, die einen gegebenen Doppelpunkt 
außerhalb der Kurve haben, eine Kongruenz der 2. bzw. 3. Ordnung bilden, und 
daß, wenn eine R] gegeben ist, die achtfach schneidenden Kurven 4. Ordnung, 
die einen gegebenen Punkt zum Tripelpunkt haben, eine Kongruenz 2. Ord- 
nung bilden. 

Eine Klasse von Kongruenzen von ebenen Kurven, durch eine gewisse Kon- 
struktion erhalten, hat Maria Caruso, Acireale Rend. e Mem. Acc. Zelanti (4) 
1 (1924), p. 13 studiert. 

559) W. Spottiswoode, London Phil. Trans. 172 (1881), p. 375 [Auszug Lon- 
don Roy. Soc. Proc. 31 (1881), p. 301] hat eine kubische Raumkurve mit einem 
System von 48 Koordinaten dargestellt. 
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gebene Geraden zu Sehnen haben (A —= 0, 1,..., 6), hat L. Oremona°*®) 
bestimmt. Dieselben Zahlen und viele andere auf kubische Raum- 
kurven bezügliche hat R. Sturm°®!) gegeben; dieselben und alle an- 
deren auf elementare Bedingungen bezügliche H. Schubert.°‘®) 

Verschiedene Autoren haben oo!fache algebraische Systeme von 
kubischen Raumkurven betrachtet.°®°) 

Von den linearen Kongruenzen von kubischen Raumkurven sind 
zuerst zwei besondere Typen untersucht worden. Der eine wird von 
den kubischen Kurven gebildet, die durch fünf im Raum in allge- 
meiner Lage gegebene Punkte hindurchgehen.’%®) Der andere wird 
von den kubischen Kurven gebildet, die in gleicher Weise dasselbe 
Schmiegungstetraeder®®) ABCD besitzen, d. h. durch zwei Ecken A 


560) J. f. Math. 60 (1861), p. 188 = Öpere 2, p. 41. Dieselben Zahlen bei 
R. Sturm, Math. Ann. 12 (1877), p. 299—300; °%), 1, p. 316—317; 2, p. 177—178 
und 334. Die Zahl 6 der kubischen Raumkurven, die sechs vorgeschriebene 
Sehnen haben, von neuem bei A. Cayley, London Math. Soc. Proc. (1) 3 (1870), 
p- 57 = Papers 7 (1894), p. 169; M. Stuyvaert®”®), p. 127—129; E. K. Wakeford, 
London Math. Soc. Proc. (2) 21 (1922), p. 98; H. F. Baker °°°), 3, p. 142—145. 
Der von Cremona für diese Zahl gegebene Beweis ist von H. F. Baker, a. a. O., 
p. 119 wiedergegeben. 

561) J. f. Math. 79 (1874), p. 99; 80 (1874), p. 128, 334. Ein besonderer 
Fall auch bei J. de Vries, Amsterdam Wiskundige Opgaven 10 (1908), p. 194. 

M. Noether ®*°), p. 211—212, hat gefunden, daß, wenn eine Gerade a, eine 
die a nicht schneidende kubische Raumkurve A und fünf Kegelschnitte gegeben 
sind, von denen jeder mit a zwei Punkte und mit A drei Punkte gemeinsam 
hat, eine einzige kubische Raumkurve existiert, die a in zwei Punkten, A in 
fünf Punkten und jeden der fünf Kegelschnitte in einem Punkte schneidet. 

562) Siehe °°), p. 163—184, Auszug aus einer Preisarbeit 1875 der Ak. von 
Kopenhagen, die nicht veröffentlicht wurde. S. auch H. Schubert, Math. Ann. 15 
(1879), p. 529, wo die 11 Ausartungen der kubischen Raumkurven beschrieben sind. 

563) M. Chasles, Paris ©. R. 45 (1857), p. 189; @. Silldorf, Ztschr. Math. 
Phys. 19 (1874), p. 391; F. Gerbaldi, Mem. Acc. Torino (2) 32 (1880), p. 309; 
M. Lelieuvre, Paris C. R. 117 (1893), p. 537, 616; W. Just, Diss. Breslau 1912; 
J. de Vries, Amsterdam Versl. (4) 24 (1916), p. 1447, 1610. 

564) Th. Reye, Ztschr. Math. Phys. 13 (1868), p. 521; R. Sturm, Math. Ann. 
6 (1873), p. 522; 10 (1875), p. 124; J. f. Math. 79 (1874), p. 99; @. Koenigs, Nouv. 
Ann. de math. (3)’2 (1883), p. 301; (3) 3 (1884), p. 47; A.C. Dixon, Quart. J. 23 
(1889), p. 343; @. Humbert*®°); E. Veneroni?°?), p. 226; ©. Servais, Belgique Acad. 
Mem., in 8°, (2) 1 (1904—1906), Nr. 2, p. 51—53; M. Stuyvaert, Nouv. Ann. de 
math. (4) 6 (1906), p. 348; J. f. Math. 132 (1907), p. 232; J. de Vries, Amsterdam 
Versl. (4) 17 (1908), p. 2; (4) 27 (1919), p. 260, 1074; (4) 32 (1923), p. 188; 
(4) 34 (1925), p. 391; F. Gonseth, Enseign. math. 20 (1918), p. 90. Siehe außer- 
dem Th. Reye*°°), 2, 4. Aufl., Stuttgart 1907, p. 204— 206; 3, 4. Aufl., Leipzig 
1910, p. 41—42; R. Sturm®®), 2, p. 281—285; ©), 2, p. 103, 313—315; 4, p. 25, 
469— 472. 

565) Die Bezeichnung stammt von H. Schroeter, Math. Ann. 25 (1884), p. 294. 
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und Ü des Tetraeders hindurchgehen und in ihnen zu Tangenten die 
Kanten AB und CD haben und zu Schmiegungsebenen die Ebenen 
ABD und CBD.®) 

M. Stuyvaert”°”) hat diese beiden Typen untersucht, wobei er sie 
als Grenzfälle der linearen Kongruenz betrachtete, die von den kubi- 
schen Raumkurven gebildet wird, die zwei Punkte und drei Sehnen 
von allgemeiner Lage gemeinsam haben.) 

E. Veneroni hat die Kongruenzen untersucht‘), deren Ordnung 
und Klasse die Einheit nicht übertreffen; außerdem5”) die beiden 
Typen von bilinearen Kongruenzen. Diese beiden Typen sind in den 
sechs Typen linearer Kongruenzen enthalten, die M. Stuyvaert?”!) ge- 








566) A. Voss, Math. Ann. 13 (1877), p. 237; R. Sturm, Math. Ann. 26 (1885), 
p. 487; 28 (1886), p. 271; D. Montesano, Su alcuni sistemi di cubiche gobbe, 
Napoli 1886 — Revista del centro estudiantes de ingenieria, Buenos Aires 1914; 
E. Heinrichs, Diss. München 1887; K. Doehlemann, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 
3 (1894), p. 96; M. Krewer, Arch. Math. Phys. (2) 12 (1894), p. 185; M. Stuy- 
vaert, Nouv. Ann. de math. (3) 19 (1900), p. 548; Belgique Bull. (3) 38 (1900), 
p- 843; @. Kohn, Sitzungsb. Ak. Wien 112 (1903), p. 319; W. Ludwig, Arch. 
Math. Phys. (3) 12 (1905), p. 219, 305. Siehe auch R. Sturm ®®), 1, p. 79, 360 
bis 362; *%), 3, p. 88—94, 235—254; 4, p. 468—469; O. Staude*®), p. 167—172, 
175—176, 206— 213. 

567) Siehe *°%), p. 38—72. Siehe auch J. de Vries, These, Utrecht 1917, wo 
die bilinearen Kongruenzen von kubischen Raumkurven untersucht sind, und 
M. Stuyvaert°®®), p. 49—64. 

568) Über die Kongruenzen von kubischen Raumkurven, die durch 4 Punkte 
und 5— 4 Sehnen (A = 0,1,...,5) bestimmt sind, siehe M. Stuyvaert?®®), p. 49—64 
A= 2), p. 65—80 (A=4), p. 117—136 (= 0); R. Sturm®>), 4, p. 25—31. Der 
Fall = 2 auch bei C. H. van Os, Amsterdam Versl. (4) 27 (1918), p. 337; der 
Fall A=4 auch in J. Cardinaal, J. f. Math. 101 (1884), p. 142; Th. Reye°°°), 8, 
4. Aufl., Leipzig 1910, p. 207; J. de Vries, Amsterdam Versl. (4) 32 (1923), p. 135. 

569) Siehe ?°®). Ein besonderer Fall bei L. Godeaux, Arch. Math. Phys. (3) 
13 (1908), p. 155. 

570) Lomb. Ist. Rend. (2) 37 (1904), p. 259. Siehe auch J. de Vries5®”) und 
wegen Sonderfällen Amsterdam Versl. (4) 23 (1915), p. 1232. Über die bilinearen 
Kongruenzen s. auch J. de Vries, Amsterdam Versl. (4) 31 (1923), p. 38. 

571) J. f. Math. 132 (1907), p. 216 [Auszug Paris C. R. 141 (1905), p. 750]; 
“), p. 99—119; ®%%), p. 49—100. Erweiterungen auf den Raum von 4 Dimen- 
sionen bei ©. @. F. James, Messenger of Math. (2) 53 (1924), p. 190. Einen der 
Typen der bilinearen Kongruenzen hat ferner M. Stuyvaert untersucht, Belgique 
Bull. (4) 9 (1907), p. 470; ein besonderer Fall bei L. Godeauz, Belgique Bull. (4) 
10 (1908), p. 531. M. Stuyvaert, Palermo Rend. 26 (1908), p. 64 hat eine andere 
lineare Kongruenz 3. Klasse untersucht, die als Grenzfall mit einem der von 
E. Veneroni betrachteten Typen zusammenfällt. 

Eine weitere Untersuchung der anderen vier von M. Stuyvaert angegebenen 
Typen hat L. Godeaux geliefert, Nouv. Ann. de math. (4) 9 (1909), p. 260; (4) 11 
(1911), p. 1; Belgique Bull. (4) 11 (1909), p. 693; (4) 13 (1911), p. 371. Vgl. auch 
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funden hat, indem er eine Matrix von zwei horizontalen und drei 
vertikalen Reihen gleich Null setzte, deren Elemente lineare Formen 
der Punktkoordinaten sind mit Linearformen von drei Parametern als 
Koeffizienten. 

M. Stuyvaert?”?) hat auch andere Typen von linearen Kongruenzen 
untersucht, die er z. B. durch die Annahme erhielt, daß die Koeffi- 
zienten der in die Matrix eintretenden Formen nicht linear in den 
drei Parametern sind; insbesondere hat er die lineare Kongruenz der 
kubischen Raumkurven mit fünf gemeinsamen Sehnen untersucht. 

G. Marletta®”®) hat Sätze für die Überräume festgestellt, die als 
Sonderfälle einige der Ergebnisse dieser Nummer und der Nr. 74 
über Kongruenzen von Kegelschnitten und kubischen Raumkurven 
liefern.?”*) 


J. de Vries, Amsterdam Versl. (4) 22 (1914), p. 878. — L. Godeaux, Palermo 
Rend. 32 (1911), p. 286; Belgique Bull. (5) 7 (1921), p. 596 [über diese letzte 
Arbeit vgl. auch M. Stuyvaert, ebenda, p. 608] hat die linearen Kongruenzen 
von kubischen Raumkurven bestimmt, die eine feste kubische Kurve in fünf 
Punkten treffen; außerdem hat er bewiesen, Enseign. math. 20 (1919), p. 81, daß 
keine linearen Kongruenzen von kubischen Raumkurven mit einer einzigen sin- 
gulären Linie bestehen (dem Orte der Punkte, von denen durch jeden oo! ku- 
bische Raumkurven der Kongruenz hindurchgehen). 

572) Siehe °°®), p. 101—136, 151—153 und außerdem p. 156—164, wo sich 
Eigenschaften der Kongruenzen von kubischen Raumkurven ergeben; außerdem 
), p. 36—58. Siehe ferner L. @odeaux, Belgique Bull. (5) 7 (1921), p. 244, wo 
gezeigt wird, daß einige von M. Stuyvaert°?®) betrachtete Kongruenzen Spezial- 
fälle von einigen von L. Godeaux, Palermo Rend. 32 (1911), p. 286; Nouv. Ann. 
de math. (4) 9 (1909), p. 260 untersuchten sind. 

Besondere lineare Kongruenzen von kubischen Raumkurven bei’L. Godeau«, 
Belgique Acad. Mem., in 8°, (2) 6 (1922), Nr. 12, p.31—36, 45—53, 5964, 70-72. 

573) Catania Atti Acc. Gioenia (5) 11 (1918), Nr. VI. Siehe auch @. Aprile, 
Note e Mem. Circ. mat. Catania 1 (1921), p. 102, 227, 245. 

574) Einen besonderen Komplex, d.h. oo°fache Systeme, von kubischen 
Raumkurven hat untersucht ©. @. F. James, Cambridge Phil. Soc. Proc. 21 (1923), 
p- 610. 

Zahlreiche 00°, 00°, ...fache Systeme von kubischen Raumkurven hat 
Th. Reye aufgefunden, J. f. Math. 104 (1888), p. 211; 106 (1890), p. 30, 315; 
107 (1891), p. 162; 108 (1891), p. 89; Monatsb. Ak. Berlin 1889, p. 833 bei seinen 
Untersuchungen über lineare Mannigfaltigkeiten projektiver Ebenenbüschel und 
kollinearer Bündel oder Räume. Siehe auch R. Sturm ®®), 3, p. 517—574. 

Kongruenzen und Komplexe von kubischen Raumkurven studierte @. Mar- 
letta, Catania Atti Acc. Gioenia (5) 13 (1922), Nr. VII. Nennen wir Ordnung 
und Klasse des Komplexes die Ordnungen der beiden Flächen, von denen die 
eine von den durch einen allgemeinen Punkt gehenden, die andere von den eine 
gegebene Sehne besitzenden gewundenen Kurven 3. Ordnung erzeugt werden, so 
existiert ein einziger Komplex der Klasse Null; er wird von den kubischen Kurven 
gebildet, welche einem Tetraeder derart umbeschrieben sind, daß auf jeder die 


rt 
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Andere besondere Systeme von Raumkurven der Ordnungen 4, 
5,6,... wurden von verschiedenen Autoren betrachtet.°”°) 








vier Ecken ein gegebenes Doppelverhältnis haben. Dieser Komplex ist rational, 
und ist auch der einzige, welcher von kubischen Raumkurven, deren Sehnen 
einen Komplex bilden, erzeugt wird. 

@. Marlıtta hat mehrere Eigenschaften der Kongruenzen von der Klasse 
Null und beliebiger Ordnung angegeben, und hat gefunden, daß nur drei Typen 
von Komplexen der Ordnung 2 existieren und hat sie charakterisiert. 

A. Voss, Math. Ann. 13 (1877), p. 168, hat bewiesen, daß vier Gerade all- 
gemeiner Lage von keiner kubischen Raumkurve berührt werden; wenn es aber 
eine gibt, dann gibt es unendlich viele; werden drei Tangenten gegeben, so exi- 
stieren 00° gewundene Kurven 3. Ordnung, und ihre Tangenten bilden einen 
Komplex 4. Grades. Siehe noch H. Schubert®°), p. 166—167; J. ©. Kluyver, Amster- 
dam Versl. (3) 8 (1891), p. 41 = Arch. Neerland. 25 (1891), p. 70; R. Sturm, Arch. 
Math. Phys. (3) 23 (1914), p. 1; E. Study, Leipzig Ber. 68 (1916), p. 65; H. Mohr- 
mann, Gött. Nachr. 1917, p. 129; Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 26 (1917), p. 176; 
Math. Ztschr. 2 (1918), p. 27; J. H. Macdonald, Nat. Ac. of Sciences Proc. 6 
(1920), p. 702; @. Loria®'5), 1, p. 83—84. 

R. Sturm, Arch. Math. Phys. (3) 27 (1918), p. 1 hat das System der 00° drei 
gegebenen Geraden berührenden kubischen Raumkurven und deren Ausartungen 
studiert. 

00°, 00’ und oo°fache Systeme von kubischen Raumkurven, die die Tan- 
gentenfläche einer vorgelegten kubischen Raumkurve in 4, 5, 6 Punkten berühren, 
hat @. Kohn untersucht, Math. Ann. 52 (1898), p. 293 [Auszug Sitzungsber. Ak. 
Wien 105 (1896), p. 1035]. 

575) Bilineare Kongruenzen von elliptischen oder rationalen Raumkurven 
4. Ordnung bei J. de Vries, Amsterdam Versl. (4) 20 (1912), p. 197, 1176; (4) 22 
(1914), p. 756; (4) 27 (1919), p. 1197 und bezgl. (4) 22 (1914), p. 1069; siehe außer- 
dem @. Marletta®’®), @. Aprile®'®). Ein oo°faches System vgn rationalen A,, 
die mit einer kubischen Fläche im Zusammenhang stehen, hat untersucht 
A. Brambilla, Rend. Acc. Napoli (3) 2 (1896), p. 171; (3) 3 (1897), p. 203; vgl. 
auch R. Sturm ®®), 3, p. 507. — J. de Vries, Amsterdam Versl. (4) 24 (1916), 
p: 1606 hat ein oo! faches System von hyperelliptischen Raumkurven 5. Ordnung 
untersucht. Bilineare Kongruenzen von Raumkurven 5. Ordnung bei J. de Vries, 
Amsterdam Versl. (4) 23 (1915), p. 1226, 1316, 1320; L. Godeaux, Madrid Revista 
Acad. Ciencias ex., fis. y mat. 13 (1915), p. 513. — Kongruenzen von Raumkurven 
R, und R, bei Gelsomina Grimaldi, Acireale Mem. Acc. Zelanti (3) 10 (1918), 
Nr. 4. Bilineare Kongruenzen von besonderen Raumkurven R,, R,, R,, R,, her- 
rührend von den Grundkurven der Büschel, die in einem Netz von kubischen 
Flächen enthalten sind, findet man bei J. de Vries, Amsterdam Versl. (4) 24 
(1916), p. 105. Eine lineare Kongruenz von R, hat untersucht C. H. van Os, 
Nieuw Arch. voor Wiskunde (2) 13 (1919), p. 58. 

Systeme von R,, R,, . . . hat T'h. Reye®’*) angetroffen. 

D. Montesano °°), p. 332 und 336, hat zwei lineare Kongruenzen 6. Klasse 
betrachtet, eine aus R3, die andere aus Ki? bestehend. 


(Abgeschlossen im Juli 1926.) 
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Corrigenda.') 


6 lies: „Amsterdam“ statt „Graz“. 

10 lies: A. Invarianten der allgemeinen projektiven Gruppe. 

9 v. u. lies: B. Invarianten projektiver Untergruppen. 

6 v. u. lies: „by means of invariant-factors‘“. 

lies Civita. 

29 zu ergänzen: Vierte Auflage 1921. 

10 v. u. lies: A. Invarianten der allgemeinen projektiven Gruppe. 

6 hinter „ist einzuschalten: [die ergänzte und erweiterte Ausgabe in 

der französischen Encyklopädie I, p. 425—520, von W. Fr. Meyer 

und J. Drach erschien 1912]. 

lies „ITAB4a und 4b“. 

. 3) lies: Proc. London math. Soc. 35 (1903), p. 107—111, 319—331; 

(2) 1 (1904), p. 151—153, 208— 209. 

Anm. 4) lies: Ebenda (2) 1 (1904), p. 345—350, 480-484; (2) 2, p. 70-87, 
144— 149, 270— 279; (2) 2 (1905), p. 334—344, 352— 370; (2) 3 
p. 316—333. 

Anm. 5) Z.1 lies; Ebenda (2) 1 (1904), p. 202—208; (2) 3 (1905), p. 62—83. 
Young and Wood, (2) 2 (1904), p. 221—265. 

Anm. 5) Z. 5 hinter (1901) einzuschalten: p. 545—550, oder 


> N 
B 
Bo 


. Z. 1 les: Oherubini 


Anm. 17) lies: Periodico 
Anm. 19) lies: Giorn. 
Anm. 25) lies: Coble 


2. 8 liess 7, statt „I. 


Z. 5 v.u. lies: Coble. Desgleichen in Anm. 38). 


. Anm. 43) Z. 4 hinter „Prag 1892“ einzuschalten: p. 78—99. 
. 2.6 v.u. hinter „werden“ ein Trennungsstrich. 


Anm. Fo hinter 1893“ einzuschalten: p. 757—762; Deutsche Math.-Ver. 
(1897), p. 52—55; Math. Ann. 50 (1898), p. 157—182. F. Junker, 
Math -Naturw. Mitt. @) 7 (1905), p. 52—71; (2) 8 (1906), p. 8—27. 


. 4. Absatz, Z. 4 lies: Coble. 


Anm. 67) "hinter (1908) einzuschalten: p. 23—90. 

2. 83 lies: Pannelli. 

L. Tv. u. lies: Punkt-Geraden-Konnex. 

Anm. 82) anzufügen::H. W. Turnbull, London math. Soc. (2) 18 (1919), 
p. 69— 94, vereinfacht die Gordanschen Entwickelungen wesentlich 
und stellt ein vollst. System von nur 123 Komitanten auf. 

Anm. 89) hinter (1911) einzuschalten: p. 300—317. 


. 2.6 v.o. und 6v. u. lies: Coble. 


Z.1 v. u. lies: Hocevar. 
Anm. 103) Z. 2 hinter (1904) einzuschalten: p. 151—156. 


. Anm. 107) lies: Giorn. 
. 2. 6 statt „Spezialfälle der“ lies: als Untersysteme im System der n?—1 


Z. 7 hinter „Differentialgleichungen‘“ einzuschalten: enthalten [vgl. IB2, 
Nr. 18]. 

2.2 v.u. statt „Z,“* lies: „Z,“. 

Anm. 113) hinter (1863) einzuschalten: p. 281. 


. Anm. 122) statt „Nachr.‘ lies: Abh. 

. Anm. 137) hinter (1909) einzuschalten: p. 1047—1076. 
. Anm. 139) ergänze: R. Weitzenböck. 

. 2.12 lies: Invarianten projektiver Untergruppen. 


Anm. 143) hinter (1909) einzuschalten: p. 1047—1076. 


20. Anm. 150) ergänze: p. 392—-394. 


Anm. 151) ergänze: p. T71—W. 


. 2. 7 hinter „Gruppe“ einzuschalten: T\. 
. Anm. 158) ergänze: p. 71—90. 
. Anm. 171) Z. 1 hinter (1902) lies: p. 40—41, 82—84; Z. 2 hinter (1903) 


lies: p. 645—665, 1091—-1097, 1533— 1552. 


1) Diese „Corrigenda‘“ mußten nachträglich zusammengestellt werden, da die 


Druckerei den Artikel versehentlich vorzeitig gedruckt hatte. Die Redaktion, 
Eneyklop. d. math. Wissensch. IIT1. 


p. 25. 


Nr. 19, Z. 7 hinter „Invarianten“ lies: !’5), 


Anm. 172) hinter (1904) einzuschalten: p. 1081—1106, 1107—1119, 1209 


p. 34. 
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— 1217; desgleichen hinter (1905): p. 1143—1146; desgleichen am 
Schlusse: p. 204—207. 
Anm. 173) hinter (1909) einzuschalten: p. 289—320; hinter (1908): p. 85—90; 
hinter 144 (1907): p. 186—189 und hinter 145 (1907): p. 1396—1399. 
Anm. 175) hinter 90 einzuschalten: —98; hinter (1912): p. 856—859 und 
hinter (1913): p. 506513, 10951106. 


. Anm. 180) lies genauer: Wien. Ber. 122 (1913), p. 1241—1258, 1565—1606; 


123 (1915), p. 679—697. 


. Anm. 188) hinter 497 anzufügen: -- 542. 


Anm. 189), Z. 3 hinter (1912) einzuschalten: p. 2553-2634. 
Anm. 193) hinter 10 (1912) einzuschalten: p. 273—283, und hinter 11 (1912): 
p. 96—103. 


. Unter die Formeln (3) setze: u. s. f. 
. Anm. 3), Z. 8 hinter (1880) einzuschalten: [Vgl. IB2, Nr. 20]; Z. 11 hinter 


(1906) einzuschalten: , p. 139—159; Z. 12 desgleichen hintew(1898): 
p. 187—203; Z. 13 desgleichen hinter (1905): , p. 323—342. 

Anm. 5a), Z. 2 lies genauer: 12, (1908), p. 315832, 367—377, 399—408; 
12, (1903), p. 173—182, 241—249, 326—336, 429-436, 544—551. 

Anm. 6), Z. 1 lies: Oivitä; Z. 2 vor (1894) einzuschalten: (7) 5; hinter 
(1899): p. 25-84. 

Anm. 7) vor Rend. einzuschalten : Giorn. di mat. 35 (1897), p. 267-272; 
hinter (1908): p. 145—149. 

Anm. 22) hinter 1874 einzuschalten: p. 529-—542. 

Anm. 23), Z. 2 hinter „gleich“ fehlt ein Punkt. 

Anm. 27), Z. 3 lies: Oivita. 

Anm, 30), Z. 1 hinter (1902) einzuschalten: p. 691—700, 835 — 850, 875— 882; 
hinter (1903): p. 528—539, 978—985; Z. 2 hinter (1903) einzuschalten: 
s. Anm. 5a). 


. Anm. 47), Z. 2 hinter (1912) einzuschalten: p. 1015—1050; Z. 3 hinter 


„Palermo“ lies: 31 (1911), p. 300—317. 


. Anm. 48), Z. 3 hinter (1876) einzuschalten: p. 338-379. 


Anm. 49), Z. 2 hinter 465 einzuschalten: —466. 


. Anm. 51), Z. 3 hinter „Identität“ fehlt: “ 

. Anm. 57) hinter „Abhandl.‘“ einzuschalten: p. 353-—393. 
. Anm. 61), Z. 3 lies: Oivita. 

. Nr. 19, Z. 8 lies: Oivita. 

. Anm. 72) hinter „Werke“ einzuschalten: (2. Aufl.) 

. Anm. 76) anzufügen: p. 71—102. ik 


Anm. 77) Z. 2 hinter 72 einzuschalten: p. 1—56. 
Anm. 79) hinter (1869) einzuschalten: p. 46—70. 
Anm. 80) anzufügen: p. 135—168. 


. Anm. 83), Z.2 lies: Lew-Civita. 


Anm. 84) hinter (1917) einzuschalten: p. 187—217. 


. Anm. 94) anzufügen: p. 46—70. 


Anm 95) hinter (1901) einzuschalten: p. 125—201. 
Nr. 22, 3. Absatz, Z. 2 lies: Civita. 


. Anm. 100) voranzustellen: Christoffel. 


Anm. 104), Z. 2 lies: Civitä; hinter (1901) einzuschalten: p. 125 — 201. 
2.6 lies: Civita; hinter „Veneto“ einzuschalten: (7) 5. 


. Anm. 106), Z. 3 hinter (1903) einzuschalten: vgl. Anm. 5a). 

. Anm. 111),,2. 1 lies: Ann. di mat; Z. 2 lies: Giorn. di mat. 

. 2. 7 lies: Zorawski; Z. 2 v. u. lies: Osvitä; desgl. in Anm. 184). 
. Anm. 151) hinter (1870) einzuschalten: p. 1—56, bes. 


Anm. 152) hinter (1876) einzuschalten: p. 316-342, bes. 


. 1. Absatz, Z. 10 lies: Nr. 20. 


Anm. 154), Z. 2 hinter „Aufl.“ anzufügen: 1919 und 1921. 
vorliegende Artikel trägt nicht die Bezeichnung III E1, sondern III D 10. 


Schlußbemerkung. 


Der Leser sei noch hingewiesen auf die eingehenden Referate, die W. Fr. 


Meyer über die meisten der in diesem Artikel aufgeführten neueren Arbeiten im 
„Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik“ erstattet hat. 
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